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en licence de Mathématiques, Physique, Chimie et Informatique (MPCI)
de l’université d’Aix-Marseille, Loryne Barroche et Lilian Porre ; un travail
remarquable sur le nombre chromatique du plan hyperbolique qui leur a
valu le pr ix Fermat Junior 2025 décerné par l’ université de Toulouse. Quant
à Ludwig Wollmann, étudiant à l’UFR de Mathématiques et d’Informatique
de l’université de Strasbourg, son étude dans le cadre du collectionneur
de coupons a été récompensée par le premier accessit. Ces deux articles
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également le der nier volet de l’ article de Jean-Baptiste Hiriart-Urruty et
Patrice Lassère sur l’inégalité de Grothendieck, accompagné d’une partie
de taquin, signée Karim Zayana et Ivan Boyer.
Enﬁn, j’ai le plaisir d’accueillir dans ce numéro Jean-Pierre Boudine, fon-
dateur de la revue Quadrature, qui nous informe sur les progrès de l’intel-
ligence artiﬁcielle dans le domaine des mathématiques, à l’occasion de la
réfutation récente d’ une conjecture de Pal Erdös. Faut-il craindre ces avan-
cées ou au contraire s’en réjouir ? Il serait intéressant de connaître l’avis
de nos lecteurs, professionnels des mathématiques ou amateurs... Je vous
donne rendez-vous à la rentrée. Passez de bonnes vacances !
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100 Rue des Mathématiques, 38610 Gières.
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Textes
en questions
Lestextesempruntésàl’histoiredesmathématiques
font notre actualité.
par Norbert VERDIER
Cette rubrique de Quadrature propose d’offr ir aux lecteurs une approche des problèmes de mathématiques par les
textes originaux. Chaque numéro comporte une « Question mathématique » (l’énoncé commenté d’un problème tel
qu’il fut posé par le passé) et une « Question historique » (détail de l’un des aspects ou champs disciplinaires i mpliqués
dans le problème posé). Les lecteurs sont invités à répondre à ces questions, et les meilleures suggestions seront
incorporées à celles des auteurs dans le numéro suivant.
Nous avons reçu des réponses de Sadia Belkacemi,
Fabien Lombard, Jean Moreau de Saint-Martin, Pierre
Renfer, Étienne Roussée & Georges Lazare Vidiani.
Question mathématique n
◦
66
Tout au long du XIX
e
siècle, les ingénieurs
cherchent à optimiser des problèmes et à appli-
quer les mathématiques pour résoudre pragmatique-
ment des problèmes que leur posent la création et
le développement des machines dont les fameuses
machines à vapeur. E n voici un parfois nommé « pro-
blème des vases cylindriques » : quel est le rapport
entre la hauteur et le rayon de la base pour que,
avec une capacité donnée, le vase emploie le moins
de matière possible, c’est-à-dire pour que sa surface
totale soit un mini mum ?
Question historique n
◦
66
Trouver dans la littérature des mathématiques
appliquées du
XIX
e
siècle, les solutions apportées
par les ingénieurs d’alors ?
Questions historique et mathématique n
◦
65
Se donnant un parallélogramme ABCD, quelconque,
puis extérieurement, construisant quatre carrés sur les
côtés du parallélogramme, il s’agissait de s’intéresser à
la ﬁgure constituée par les quatre centres de ces carrés.
Ensuite, nous demandions qui était le mathématicien se
cachant derrière ce théorème de géométrie élémentaire.
Nous avons obtenu de nombreuses réponses relatives
aux mathématiques, à leurs enseignements et à leurs
histoires.
Jean Moreau de Saint-Martin, nous indique : « La
question mathématique 65 fait partie d’un problème que
j’ai proposé aux lecteurs de La Jaune et la Rouge en
décembre 2002. Ci-joint la solution, accessible sur le site
Diophante.fr sous la référence D20136. Quant à la ques-
tion historique, le mathématicien est Victor Thébault, qui
a une notice dans Wikipédia. » Georges Lazare Vidiani
nous explique comment il a procédé pour découvrir le pot
aux roses : « Le début de la piste se trouve p. 243 du dic-
tionnaire Penguin des curiosités géométriques (Eyrolles
1991 David Wells) . . . posé en 1937 (en) Roger B. Nel-
sen, Proofs Without Words II,MAA
, 2000, p. 19. » Avant
de revenir sur des éléments concernant l’auteur de
ce résultat, revenons sur ses démonstrations. Outre la
démonstration indiquée précédemment, nous pouvons
procéder par analyse complexe, c’est la solution de
Pierre Renfer :
On utilise l es afﬁxes complexes dans un repère ortho-
normé, d’origine le centre O du parallélogramme. On
note l’afﬁxe d’un point par la lettre minuscule correspon-
dant à la majuscule désignant le point ;
c = −a et d = −b.
On note
A

l’image de A par la rotation de centre B,
d’angle
π
2
. Par permutations circulaires sur A, B, C, D,
on obtient les points
B

, C

, D

.OnnoteP,Q,R,Sles
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a

−b = i ·(a −b) et 2p = a + a

= a + b + i ·(a −b)
b

−c = i ·(b −c) et 2q = b + b

= b + c + i ·(b −c)
= b −a + i ·(b + a)
= 2i · p
Donc Q est l’image de P par la rotation f, de centre O,
π
2
.
Par permutations circulaires, cette rotation f trans-
forme aussi Q en R, R en S, S en P.
Le quadrilatère PQRS est donc un carré de centre O.
Nous avons également reçu une proposition de
Étienne Roussée : « Voilà une solution en coordonnées
barycentriques en Matlab et une ﬁgure faite avec Géo-
Gébra. » Nous gardons à disposition de tout lecteur
intéressé le programme Matlab qui a été conçu pour
résoudre cette question. Fabien Lombard nous propose
une démonstration (avec les complexes) et aussi des
exemples d’application précises en classe à différents
niveaux, car « on peut le proposer en 5e, 4e (pour les
cas particuliers) et en Terminale (maths expertes ?) ».
Il nous propose également différentes variantes sur les
théorèmes de Thébault. Plus qu’un théorème, le « théo-
rème dit de Thébault » renvoie à une série de problèmes
similaires. F. Lombard s’est attardé sur le parcours de
Thébault et ses contributions, en puisant ses sources
dans la notice Wikipedia qui lui est consacrée, dans la
revue Bibliothèque Tangente consacrée aux polygones
perçus comme « des trésors aux multiples côtés » [1],
dans La géométrie élémentaire d’Euclide à aujourd’hui
de Yves Coudène [2] et dans les Exercices de géomé-
trie de Frère Gabriel Marie (1834-1916) [3]. Thébault
est né à Ambr ières le Grand, en Mayenne ; il occupe
différentes fonctions : instituteur, professeur de mathé-
matiques, directeur-adjoint dans une usine d’armement,
contremaître, agent dans une société d’assurance au
Mans avant de passer sa retraite à Tennie, près de Laval,
où il décède en 1960. Les théorèmes de Thébault ne
sont pas « que de Thébault ». Certains résultats sont
déjà présents dans les contri butions de Y. Sawayama,
instructeur à l’école militaire de Tokyo, et sur lequel nous
n’avons trouvé aucune information ﬁable [4]. Qui saura
en trouver ?
Victor Thébault – et sans doute Sawayama – fait par-
tie de ces personnes qui s’occupent des mathématiques
« sans y être obligées», comme l’indique Catherine Gold-
stein dans son étude consacrée aux amateurs qui ont
contribué au développement des mathématiques [5].
Victor Thébault, en 1933 [6].
Parallèlement à sa carrière professionnelle polyforme,
il a abondamment participé à différentes rubriques de
questions dans des journaux de mathématiques dites
intermédiaires à l’échelle internationale. Plus précisé-
ment, il s’inscrit dans cette mouvance de mathémati-
ciens, souvent amateurs, qui ont développé la « nouvelle
géométrie du triangle » [7].
Sources
[1] Bibliothèque Tangente (92), « Les polygones : des
trésors aux multiples côtés », Pôle Éditions, 2025.
[2] Coudène Yves, La géométrie élémentaire d’Eu-
clide à aujourd’hui, Paris, Calvage et Mounet,
2022.
[3] F.G.M., Exercices de géométrie, Paris, Éditions
Jacques Gabay, Réimpression, 1991.
[4] Sawayama Y., « A new geometrical proposition »,
American Mathematical Monthly, vol. 12 (1905),
222–224.
[5] Goldstein Catherine, « S’occuper des mathéma-
tiques sans y être obligé : pratiques profession-
nelles des mathématiciens amateurs en France au
XIX
e
siècle ». Romantisme, 190 (4) (2020), 52–63.
[6] « Tennie : l’école portera le nom de Victor Thé-
bault (1882-1960) », Pays de la Loire (Sarthe),
publié le 08 octobre 2013. (En ligne)
[7] Romera-Lebret Pauline, « La nouvelle géométrie
du triangle à la ﬁn du
XIX
e
siècle : des revues
mathématiques intermédiaires aux ouvrages d’en-
seignement », Revue d’histoire des mathéma-
tiques, 2014, fascicule 2, 253–302.
Contact :
Pour vos réponses, solutions et remarques, vous pou-
vez joindre le rédacteur de la rubrique :
norbert.verdier@universite-paris-saclay.fr
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La saga des
grands théorèmes
grands théorèmes
Les théorèmes ont été façonnés au cours du temps par des savants géniaux. Leur énoncé
comme leur démonstration ont var ié en fonction de l’évolution de la pensée scientiﬁque. Cette
saga vous présente chaque fois l’un d’entre eux sous forme de « biographie » et vous fait
parcourir l’histoire des mathématiques avec un autre regard.
par
Bertrand HAUCHECORNE
La genèse du produit vectoriel
et du produit mixte
La genèse du produit vectoriel
et du produit mixte
Dans un espace vectoriel euclidien orienté de
dimension 3, on peut déﬁnir le produit mixte de
trois v ecteurs u,v, w de deux manières dif férentes, soit
comme le déterminant des trois vecteurs dans une base
orthonormée directe, soit par la formule [u,v,w]=
(u ∧v) •w où u ∧v désigne le produit v ectoriel des
vecteurs u et v et où le point indique le produit scalaire,
d’où son nom de produit mixte. Géométriquement, le
produit mixte de trois v ecteurs correspond au v olume
orienté du parallélépipède formé sur ces trois vecteurs.
Déterminants et volumes
La notion de déterminant est apparue au milieu du
XVIII
e
siècle, bien avant l’introduction des matrices.
Colin MacLaurin (1698-1746) est le pionnier dans
ce domaine puisqu’on en trouv e dans ses résolutions
de systèmes linéaires dans son Treatrise of Algebr a
publié post mortem en 1748. Dans les années qui
suivent, Gabriel Cramer (1704-1752) puis Étienne
Bézout (1730-1783) utilisent des déterminants pour
résoudre des problèmes de géométrie, en général des
intersections de courbes et de surfaces, se ramenant à
des systèmes d’équations (voir [6]). Cependant, c’est
Alexandre Vandermonde (1735-1796) et Pierre-Simon
Laplace (1749-1827) qui développent une réelle théo-
rie des déterminants au tout début des années 1770.
On doit à Leonhard Euler (1707-1783) en 1769 puis
à Joseph Lagrange (1736-1813) en 1773 de remar-
quer que le déterminant de trois vecteurs, notre produit
mixte, représente le volume orienté du parallélépipède
construit sur ces trois vecteurs.
L’introduction de la notion abstraite de vecteur se
situe dans les années 1840 ; elle est l’œuvre parallèle-
ment de l’astronome irlandais Willam Hamilton (1805-
1865), du mathématicien anglais Arthur Cayley (1821-
1895) et du linguiste (et mathématicien) allemand Her-
mann Grassmann (1809-1877). Cependant, a vant eux,
on ne parlait pas de v ecteurs, mot introduit par Hamil-
ton, mais on utilisait des triplets de scalaires corres-
pondant aux trois coordonnées d’une quantité vecto-
rielle, comme pour représenter une force en physique.
C’est ainsi que l’on devine la notion de produit vecto-
riel, lorsque Lagrange, en 1773, introduit, en partant
des quantités x,x

,x

,y,y

,y

, les quantités
ζ
= x

y

−
y

x

,
ζ

= x

y −y

x,
ζ

= xy

−yx

. On reconnaît les
coordonnées du produit vectoriel des deux vecteurs X
et Y de coordonnées respectives (x,x

,x

) et (y,y

,y

)
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l’utilise que dans un calcul (voir [1, p. 662]).
Hamilton et ses quaternions
William Hamilton expose sa célèbre théorie dans
une série de 18 articles publiés entre 1844 et 1850
dans la revue Philosophical Magazine. Dès le pre-
mier, daté de 1844, il propose la déﬁnition sui vante :
« Appelons quaternion une expression de la forme Q =
w + ix + jy+ kz quand w, x,y,z, que nous appellerons
les quatre constituants du quaternion Q, désignent des
quantités réelles quelconques, positives négatives ou
nulles, et i, j,k sont les symboles de trois quantités
imaginaires, que nous appellerons unités imaginaires,
et nous supposerons n’être liées les unes aux autres par
aucune relation linéaire (voir [2, p. 1]). »
C’est la vision traditionnelle que nous avons
des quaternions. Cependant apparaît rapidement une
vision géométrique qui guide le savant irlandais lors-
qu’il dit : « Considérons x,y,z comme les trois coor-
données rectangulaires d’un point de l’espace. » Ainsi,
un quaternion peut être considéré comme un couple
(w,u) où w est un scalaire et u un vecteur. Hamilton
s’intéresse ensuite au produit de quaternions imagi-
naires, c’est-à-dire avec la première composante nulle ;
avec la vision géométrique, ça correspond au produit
de deux vecteurs. Il obtient (v oir [2, p. 7]) :
(i
α
+ j
β
+ k
γ
)(i
α

+ j
β

+ k
γ

)
= −(
αα

+
ββ

+
γγ

)+i(
βγ

−
γβ

)
+ j(
γα

−
αγ

)+k(
αβ

−
βα

).
On remarque que la partie réelle de ce quaternion
est, au signe près, le produit scalaire des deux vecteurs
UetU

de coordonnées respectives
α
,
β
,
γ
et
α

,
β

,
γ

et la partie imaginaire est leur produit v ectoriel. Il ne
restait plus qu’à les séparer pour quitter la dimension 4.
C’est ce que feront les physiciens Josiah Gibbs (1839-
1903) et James Clerk Maxwell (1831-1879), suivis par
la suite par l’immense majorité des mathématiciens.
Josiah Willard Gibbs (1839-1903).
Die lineale Ausdehnunglehre
de Grassmann
La même année, un mathématicien autodidacte alle-
mand, ou plutôt prussien, Hermann Grassmann, publie
un ouvrage dont le titre peut être traduit par La théorie
réglée de l’extension, avec pour sous-titre, une nou-
velle branche des mathématiques. Cet ouvrage confus,
empreint de considérations philosophiques, n’a pas été
compris à son époque. Pourtant, il déﬁnit de manière
originale toute une théorie sur les espaces de dimen-
sion ﬁnie quelconque et des opérations sur les seg-
ments (Strecke en allemand). Ce sont en fait des seg-
ments orientés, puisqu’il désigne
α
comme « élément
de début » (Anfangelement en allemand) du segment
[
αβ
] et qu’il afﬁrme, si [
αα

]=[
ββ

], que
α

α
et
ββ

sont des « grandeurs opposées » ; on reconnaît de
plus clairement la relation de Chasles lorsqu’il écrit
[
βγ
]=[
βα
]+[
αγ
].
C’est alors par une version géométrique qu’il intro-
duit ce qu’il appelle des produits extérieurs. Celui de
deux segments est déﬁni comme la surface du paral-
lélogramme engendré par deux se gments, et celui de
trois segments comme le volume du parallélépipède
qu’ils engendrent. On reconnaît, au signe près, le pro-
duit scalaire de deux vecteurs et le produit mixte de
trois vecteurs. Par des considérations cinématiques sur
les seg ments, il déﬁnit la notion de produits opposés.
Les trav aux de Grassmann, bien que visionnaires,
seront dédaignés par ses contemporains. Devant les
critiques, le mathématicien prussien publie une nou-
velle édition en 1862 puis se tourne vers la linguis-
tique, discipline dans laquelle une loi sur la phonétique
porte son nom. Il s’initie au sanskrit et traduit le Rig-
Veda. Ceci explique que ses travaux mathématiques
aient eu très peu d’impact à son époque. En 1888, Giu-
seppe Peano publie Calcolo geometrico secondo l’Aus-
dehnunglehre de H. Grassmann, ouvrage dans lequel
il explicite les notions introduites par celui-ci.
L’analyse vectorielle vue
par les Anglo-Saxons
Le mathématicien anglais William Clifford (1845-
1879) a une vision très géométrique et dynamique
de la notion de vecteurs. Il les note encore avec
deux lettres, ab, soit menant d’un point a à un point
b. Il conçoit l’aire d’un parallélogramme comme le
balayage de la surface de ab vers ac ; il remarque
qu’elle vaut ab.acsin bac. Il introduit alors le produit
vectoriel et le produit scalaire (voir [4, p. 95]) : « Nous
sommes alors conduits à deux différentes sortes de pro-
duit de deux vecteurs ab, ac ; un produit vectoriel que
Juillet-août-septembre 2026 7
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que nous pouvons écrire S.ab.ac. » Leurs déﬁnitions,
obtenues par des considérations de mouvements et de
v olumes, déroutent de nos jours.
La présentation du physicien américain Josiah
Gibbs est beaucoup plus claire, d’autant plus qu’il des-
tine ce texte à des étudiants. Il débute son article en
déﬁnissant précisément les notions de vecteur, de sca-
laire et les opérations afférentes. Il ne manque que le
cadre de la théorie des ensembles pour en faire une
théorie satisfaisante à nos yeux. Il se réfère à Hamilton
et même à Grassmann et Clifford, mais explique que
son approche ne nécessite pas la notion de quaternion.
Dans le paragraphe intitulé Dir ect and Ske w Products
of Vectors de son ouvrage Vector Analysis,lemathé-
maticien anglais introduit ainsi le produit scalaire de
deux vecteurs (voir [5, p. 5]) : « Le produit direct de
α
et
β
( noté
α
.
β
) est le scalaire obtenu en multipliant le
produit de leur magnitudes (c’est-à-dire leurs normes),
par le cosinus de l’angle fait par leurs directions. » Il
déﬁnit ensuite le produit vectoriel (en anglais skew pr o-
duct) : « Le produit vectoriel de
α
et
β
( noté
α
×
β
)
est un vecteur dépendant de
α
et
β
. Sa magnitude est
obtenue en multipliant le produit des magnitudes de
α
et
β
par le sinus de l’angle fait par leurs directions.
Sa direction fait un angle droit avec
α
et
β
et du côté
du plan contenant
α
et
β
(supposé issus d’une même
origine) pour lequel une rotation de
α
vers
β
fait un
angle inférieur à 180 degrés apparaît opposé au sens
des aiguilles d’une montre. » Gibbs donne les proprié-
tés usuelles sur ces produits, leur expression en fonc-
tion des coordonnées des deux vecteurs dans une base
dans un « système normal de vecteurs unitaires ».
Page de garde de l’ouvrage Vector Analysis, rédigé par Edwin
Bidwell Wilson, d’après le cours de J. Willard Gibbs.
Il remarque que la magnitude du produit vectoriel
α
×
β
est l’aire du parallélogramme dont
α
et
β
(sup-
posés dessinés d’une origine commune) sont les côtés.
Il s’intéresse alors au « triple produit » (nous disons
de nos jours « produit mixte ») déﬁni, pour trois vec-
teurs
α
,
β
,
γ
,par(
α
×
β
) •
γ
(il omet les parenthèses).
Il afﬁrme qu’il représente, en valeur numérique (c’est-
à-dire en valeur absolue), le volume du parallélépipède
dont
α
,
β
et
γ
sont les arêtes.
C’est seulement en note de bas de page que Gibbs
fait observ er que l’étudiant qui est familier avec la
notion de déterminant ne manquera pas d’observer que
le triple produit
α
•(
β
×
γ
) est le déterminant formé
par les neufs coordonnées rectangulaires
α
,
β
et
γ
,ni
que les coordonnées rectangulaires de
α
×
β
sont les
déterminants de second ordre formés par les coordon-
nées de
α
et
β
. Remarquons que dans les textes de ces
mathématiciens, aucune notation matricielle n’est uti-
lisée alors que Arthur Cayley l’a introduite au début
des années 1840.
Références
[1] Joseph Lagrange, Solutions analytiques de
quelques problèmes sur les pyramides trian-
gulaires, Nouveaux mémoires de l’Académie
royale de Berlin, 1773, ou Œuvres complètes de
Lagrange, tome 3, p. 661.
[2] William Hamilton, On Quaternions, or on a new
System of Imaginaries in Algebra, David R. Wil-
kins, 2000.
[3] Hermann Grassmann, Die Ausdehnunglehre,
1844.
[4] W.K. Clifford, Elements of Dynamic, 1878.
[5] Gibbs, Elements of Vector Analysis Arranged for
the Use of Students of Physics, 1881.
[6] Bertrand Hauchecorne, La saga des grands théo-
rèmes, Quadrature 131, 2024.
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[Optimisation et géométrie plane]
Triangles et quadrilatères isopérimétriques
par Christophe BAL
*
Résumé.
Le classique problème de l’isopérimétrie plane polygonale consiste à déterminer les poly-
gones, non croisés, de périmètre ﬁxé qui maximisent leur aire. Nous allons voir comment
les cas des triangles et des quadrilatères peuv ent être traités de manières très élémentaires.
Pour les triangles, la démonstration proposée, peut-être inédite, repose sur une construction
itérative simple qui, partant d’un triangle quelconque, converg e vers un triangle équilatéral
solution du problème d’isopérimétrie pour les triangles. Pour les quadrilatères, la résolution
du problème ne requiert que des notions élémentaires de géométrie.
I Les triangles
Commençons par un cas particulier très utile,
comme nous le verrons lors du traitement des quadri-
latères.
Proposition 1. Parmi tous les triangles de périmètre
ﬁxé et ayant tous un côté en commun, il en existe un
seul d’aire maximale : c’est le triangle isocèle ayant
pour base le côté commun.
Démonstration. Soit ABC un triangle de périmètre p
avec le côté [AB] ﬁxé. Pour tout point mobile M
sur la parallèle à (AB) passant par C, nous a vons :
Aire(ABM)=Aire(ABC). Notons alors O le point sur
cette parallèle tel que ABO soit isocèle en O.
Grâce à une symétrie axiale (voir la ﬁgure suivante),
il est aisé de noter que Perim(ABC) ≥ Perim(ABO),
avec égalité uniquement si ABC est isocèle en C.Plus
précisément, en passant de C à O, le périmètre dimi-
nue.
*
christophe.bal@ac-grenoble.fr
Une dilatation perpendiculairement à (AB) et de rap-
port
Perim(ABC)
Perim(ABO)
≥1 donne un triangle isocèle ABO

tel
que Perim(ABO

)=p et Aire(ABO

) ≥ Aire(ABC),
avec égalité uniquement si ABC est isocèle en C.
Théorème 2. Parmi tous les triangles de périmètre
ﬁxé p, il en e xiste un seul d’air e maximale : c’est le
triangle équilatéral de côté c =
1
3
p.
Démonstration. Partons donc d’un triangle ABC quel-
conque, mais de périmètre p. La proposition 1 donne
successivement les triangles ACD, ADE, AEF et AFG
isocèles en D, E, F et G respectivement, ayant tous
pour périmètre p, et ceci avec des aires de plus en plus
grandes : voir la ﬁgure sui vante qui amène à conjectu-
rer qu’en poursuivant ce procédé de construction, nous
aboutirons « à la limite » à un triangle équilatéral.
Juillet-août-septembre 2026 9
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ACD isocèle en D nous amène à nous concentrer sur
ce que donne notre procédé d’agrandissement d’aire à
périmètre ﬁxé pour des triangles isocèles. Voici ce que
nous pouvons afﬁrmer en supposant AC > AD, comme
dans notre exemple (nous allons voir que cette hypo-
thèse n’est pas restrictive).
1. Comme AC + 2AD = p et AC > AD, nous avons
AC >
1
3
p > AD. À l’étape suivante, nous obtenons
AD <
1
3
p < AE, car AD + 2AE = p.
2. Pour AEF isocèle en F, comme AE + 2AF = p,
nous arrivons à AE >
1
3
p > AF.
3. Tentons de quantiﬁer les écarts à la mesure pivot
p

=
1
3
p.
–DansACD, posant AD = p

−
ε
1
, nous avons
AC = p

+ 2
ε
1
.
–DansADE, posant AE = p

+
ε
2
, nous avons
AD = p

−2
ε
2
.
–DansAEF, posant AF = p

−
ε
3
, nous avons
AE = p

+ 2
ε
3
.
–DansAFG, posant AG = p

+
ε
4
, nous avons
AF = p

−2
ε
4
.
– Donc
ε
2
=
1
2
ε
1
,
ε
3
=
1
2
ε
2
et
ε
4
=
1
2
ε
3
.
Voici les enseignements de ce qui précède en partant
d’un triangle ABC non équilatéral.
–SiAC =
1
3
p,dèsla1
re
itération, nous a vons un tri-
angle équilatéral d’aire plus grande.
–SiAC =
1
3
p, notre procédé n’arrivera jamais en un
nombre ﬁni d’étapes à un triangle équilatéral. Dans
ce cas, le point 3 ci-dessus nous donne une conver-
gence exponentielle des longueurs des côtés vers
p

=
1
3
p, tout en ayant des aires de plus en plus
grandes.
Dans tous les cas, l’aire d’un triangle non équilaté-
ral de périmètre p est strictement majorée par celle du
triangle équilatéral de périmètre p.
II Les quadrilatères
Le cas des quadrilatères est très particulier, car il ne
requiert aucune utilisation de l’analyse. Pour ne faire
appel qu’à des outils élémentaires, nous allons com-
mencer par nous intéresser au cas des rectangles
1
.Ce
qui suit est très classique, et pourrait être présenté sous
forme d’une preuve sans mot.
Proposition 3. Considérons tous les rectangles de
périmètr e ﬁxé p. Parmi tous ces rectangles, un seul
est d’aire maximale : c’est le carré de côté c = 0,25p.
Démonstration. Voici une preuve géométrique élé-
mentaire s’appuyant sur le dessin suivant où les rec-
tangles 1, 2 et 3 sont isométriques au rectangle étudié
de dimension L ×.
Le raisonnement tient alors aux constations sui-
v antes accessibles à un collégien.
1. Le grand carré a une aire (L + )
2
supérieure ou
égale à 4L, et ceci strictement si le rectangle initial
n’est pas un carré.
2. Le grand carré a un périmètre égal à 4(L + ).
3. Une homothétie de rapport 0,5 donne un carré de
périmètre 0,5 ×4(L + )=2(L + ), et d’aire supé-
rieure ou égale à 0,5
2
×4L = L, avec inégalité
stricte si le rectangle initial n’est pas un carré.
Donc, parmi les rectangles de périmètre
p = 2(L + ) et d’aire L, le carré est celui d’aire
maximale.
Proposition 4. Considérons tous les parallélo-
grammes de périmètre ﬁxé p. Parmi tous ces parallélo-
grammes, un seul est d’aire maximale : c’est le carré
de côté c = 0,25p.
Démonstration. D’après le dessin ci-dessous, nous
avons Aire(ABCD)=Aire(ABHH

), ainsi que
Perim(ABCD) ≥ Perim(ABHH

), avec égalité si, et
seulement si, ABC D est un rectangle.
1. Voir la remarque 6 pour un argument permettant de
conclure rapidement de façon géométrique.
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