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Nota do coordenador

			A produção em Educação Matemática cresceu consideravelmente nas últimas duas décadas. Foram teses, dissertações, artigos e livros publicados. Esta coleção surgiu em 2001 com a proposta de apresentar, em cada livro, uma síntese de partes desse imenso trabalho feito por pesquisadores e professores. Ao apresentar uma tendência, pensa-se em um conjunto de reflexões sobre um dado problema. Tendência não é moda, e sim resposta a um dado problema. Esta coleção está em constante desenvolvimento, da mesma forma que a sociedade em geral, e a, escola em particular, também está. São dezenas de títulos voltados para o estudante de graduação, especialização, mestrado e doutorado acadêmico e profissional, que podem ser encontrados em diversas bibliotecas. 

			A coleção Tendências em Educação Matemática é voltada para futuros professores e para profissionais da área que buscam, de diversas formas, refletir sobre essa modalidade denominada Educação Matemática, a qual está embasada no princípio de que todos podem produzir Matemática nas suas diferentes expressões. A coleção busca também apresentar tópicos em Matemática que tiveram desenvolvimentos substanciais nas últimas décadas e que podem se transformar em novas tendências curriculares dos ensinos fundamental, médio e superior. Esta coleção é escrita por pesquisadores em Educação Matemática e em outras áreas da Matemática, com larga experiência docente, que pretendem estreitar as interações entre a Universidade – que produz pesquisa – e os diversos cenários em que se realiza essa educação. Em alguns livros, professores da educação básica se tornaram também autores. Cada livro indica uma extensa bibliografia na qual o leitor poderá buscar um aprofundamento em certas tendências em Educação Matemática.

			Neste livro, Alessandro Jacques Ribeiro e Helena Noronha Cury apresentam uma visão geral sobre os conceitos de equação e de função, explorando o tópico com vistas à formação do professor de Matemática. Os autores trazem aspectos históricos da constituição desses conceitos ao longo da História da Matemática e discutem os diferentes significados que até hoje perpassam as produções sobre esses tópicos. Com vistas à formação inicial ou continuada de professores de Matemática, Alessandro e Helena enfocam, ainda, alguns documentos oficiais que abordam o ensino de equações e de funções, bem como exemplos de problemas encontrados em livros didáticos. Também apresentam sugestões de atividades para a sala de aula de Matemática, abordando os conceitos de equação e de função, com o propósito de oferecer aos colegas, professores de Matemática de qualquer nível de ensino, possibilidades de refletir sobre os pressupostos teóricos que embasam o texto e produzir novas ações que contribuam para uma melhor compreensão desses conceitos, fundamentais para toda a aprendizagem matemática.
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	Introdução

	A Álgebra, um dos pilares da Matemática, é um campo de estudos e pesquisas relacionadas aos conteúdos matemáticos propriamente ditos ou a seu ensino e aprendizagem. A importância desse ramo da Matemática pode ser medida pela quantidade de trabalhos sobre ela desenvolvidos, pela abrangência de seus conteúdos em livros-texto de qualquer nível de ensino ou pelas dificuldades em seu ensino e aprendizagem. 

	Envolvidos com conceitos de Álgebra durante nossa formação, trabalhando tais conceitos em nossas salas de aula, desenvolvendo e orientando pesquisas sobre seu ensino e aprendizagem, consideramos que é chegado o momento de partilharmos nossos estudos, em especial sobre dois tópicos que têm sido abordados com frequência em nossa produção, a saber, equações e funções.

	Neste livro, no Capítulo I, trazemos algumas considerações sobre a Álgebra e seu ensino, bem como um panorama de pesquisas relacionadas ao tema e uma visão dos perfis conceituais de equação e de função.

	No Capítulo II, trazemos uma breve revisão da história do desenvolvimento dos conceitos de equação e de função, para fornecer uma base para discussões posteriores. Já no Capítulo III, buscamos documentos oficiais e avaliações de larga escala que enfocam questões sobre esses conceitos.

	No Capítulo IV, apresentamos alguns trabalhos que tratam de dificuldades encontradas na aprendizagem de equações e funções. Para finalizar, no Capítulo V, trazemos algumas sugestões sobre o desenvolvimento desses conceitos para a sala de aula da educação básica, apoiadas nas teorizações inicialmente apresentadas.

	Esperamos que este livro possa contribuir para que repensemos nossas práticas de sala de aula e de pesquisa, com foco em um ensino e uma aprendizagem que estejam fundamentados na construção de significados, rompendo com a mecanização e com a simples reprodução de procedimentos e técnicas.





	Capítulo I

	A Álgebra, seu ensino e sua aprendizagem

	A Álgebra é um ramo da Matemática que, conforme mostramos no próximo capítulo, é objeto de pesquisa desde que a humanidade se debruçou sobre a realidade para construir seu conhecimento, chegando às abstrações que permitem novas visões sobre cada conceito criado. Assim, deveria ser explorada desde os anos iniciais do ensino, pois dela faz parte um conjunto de processos e pensamentos que têm origem em experiências com números, padrões, entes geométricos e análise de dados. Neste livro, nosso objetivo não é retomar essa construção teórica já estabelecida, pois nosso olhar está direcionado ao ensino e à aprendizagem de conceitos de Álgebra, em especial os de equação e de função.

	Consideramos que a Álgebra, trabalhada desde os anos iniciais do Ensino Fundamental, pode ser o fio condutor do currículo escolar e o desenvolvimento do pensamento algébrico pode permitir que sejam realizadas abstrações e generalizações que estão na base dos processos de modelagem matemática da vida real. Neste capítulo, trazemos algumas ideias sobre a Álgebra, seu ensino e sua aprendizagem. 

	A Álgebra e o pensamento algébrico

	Ao mencionar a Álgebra, primeiramente é necessário esclarecer como é entendido esse ramo da Matemática. Mesmo que pareça consensual, nem sempre há uma “definição” de Álgebra que seja aceita por todos os matemáticos ou educadores matemáticos. Kaput (1995), por exemplo, considera que “não há só uma Álgebra, já que se pode pensar nela como um conjunto de conteúdos e métodos culturalmente compartilhados, tais como [...] frações, polinômios, fatoração, teoria dos anéis, álgebra linear, etc.” (p. 6) ou como formas de pensamento, tais como a generalização, a abstração a justificação, entre outras. O mesmo autor aponta, posteriormente, como entende o ensino de Álgebra: 

	Os atos de generalização e formalização gradual da generalidade construída devem preceder o trabalho com formalismos – do contrário os formalismos não têm origem na experiência do estudante. A total falência atual da álgebra escolar tem mostrado a inadequação das tentativas de vincular os formalismos à experiência do aluno, depois que eles foram introduzidos. Parece que “uma vez sem significado, sempre sem significado” (Kaput, 1995, p. 6-7). 

	Em artigo mais recente, Kaput (2008) sintetiza suas ideias, afirmando que a Álgebra é um artefato cultural e que pensar algebricamente é uma atividade humana. 

	Kirshner (2001, p. 84) é outro educador matemático que trata desse assunto, ao considerar que há duas abordagens para a Álgebra elementar: uma primeira, estrutural, a qual “constrói significados internamente, a partir de conexões geradas no interior de um sistema sintaticamente construído” e outra, referencial, que “traz os significados para o sistema simbólico a partir de domínios externos de referência”. No entanto, o próprio autor, não satisfeito com esse aspecto dicotômico da Álgebra, propugna a criação de um currículo que busque significados nessas duas abordagens e conclui que “a competência em habilidades algébricas não é uma questão de conhecer as regras, tanto quanto de coordenar sugestões perceptuais baseadas em padrões” (Kirshner, 2001, p. 94).

	Carolyn Kieran é uma das mais citadas pesquisadoras na área do ensino e da aprendizagem de Álgebra. Dela é uma proposta de classificar as atividades algébricas em três tipos: geracional, transformacional e global. No primeiro tipo, estão inseridas as atividades que envolvem a formação de expressões e equações estudadas em Álgebra, como as equações de uma variável ou as expressões que representam padrões ou sequências numéricas, cujos entes subjacentes são as variáveis e as incógnitas.

	Em um segundo tipo, Kieran (2004) indica as atividades transformacionais ou baseadas em regras, “[...] que incluem, por exemplo, reduzir termos semelhantes, fatorar, expandir, substituir, adicionar e multiplicar expressões polinomiais, elevar um polinômio a um determinado expoente, resolver equações, simplificar expressões, trabalhar com expressões equivalentes e equações, etc.” (p. 24).

	No terceiro tipo proposto pela autora, estão as atividades nas quais a Álgebra é usada como uma ferramenta, mas que não são exclusivas desse ramo do conhecimento matemático, tais como a resolução de problemas, a modelagem, o estudo da variação, a generalização, a predição, etc.

	A autora comenta que os livros-texto de Álgebra reforçam, em geral, os aspectos transformacionais, com ênfase em regras a serem seguidas para a manipulação de expressões simbólicas, ao invés de atentar para as noções conceituais, que sustentam essas regras ou para o alicerce estrutural das expressões e equações.

	Ponte, Branco e Matos (2009) consideram que a visão da Álgebra como campo em que se estudam expressões, equações e regras de transformação ainda é a que prevalece, apesar de seu aspecto redutor. Uma segunda perspectiva, em que os símbolos são tomados como objeto central da Álgebra, aproxima-se da anterior, e enfatiza a linguagem algébrica, mas é criticada por alguns autores, pelo fato de que a ênfase no simbolismo abstrato e na repetição de exercícios de manipulação algébrica afasta os alunos dos elementos concretos.

	Segundo esses mesmos autores, a partir da década de 1980 surgiram propostas de enfatizar o desenvolvimento do pensamento algébrico, que 

	[...] inclui a capacidade de lidar com expressões algébricas, equações, inequações, sistemas de equações e de inequações e funções. Inclui, igualmente, a capacidade de lidar com outras relações e estruturas matemáticas e usá-las na interpretação e resolução de problemas matemáticos ou de outros domínios (Ponte; Branco; Matos, 2009, p. 10).

	De cada proposta de definição ou de caracterização do que é Álgebra, podemos captar elementos que vêm ao encontro do que pensamos sobre o tema. Fiorentini, Miorim e Miguel (1993) mencionam a expressão “pensamento algébrico”, mas concluem que não existe forma única de abordar esse constructo. A partir de exemplos de situações em que esse pensamento se manifesta, esses autores apontam

	[...] elementos que consideramos caracterizadores do pensamento algébrico, tais como: percepção de regularidades, percepção de aspectos invariantes em contraste com outros que variam, tentativas de expressar ou explicitar a estrutura de uma situação-problema e a presença do processo de generalização (p. 87).

	Arzarello, Bazzini e Chiappini (2001) também indicam o reducionismo da crença de que o pensamento algébrico é inseparável da linguagem formalizada e dos mecanismos manipulativos. Citando a teoria de Vygotsky, esses autores consideram que “o pensamento e a linguagem algébrica são dois aspectos entrelaçados e mutuamente dependentes do mesmo processo” (p. 62). 

	Efetivamente, no início do trabalho com Álgebra, podemos expressar um problema em linguagem corrente, pensamos sobre ele, tentamos expressá-lo com ajuda de alguns símbolos – que, dependendo da faixa etária dos alunos, podem ser figuras ou letras – e chegamos à linguagem algébrica que, por sua vez, por meio da generalização, nos permite utilizar o mesmo pensamento em outras situações-problema.

	Mason (2008) escapa das dificuldades de definição do pensamento algébrico afirmando que esse pensamento “começa com o reconhecimento da ignorância do desconhecido [...], assinalando essa ignorância e fazendo cálculos com ele como se fosse conhecido” (p. 77). Esse autor está, na verdade, expressando a ideia que Pinto e Fiorentini (1997) abordam quando mencionam a palavra “coisa”, significando incógnita/termo desconhecido. 

	Podemos, ainda, ler em Lins e Gimenez (1997) que “[...] por incrível que pareça, não há consenso a respeito do que seja pensar algebricamente. Há, é verdade, um certo consenso a respeito de quais são as coisas da Álgebra: equações, cálculo literal, funções, por exemplo, mas mesmo aí há diferenças – gráficos são ou não parte da álgebra?” (p. 89). 

	No que se refere à noção de função e à compreensão de suas representações, é fato que elas fazem parte dos conteúdos algébricos propostos para o ensino de Matemática desde o ensino fundamental; da mesma forma, podemos considerar que o pensamento funcional é parte do pensamento algébrico, ainda que tenha características específicas.

	Smith (2008) considera que há dois tipos distintos de pensamento algébrico, que chama de “pensamento representacional” e “pensamento simbólico”. Segundo esse autor, o pensamento simbólico está ligado à forma de usar e compreender um sistema simbólico, enquanto o pensamento representacional está relacionado “aos processos mentais por meio dos quais um indivíduo cria significados referenciais para algum sistema representacional” (p. 133). Em seguida, Smith (2008) define o pensamento funcional como “o pensamento representacional que enfoca a relação entre duas (ou mais) quantidades que variam [...]” (p. 143), explicitando seis atividades subjacentes ao pensamento funcional:

	
			Engajar-se em algum tipo de atividade física ou conceitual.

			Identificar duas ou mais quantidades que variam no curso da atividade e enfocar a relação entre essas duas variáveis.

			Registrar os valores correspondentes dessas quantidades, em forma de tabelas, gráficos ou ícones.

			Identificar padrões nos registros.

			Coordenar os padrões identificados com as ações envolvidas na execução das atividades.

			Usar essa coordenação para criar uma representação do padrão identificado na relação (p. 143-144).

	

	Essa estrutura está presente em muitas atividades que são propostas por educadores matemáticos, bem como por livros-texto da educação básica e até mesmo pelos documentos oficiais do Ministério da Educação, como os Parâmetros Curriculares Nacionais (PCN). No Capítulo V vamos voltar a essa estrutura quando sugerirmos atividades para uso em sala de aula sobre o ensino de equações e de funções. 

	Também os documentos elaborados para orientar professores, tanto no Brasil como no exterior, enfocam a Álgebra, o pensamento algébrico, o pensamento funcional e sua ocorrência no currículo da educação básica e nas atividades sugeridas para as aulas. Os Princípios e Normas para a Educação Escolar, publicado pelo Conselho Nacional de Professores de Matemática (NCTM) dos Estados Unidos e traduzido pela Associação de Professores de Matemática de Portugal (APM, 2007), considera que o ensino de Álgebra pode partir de experiências anteriores dos estudantes: com números e suas propriedades, podem chegar ao trabalho com símbolos e expressões; com padrões, podem desenvolver a noção de função.

	O mesmo documento ainda salienta que as experiências precoces com classificação e ordenação podem levar os alunos a compreenderem a regularidade dos padrões, passando pela ideia de recursão e pelas sequências. O entendimento da noção de variável, ao longo dos anos da educação básica, é importante para a destreza em operações com símbolos, que, por sua vez, facilita o trabalho com modelos matemáticos de fenômenos, até chegar à noção de variação, atingida plenamente já no ensino superior, com o estudo do Cálculo. 

	No Brasil, os Parâmetros Curriculares Nacionais do Ensino Fundamental para Terceiro e Quarto Ciclo (Brasil, 1998) repetem os argumentos dos autores e documentos já citados, considerando que o ensino de Álgebra é, muitas vezes, ancorado na manipulação algébrica, sem o desenvolvimento das capacidades de abstração e generalização. O mesmo documento sugere que os alunos investiguem padrões, tanto em sucessões numéricas como em representações geométricas, para construir a ideia da Álgebra como linguagem para expressar generalidades.

	Os PCN ainda repetem as recomendações dos Padrões e Normas para a Educação Escolar, apontando a importância de trabalhar com variáveis para representar relações funcionais em situações-problema concretas, o que permite que o aluno veja outra função para as letras. 

	As Orientações Curriculares para o Ensino Médio (Brasil, 2006), organizando o ensino dos conteúdos matemáticos em quatro blocos, apontam Números e operações como o bloco em que serão proporcionadas aos alunos situações que lhes capacitem a resolver problemas do cotidiano. Em todo o documento, é enfatizada a inter-relação que deve acontecer entre as Ciências da Natureza e a Matemática, bem como o uso de tecnologias para o ensino. 

	Assim, consideramos que as ideias anteriormente apresentadas convergem para uma mesma proposta de ensino que habilite os alunos da escola básica a: “compreender padrões, relações e

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
			intuitivo-pragmático: o conceito de equação é concebido como intuitivo, ligado à ideia de igualdade entre duas quantidades, e utilizado na resolução de problemas práticos;

			dedutivo-geométrico: o conceito de equação é ligado às figuras geométricas e o seu uso está relacionado a situações que envolvem cálculos e operações com medidas de entes geométricos;

			estrutural-generalista: o conceito de equação é estrutural, definido e com propriedades e características próprias, buscando-se operar sobre ele mesmo, na busca de soluções mais gerais para uma classe de equações do mesmo tipo;

			estrutural-conjuntista: o conceito de equação é concebido dentro de uma perspectiva estrutural, diretamente ligada à noção de conjunto;

			processual-tecnicista: o conceito de equação é concebido a partir de sua própria resolução, como os métodos e técnicas que são utilizados para resolvê-la;

			axiomático-postulacional: o conceito de equação é concebido como uma noção primitiva, usada no mesmo sentido que reta, ponto e plano na Geometria.

	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
		
			
			
			
		
		
			
					
					
				
					
					
				
					
					
				
			

			
					
					
				
					
					
				
					
					
				
			

			
					
					
				
					
					
				
					
					
				
			

			
					
					
				
					
					
				
					
					
				
			

			
					
					
				
					
					
				
					
					
				
			

			
					
					
				
					
					
				
					
					
				
			

		
	

	
	
	
			relação de ordem: a ideia de ordenar, que está na origem da contagem e da correspondência biunívoca, é um conceito primitivo, encontrado desde a pré-história, estando limitada a conjuntos discretos;

			instinto de funcionalidade: esta zona está relacionada ao conceito de proporcionalidade e à ideia de relação entre grandezas; 

			variação funcional: relaciona-se ao estudo da variação, com descrição do comportamento de uma variável, mas se limita a funções “bem comportadas”, cujo gráfico é representado por uma curva suave, sem saltos nem interrupções, ou seja, a funções contínuas;

			lei algébrica: essa zona caracteriza-se pela algebrização do conceito de função, pela necessidade de encontrar uma lei para representá-la;

			conceito formal: nesse caso, a zona de perfil conceitual reporta-se à definição formal de função, conforme foi estabelecida, por exemplo, por Bourbaki, em 1939.1
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