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Em tempos remotos





8 O que se sente quando se é transcendente?


Embora tenham revelado minha irracionalidade, uma dúvida persistia. Ainda que √2 e eu fôssemos muito amigos e que ambos tivéssemos aceitado nossa condição de irracionais, intuíamos que, na verdade, éramos bem diferentes. Afinal, ele pode ser facilmente reconhecido porque anda sempre com uma equação guardada na manga. É divertido ouvi­-lo dizer: “eu sou a solução disso”!
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Seus amigos mais próximos também têm cada um a sua equação. Por exemplo, [image: ]5 anda com
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e φ (sempre tão elegante) anda com seu pergaminho
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Naquela época, os matemáticos se perguntavam se para cada número existe uma equação da qual ele é a solução; mais especificamente, uma equação polinomial em que todos os coeficientes que aparecem são racionais. Para um número racional a⁄b , uma equação desse tipo é simplesmente x − a⁄b = 0, ou também b x − a = 0. Meu grande companheiro √2 + √3 tem uma equação um pouco mais complexa: x 4 − 10x 2 + 1 = 0. As coisas podem se complicar ainda mais. Realmente, há números que são difíceis de descrever e que, no entanto, são soluções de equações simples. Um deles, ao qual demos o apelido de g, é muito especial, pois anda sempre com sua equação enfiada no sapato para não perdê­-la:
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Inventamos esse apelido pensando em seu descobridor, um revolucionário matemático francês chamado Évariste Galois, que provou que não há maneira de escrever o valor de g usando apenas somas, subtrações, multiplicações, divisões, potências e raízes quadradas de números inteiros. Assim, não é necessário fazer nenhum cálculo para saber que tal valor não é igual, por exemplo, a este número:
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Mas g não é estranho só por isso.   


A gente acha que ele ficou um pouco traumatizado com a história de Galois: na noite de 30 de maio de 1832, o matemático escreveu uma teoria incrível com a qual não apenas provou que g não tem uma descrição simples, mas também explicou com clareza por que não existe uma fórmula geral capaz de resolver equações de quinto grau ou superiores. Ele anotou tudo de forma apressada e meio confusa, porque no dia seguinte teria um compromisso inevitável: travar um duelo. Para imensa tristeza de g e de todos, Galois perdeu essa contenda e faleceu poucas horas depois… com apenas vinte anos de idade! Por isso, procurando consolar g, muitas vezes lembramos a ele que a única teoria matemática que tem o nome de seu criador é a de Galois, e que ela é tão fundamental que qualquer pessoa que segue a carreira matemática precisa estudá­-la em algum momento. Ainda assim, g não consegue superar o trauma e frequentemente é visto sentado solitário num banco, trocando o papelzinho com sua equação de um sapato para o outro…   


Naquela época eu estava obcecado pelas equações polinomiais. Toda tarde ia à praça Piazza perguntar aos números do bairro se todos já tinham uma dessas. Muitos deles não sabiam, mas mesmo assim viviam tranquilamente. Já eu esperava com impaciência que alguém descobrisse uma para mim. 


Para me acalmar um pouco, decidi reler o trabalho de Lambert, publicado em 1768, com a esperança de, em meio aos seus cálculos, entender algo sobre meu problema. Ao rever o texto com calma, reparei numa frase que não tinha notado antes: ele afirma que, muito provavelmente, tanto eu como meu amigo somos… transcendentes! Eu não sabia o que isso significava, e nem mesmo meu minidicionário ajudou, pois nele havia apenas a definição “ir além do ordinário”. Com certeza, não era isso o que Lambert queria dizer; afinal, na matemática as palavras sempre têm um significado muito preciso. Passei dias investigando até que cheguei a um texto do meu herói Euler, que propunha a seguinte definição: “um número é transcendente se não for a solução de nenhuma equação polinomial com coeficientes racionais”. Quando li isso, corri até a praça para revelar esse mistério a e. Ao longo de anos, ficamos ligados nas notícias sobre esses números. Até perguntamos entre nossos amigos números se algum deles sabia se era transcendente ou, pelo menos, se conhecia alguém que soubesse. Mas ninguém sabia de nada. 


Tivemos que esperar mais de seis décadas até que, por fim, o francês Joseph Liouville começasse a elucidar o panorama: em 1844, ele provou que números transcendentes existem e, poucos anos depois, deu um exemplo concreto. Trata­-se de certo número a que demos o apelido de l, cuja expressão decimal começa com 0,110001000000000000000001000… Para descrevê­-lo completamente, basta dizer o seguinte: os únicos decimais de l diferentes de 0 são 1, e estes aparecem somente nas posições iguais a n! para algum número inteiro positivo n. Em outras palavras, o dígito 1 aparece nas casas decimais 1! = 1, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24, 5! = 120 etc. A expressão decimal de l não é periódica nem semiperiódica, por isso é um número irracional. No entanto, provar sua transcendência exige uma astúcia suplementar. O que Liouville fez foi realmente admirável!


Naquela altura, eu me reunia toda tarde com e, e às vezes íamos visitar l para saber se ele tinha notícias sobre os números transcendentes. Era só questão de tempo… Finalmente, em 1873, o francês Charles Hermite provou que e é transcendente. Ele organizou uma festa incrível para celebrar! Todos os números do bairro compareceram, pois, ao contrário de l — de quem ninguém sabia nada antes de Liouville —, e é reconhecido como um dos números mais importantes desde os tempos de Euler. 


Foi uma das melhores festas da minha vida. Aproveitei ao máximo, desejando que em breve fosse a minha vez. Mas tive que ser muito paciente, pois ela só chegou quase uma década depois. Foi numa tarde fria de 1882 que me contaram que Ferdinand von Lindemann, meu herói da Alemanha, tinha acabado de publicar um artigo de apenas doze páginas intitulado “Sobre o número π”. Corri para a biblioteca em busca do texto e, assim que o li, senti um alívio enorme: por fim minha transcendência tinha sido provada! Meu querido e propôs organizar outra grande festa, mas eu queria mesmo era comemorar passando um tempo sozinho. Então, fiz uma mochila para vários dias e fui acampar na serra. Lá, brinquei de escorregar na neve, tomei banho numa cachoeira de águas cristalinas, relaxei numas termas deslumbrantes cheias de árvores ao redor, meditei profundamente e pratiquei ioga até me conectar com minha transcendência através da respiração. Foi o melhor passeio que já fiz. 


Apesar de todo o progresso daqueles anos, que representou um grande alívio para alguns de nós, até hoje continua sendo desafiador determinar se certos números específicos são irracionais e, caso sejam, se são ou não transcendentes. Por exemplo, ninguém sabe o que acontece quando se soma o meu valor ao de e, ou o que acontece com o produto de ambos. Será que π + e e πe são irracionais?


Até agora, sabe­-se que pelo menos um desses números é irracional. O argumento para verificar isso é muito engenhoso. Veja esta estranha equação: x2 − (π + e) x + πe = 0.


Logo se nota que tanto x = π quanto x = e são soluções desse cálculo. Portanto, π + e e πe não podem ser ambos racionais, pois, se fossem, a equação teria coeficientes racionais e nós dois, π e e, não seríamos transcendentes.  


Incrível! É possível garantir que pelo menos um dos números π + e ou πe é irracional, mas… não dá para dizer qual! A matemática às vezes segue esses rumos desconcertantes. De todo modo, estamos convencidos de que os dois números deveriam ser transcendentes. Se você puder nos ajudar com isso, e e eu agradeceremos infinitamente, com um convite para escalar nossa montanha favorita, cujo topo é a transcendência.  





9 Meu círculo não se enquadra 


Durante todo esse tempo, os seres humanos não pensavam apenas nos meus decimais. Havia várias outras questões importantes que tinham a circunferência como elemento central e nas quais, obviamente, eu me intrometia. Sem dúvida, a mais famosa consistia em transformar um círculo em um quadrado. Talvez você já tenha ouvido falar desse antigo problema da matemática; mesmo assim, vou me deter nessa história para mostrar como eu estava no meio dela.


Para começar, gostaria que você fechasse os olhos por alguns instantes e viajasse mentalmente no tempo até a Antiguidade. Imagine que pedem para você construir um templo magnífico cujas paredes devem ficar perfeitamente alinhadas. O problema é que você não dispõe de nenhum recurso tecnológico para fazer medições: tudo o que tem nas mãos são cordas!  


Parece uma tarefa impossível, não? Mas imagine também que grandes arquitetos treinaram você para resolver esse tipo de problema recorrendo à geometria. Por exemplo, eles te ensinaram o seguinte truque para que o ângulo de uma esquina seja perfeitamente reto: pegue uma corda, faça onze nós nela de forma que marquem doze partes iguais; depois, com a ajuda de um amigo, estire quatro dessas partes no chão, três para cima e cinco na diagonal, de modo que, no final, as pontas da corda se juntem. Pois bem, nosso adorado Pitágoras nos mostra que, se fizermos isso de forma cuidadosa e esticando a corda ao máximo, delimita­-se um triângulo cujo maior ângulo é… perfeitamente reto!


Agora imagine que, além de estudar arquitetura, para ampliar o escopo dos seus conhecimentos geométricos, você tenha ido se instruir com os melhores matemáticos da Antiguidade. Seu entusiasmo vinha do uso das cordas nas suas construções, e você pensava que, se fosse sagaz, poderia usá­-las para o que quer que te pedissem… Mas eles te ensinaram a duvidar disso.


Para começar, explicaram que há dois procedimentos básicos que você pode realizar com as cordas em uma superfície plana. Primeiro, se uma corda é esticada por duas pessoas, então seu traçado corresponde exatamente ao segmento de uma reta; e segundo, se uma das pessoas permanece em um ponto fixo e a outra gira ao redor dela esticando a corda ao máximo o tempo todo, então é traçada a figura exata de uma circunferência. Assim, você aprendeu por que as retas e as circunferências são as figuras básicas de estudo na geometria plana.


Para você tudo isso fez muito sentido, pois essas eram justamente as figuras que você traçava com as cordas para fazer construções.


Você ficou tão maravilhado que decidiu abandonar a construção para se dedicar à geometria. Em vez de cordas no chão, agora você usa régua e compasso para desenhar numa folha de papel em branco: com a régua pode traçar linhas; e com o compasso, circunferências. Além disso, para imitar o que acontece com as cordas (que não são marcadas), a régua não deve ter graduação, nem o compasso. 


Utilizando retas e circunferências, você começa a fazer figuras muito bonitas e complexas. Por exemplo, é assim que faz para desenhar um quadrado perfeito: traça uma circunferência e um de seus diâmetros; depois, traça outro diâmetro perpendicular ao primeiro e, por fim, une os pontos onde esses diâmetros encostam na circunferência. O quadrado se revela! No processo, para formar o ângulo reto de que você precisa, basta traçar duas circunferências de raios iguais centradas nos pontos de interseção do primeiro diâmetro com a circunferência original (no desenho, a e b). Se os raios escolhidos forem maiores que o raio do círculo inicial (por exemplo, se forem iguais ao seu diâmetro), então os pontos de interseção p e q entre as novas circunferências determinam a perpendicular requerida.



	[image: ]
	O quadrado resultante tem diagonal 2r e lado r√2. Além disso, se os raios das circunferências centradas em a e b são iguais ao diâmetro do círculo inicial, então os triângulos abp e abq são equiláteros.


Quando você se sentir familiarizado com esses procedimentos, deve se concentrar nos limites do jogo. Você começa abrindo o compasso em um comprimento qualquer (que pode considerar como sua unidade de medida) e traça com ele uma circunferência (de raio igual a esse comprimento). Em seguida, marca um ponto sobre ela e, com esse ponto e o centro da circunferência como referência, você começa a jogar. É preciso ter cuidado, é claro, para realizar apenas dois tipos de movimento:



	– unir dois pontos já determinados do plano (como interseções de retas e/ou circunferências que você já tenha traçado) e prolongar indefinidamente o segmento em ambas as direções;

	ou

	– traçar uma circunferência cujo centro esteja em um ponto já determinado e cujo raio seja igual à distância entre dois pontos também já determinados.




Você passa tardes inteiras tentando fazer as duas figuras a partir dessas instruções: triângulos equiláteros, quadrados, hexágonos regulares, até mesmo pentágonos regulares. Também se surpreende ao ver que, nessas construções, começa a obter segmentos com comprimentos curiosos. Por exemplo, o lado do quadrado de diagonal 2r que você obtém mede r√2, e a altura do triângulo equilátero de lado 2r mede r√3. E isso apesar de √2 e √3 serem irracionais! Na verdade, você logo descobre que, para cada número natural n, existe uma maneira simples de obter um traço de comprimento r√n.
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	Usando o teorema de Pitágoras, a partir de um segmento de extensão √k pode­-se construir rapidamente um de extensão √k + 1. Inclusive, esse método permite criar uma bela imagem, a espiral de Teodoro, assim chamada em homenagem ao matemático grego Teodoro de Cirene, seu descobridor.


No entanto, você também se dá conta de que certos tipos de figura parecem difíceis de obter. Por exemplo, você não encontra uma receita para construir um heptágono regular. Mas fica ainda mais intrigado ao notar que, com régua e compasso, não consegue obter um quadrado cuja área seja idêntica à do círculo inicialmente traçado no plano. 


Se eu pedisse para você continuar, estaria te prestando um desserviço, pois a construção da quadratura do círculo foi buscada pelos humanos por quase 2 mil anos. Eu mesmo durante muito tempo tentei descobri­-la. 


Às vezes me lembro dessa época com um pouco de nostalgia. Quando me sinto assim, me divirto apenas revisitando a história do problema, e nunca deixo de me surpreender ao observar como mudava a perspectiva a partir da qual o atacavam, à medida que surgiam novas matemáticas. Mais do que isso, acho que não há outro problema tão especial e que tenha capturado tanto a atenção do mundo, até mesmo do público leigo. Entre os que tentaram resolvê­-lo constam nomes célebres, inclusive Leonardo da Vinci.


Durante séculos, foi uma loucura ter que conferir todas as supostas soluções desse problema. Às vezes, os pesquisadores escreviam para organizações científicas estrangeiras alegando que em seu país havia uma conspiração contra eles, cujo propósito seria esconder sua obra e negar sua genialidade. Muitos trabalhavam com enorme paixão e entusiasmo, mas outros só viam nisso um caminho curto para alcançar a fama. Em alguns casos, os erros eram sutis e dava trabalho localizá­-los. Mas, em outros, os autores apresentavam dificuldades básicas: não tinham entendido qual era de fato o problema. Por exemplo, vários diziam que, já que o problema era semelhante ao das cordas, bastava contornar a circunferência inicial (supostamente de raio r = 1) com uma corda e depois esticá­-la para obter um segmento de comprimento 2π. Em seguida, dividindo­-o em duas partes iguais, seria possível obter um segmento de comprimento π. Com ele, não seria muito difícil construir outro de comprimento √π… E este seria o lado do quadrado de área igual à do círculo original! Bem, em casos como esse, enviava­-se ao autor uma carta explicando educadamente que “contornar a circunferência” não é um procedimento permitido…
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	A partir de um traço de comprimento l pode­-se construir outro de comprimento √l através da técnica da semelhança de triângulos. 


Pode parecer que não tenho muita relação com o problema da quadratura, mas, na verdade, sou o responsável por todas as suas dificuldades. Para explicar isso, suponhamos que meu valor fosse 3, como inicialmente algumas pessoas acreditavam. Se assim fosse, resolver o problema seria muito simples: bastaria construir um segmento de comprimento √3, pois a área do quadrado cujo lado tem esse comprimento é (√3)2 = 3.


E, se meu valor fosse 3, essa seria também a área do círculo original de raio 1. O problema estaria resolvido!


Mas eu não valho 3! Também não valho 3,125, nem 3,14, nem 3,141592 etc. Se eu fosse igual a algum desses números, também não teria sido muito difícil resolver o problema da quadratura do círculo. Na verdade, também não teria sido muito difícil resolvê­-lo se meu valor fosse apenas um pouco mais complicado, como √10, que era o valor que às vezes me atribuíam na Índia. Nesse caso, teria bastado começar com um traço de comprimento 10. Depois, com a técnica da semelhança de triângulos, a partir desse segmento obtém­-se outro de comprimento √10. Finalmente, usando a mesma técnica, a partir desse último traço obtém­-se outro de comprimento [image: ]10. A área de um quadrado com esse lado é igual a ([image: ]10)2 = √10.


E, se eu valesse √10, essa seria a área de um círculo de raio 1. 


Foi através desse tipo de construção aproximada que, com o passar dos séculos, as pessoas foram percebendo que a dificuldade com a quadratura do círculo tinha a ver com a minha natureza, com o tipo de número que sou. Um passo definitivo foi dado por René Descartes, que introduziu a geometria de coordenadas (chamadas de “cartesianas” em sua homenagem). Com elas, de repente, as figuras se transformaram em equações. Os seres humanos aprenderam, então, a enxergar uma reta numa equação do tipo x − 3y + 10 = 0. E a enxergar uma circunferência em (x − 1)2 + (y − 2)2 = 25.


Da mesma maneira, em vez de traçar essas figuras e encontrar seus pontos de interseção, aprenderam a resolver o sistema de equações associado:


[image: ]


Graficamente, ele é ilustrado assim:
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Essa nova visão permitiu que muitos dos grandes problemas da geometria fossem “algebrizados”. Em particular, assim se compreendeu que, concordando que a unidade de medida (ou seja, o raio r do primeiro círculo) fosse 1, o problema da quadratura consistia em encontrar, pelos procedimentos permitidos, um traço de comprimento igual à raiz quadrada do meu valor. Mais importante
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