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Pour bien utiliser cet ouvrage
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Les méthodes a retenir

Cette rubrique constitue une synthése
des principales méthodes a connaftre,
détaillées étape par étape, et indique

les exercices auxquels elles se rap-
portent.

Chaque méthode est illustrée par un
ou deux exemples qui la suivent.

N

La page d’entrée de chapitre

Elle propose un plan du chapitre, les
thémes abordés dans les exercices,
ainsi qu'un rappel des points essen-

tiels du cours pour la résolution des
exercices.



Vrai ou Faux?
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Dix questions pour vérifier la bonne
compréhension du cours
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Des conseils méthodologiques sont

proposés pour bien aborder la résolu-
tion des exercices
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Enoncés des exercices

De nombreux exercices de difficulté
croissante sont proposés pour s’entrai-
ner. La difficulté de chaque exercice

est indiquée sur une échelle de 1 a 4
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par une référence au cours ou une
courte démonstration, et chaque af-
firmation fausse est réfutée par la pro-

duction d'un contre-exemple explicite
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Corrigés des exercices

Tous les exercices sont corrigés de fa-
con détaillée
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Algebre linéaire

% mg abovdlos Aaves los ovovcices

Les méthodes a retenir 2 o Etude d’intersections, de sommes, de sommes directes
Vrai ou faux 7 10 de sev d’un ev
Les enon\ces’ des exercices 11 o Montrer qu’une famille, finie ou infinie, est libre, est liée
Du mal & démarrer ? 15
Vrai ou faux, les réponses 17 e Manipulation de projecteurs en dimension finie
Les corrigés des exercices 18 ¢ Obtention de factorisations de matrices
o Utilisation de décomposition en blocs pour des matrices
e Calculs sur des normes de matrices
« Etude de suites de matrices, de séries de matrices.
K désigne
un corps commutatif. 1 oute essontiols AL couns

pouy lee vesolution. dos evovciceos
K désigne R ou C.

e Définition de famille libre, famille liée, famille génératrice,
Par commodité, on utilise les finie ou infinie

abréviations suivantes : o Définition et propriétés des sommes de sev, des sommes

ev : espace vectoriel directes de sev

sev : sous-espace vectoriel e Théoréeme d’isomorphisme pour les applications linéaires,
et, en dimension finie, théoreme du rang

o Définition et propriétés des formes linéaires, des hyperplans

e Trace d’une matrice carrée : définition, propriétés

e Manipulation des blocs

o Définition d’une norme sur M, ,(K), pour K = R ou C,
norme d’algeébre, continuité des opérations.



Chapitre 1 — Algebre linéaire

Pour obtenir des rela-
tions (souvent des inclu-
sions) entre sev

Essayer de passer par les éléments.

= FExercice 1.1

(B

1™ méthode : utilisation de propriétés globales :

Montrer :

Soient E un K-ev, A, B,C des sev de E.

A+(BNC)C(A+B) N (A+0O).

Ona: BNCCB, donc: A+(BnNnC)CA+B,
etdeméme: BNCCC, donc: A+(BNC)CA+C.
11 en résulte : A+(BNC)C(A+B)n (A+0C).

2¢ méthode : passage par les éléments :

Soit z € A4+ (B n C).
Tlexistea€ A, ye BN Ctelsque: z=a+y.
Commea € Aetye B,ona: r=a+y€ A+ B.
Commea€ Aetye C,ona: zt=a+ye€ A+C.
Dou: z€ (A+B)n (A+C).

Ceci montre l'inclusion demandée.

Pour montrer que deux
sev F,G d’un ev E sont
supplémentaires dans F

Essayer de montrer :
e FNG={0} et F+G=F

o il existe une base F de F' et une base G de G telles que la famille

F U G, obtenue par juxtaposition de F et G, est une base de E

o lune des deux égalités F N G = {0}, F + G = E et I'égalité

portant sur les dimensions : dim (E) = dim (F) + dim (G),
si E est de dimension finie.

(==

1) Montrons d’abord que S, (R) et A, (R) sont des sev de My, (R).

Soit n € N*.

symétriques) de My (R).

dans M, (R).

On note Sy, (R) (resp. Ay (R)) ’ensemble
des matrices symétriques (resp. anti-

Montrer que S, (R) et A,(R) sont
des sev de M, (R) supplémentaires

*Ona: Sy(R)C Mgp(R) et 0 € Sp(R).
On a, pour tous a € R, A, B € Sy, (R) :

(aA+B)T =aA' +BT =aA+ B,
donc : aA+ B € S, (R).
Ceci montre que S, (R) est un sev de My, (R).
*Ona: Ap(R) C Mn(R) et 0 € Ap(R).
On a, pour tous a« € R, A,B € A, (R) :

(tA+B)T =aA" + BT = a(—A) + (—B) = —(0A + B),
donc : aA+ B € A, (R).
Ceci montre que Ay (R) est un sev de My, (R).




Les méthodes a retenir

2) * L’inclusion {0} C S, (R) N A, (R) est évidente.
* Soit A € Sp(R) N An(R).

Onaalors: AT =A et AT = —A4,

donc A =—A, 2A =0, puis %2A:0, A=0.

Ceci montre : S,(R) N A,(R) C {0}.
On obtient : S, (R) N Ap(R) = {0}.
8) x L’inclusion Sp(R) + An(R) C My (R) est évidente.
* Soit M € M, (R).
Montrons qu’il existe S € Sy, (R), A € A, (R) telles que : M =S + A.
Raisonnons par analyse-synthése.
Analyse :
Soient S € S, (R), A € A, (R) telles que M = S + A.
On a alors, en transposant : M| = (S+A)T =87 + AT =5 — A
On déduit, par addition, soustraction, multiplication par 3 :
S = %(M—&- MT), A= %(M —-M").
Synthése :
Notons S = %(M +MT), A= %(M —-MT).

On a alors :

1
ST — 5(]\/[T + M) =S, donc S € Sy(R)
AT = (M7 — M) =—A, donc A € A,(R)

1 1 1 1
S+A=-M+-M'+-M—--M' =M,
+ SR *3 2

Sn(R) + An(R) = My (R).

donc (S, A) convient.
Ceci montre :

Finalement, S, (R) et A, (R) sont des sev de M, (R) supplémentaires
dans M, (R).

—— (e

Dans E = R* usuel, on note :
a = (17 1’ 1, 1)7
b= (1a 27 37 0)7
c= (17 _1a 17 4)a
d= (17 27 _3> 0)7
F = Vect (a,b), G = Vect (c,d).

Montrer que F' et G sont supplémen-

taires dans E.

11 est clair que la famille (a,b) est libre et que la famille (¢, d) est libre,
donc F = (a,b) est une base de F' et G = (c,d) est une base de G.

Montrons que la famille 7 U G = (a, b, ¢, d) est une base de E.
Comme : Card (F U G) =4 = dim (E),

il suffit de montrer que la famille 7 U G est libre.

On a, pour tout (a, 3,7,9) € R :

atBry+6=0
a+28—-—~v+26=0

b dd=0 <
aa+ Bb+ye+ o364 —36=0

a+4y=0
a=—4y a=—4y v=0
— B—3y+06=0 B=~v+9 6=0
28—-5v4+20=0 —2v+25=0 a=0
36—3v—-36=0 —3v+46=0 B =0.

Ceci montre que la famille 7 U G est libre, et on déduit que c’est une
base de F.

Remarque : on aurait aussi pu faire intervenir un calcul de déterminant.

Finalement, les sev F' et G de E sont supplémentaires dans E.




Chapitre 1 — Algebre linéaire

(B

Soient E un K-ev de dimension 5,
F, G des sev de F tels que :

FNG = {0}, dim (F) = 2, dim (G) = 3.

Montrer que F et G sont supplémen-
taires dans F.

™ On a, d’aprés la formule de Grassmann :

dim (F+G) = dim (F)+dim (G)—dim (FNG) = 24+3—-0 =5 = dim (E),
dou: F+G=E.

Comme: FNG={0}et F+G=E,

on conclut que F et G sont supplémentaires dans E.

sieurs sev FEq,...,En
d'un ev E sont en
somme directe

Essayer de montrer :

Pour montrer que plu- e pour tout (z1,...,xNx) € By X ... X Ex :

N
> =0 = (Vie{l,.,N}, z;=0)
=1

o dim (i_v:Ez) = ﬁ:dim (E;)

si By, ..., En sont tous de dimensions finies.

—(EEER)

* Montrons, plus généralement, que, pour toute partie A de R, l'en-

On note E le R-ev des applications
de R dans R, Fy, Fa, F3 les parties
de FE constituées des applications qui
s’annulent respectivement sur | — oco; 1],
] =005 —1] U [1;+00], [-1;+0o0[.

Montrer que Fi, Fp, F3 sont des sev

de E et que leur somme est directe.

N semble F={f€E;Vze€A, f(z)=0} estunsevdeFE.

Ona: FCEet0€F.

Soient a € R, f,g € F.

Ona: Vze A, (af+g)(x)=af(x)+g(x)=0, donc: af+gecF.
~ ~~
=0 =0

Ceci montre que F' est un sev de E.

En particulier, Fy, Fa, F3 sont des sev de E.

) = Soient f1 € F1, fa € Fa, f3 € F3 telles que : f1 + fa+ f3 =0.

Soit z €] — oo —1].

Par définition de Fy et Fo,ona: fi(z) =0et fo(z) =0.
11 s’ensuit : fa(x) = = (f1(z) + f2(z)) = 0.

Ainsi : Vo €] —o0;—1], f3(z)=0.

Mais, par définition de F3 : Vo € [—1;4o00[, f3(z)=0.
On déduit : Vax € R, f3(z) =0, c’est-a-dire f3 =0.

On obtient de méme : f; =0 et fo =0.

On conclut que les sev F1, Fa, F3 sont en somme directe.




Les méthodes a retenir

~
; Montrer que toute sous-famille finie est libre.
Pour montrer qu’une fa-
mille infinie est libre = Exercices 1.2, 1.4, 1.7
G J
— D ~
Nous allons montrer que toute sous-famille finie (de cette famille infinie)
e est libre.
Montrer que la famille d’applications Soient N € N*| aj,...,any € R deux a deux distincts, A1,..., Ay € R
(fa)acr définie, pour tout a € R, par : N
tels que : Z A fay, = 0.
- 5 0 si z<a k=1
IR — —
Ja » i o a>a Soit ¢ € {1,..., N}. Supposons \; # 0.
P 1
est libre (pour les lois usuelles). On déduit alors : fa; = W Z Ak fay, -
\ Y k#i
On remarque que, pour tout a € R, f, est continue en tout point
de R\ {a} et que f, est discontinue en a.
1
Par combinaison linéaire, W Z)\k fa;,, est donc continue en aj,
U ti
contradiction avec f,; discontinue en a;.
Ceci montre : vie{l,..,N}, X\ =0,
donc la famille (fq,;)1<i<n est libre.
Ainsi, toute sous-famille finie de (fa)qer est libre, donc, par définition,
la famille (fq)qcr est libre.
. J
Méthode ~
) Montrer qu’il existe une sous-famille finie liée.
Pour montrer qu’une fa-
mille infinie est liée - Exercices 1.2
G J
— D ~
On remarque, pour tout a € R :
Ve € R, fa(xz)=cos(z+ a)=cosacosz —sinasinz,
Montrer o’lue’ la famille d’applications donc : fa = (cosa) cos+(—sina)sin.
(fa)acr définie, pour tout a € R, par : o ., L L
Ainsi, les fq se décomposent linéairement sur les deux applications cos
fa:R— R, z+— cos(z+a) et sin.
lig En particulier, les trois applications fo, f1, f2 se décomposent linéaire-
@G litce ment sur les deux applications cos, sin, donc la famille (fo, f1, f2) est
liée.
Ainsi, il existe une sous-famille finie de (fa)qser qui est liée et on
conclut, par définition, que la famille (fq)qcr est liée.
& J




Chapitre 1 — Algebre linéaire

partie H de E est un hy-

perplan de F o

Essayer de :

Pour montrer qu’une e montrer que H est un sev de E et que H admet au moins un

supplémentaire de dimension finie égale a 1

montrer que H est le noyau d’une forme linéaire autre que la
forme nulle

montrer que H est un sev de F et que dim (H) = dim (E) — 1,
si E est de dimension finie.

(=

D’abord, il est clair que E est bien un R-ev et que H est un sev de E.

Montrer que l’ensemble H des suites
réelles convergeant vers 0 est un hyper-
plan du R-ev E des suites réelles conver-

gentes.

Notons D la droite vectorielle de E engendrée par la suite (1), suite
constante égale a 1.

* On a H N D = {0}, car, si une suite est constante et converge vers 0,
alors elle est constante égale a 0.

* S0it 4 = (un)nen € E. Notons £ la limite de u, et v =u — (£).

On a alors : u=v+ (), wveH, () €D.
Ceci montre : H+ D = E.
Ainsi, la droite vectorielle D est un supplémentaire de H dans F, donc

H est un hyperplan de E.

—— (=

1/2

Montrer que ’ensemble

H:{feE; /01/2f:0}

est un hyperplan du R-ev
E = C([0;1],R).

Il est clair que l’application ¢ : E — R, f+—— / f
0
est une forme linéaire sur E, autre que la forme nulle puisque :

1/2
wn:A 1= #0

D’apres le cours, on conclut que H = Ker (¢) est un hyperplan de E.

——{Ea

On a, pour tout (a,b,c) € R3, par résolution d’un systéme linéaire de

On note, dans R* :
w=(1,1,1,-1),
v= (1,1, -1, 1),
w= (1, -1,1,1),
et H = Vect (u, v, w).
Montrer que H est un hyperplan de R*.

\

N 4 équations & 3 inconnues :

at+b+c=0
a+b=0 a=0
a+b—c=0
au+bvtcw =0 < <= c=0 < (b=
a—b+c=0
a—b=0 c=0,
—a+b+c=0

donc la famille (u, v, w) est libre.
J Ainsi, (u,v,w) est une base de H, donc :

dim (H) =3 =4 — 1 = dim (R*) — 1,

et on conclut que H est un hyperplan de R%.

N\




Les méthodes a retenir

P bten ¢ Essayer d’utiliser le théoréme du cours caractérisant les matrices A
our obtentr uhe 11 g M, L (K) telles que rg (A) =7

torisation d’une matrice
en deux matrices de for-

il existe P € GL,(K), Q € GL,(K) telles que A = PJ, ;,,Q, ol on

mats ou de rangs impo- a noté J, B = I 0 e M,, ( K )
, D 0 0 P
Sés
= Exercices 1.3, 1.13, 1.23
| J
—CEID ~
(i) = (i):

Soient n, p, ¢, 7 € N*, A € M, ((K),
B € Mp (K).

Montrer que les deux propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(1) rg(B) <rg(4)
(i) 3(P,Q) € My p(K) x Mg, (K),

B = PAQ.

Supposons rg (B) < rg (A). Notons a = rg (A), b =rg(B).

D’apres le cours, il existe R € GLp(K), S € GL4(K) telles que A =
RJp,q,aS et il existe T € GL,(K), U € GL,(K) telles que B =
TJprpU.

Comme b < a, on a :

(I, 0y _ (I, O Io O I, 0\ _
Tnrp = (0 0) - <0 0) (0 0> <0 0) = Jnpolpaalere.

D’ou :
B=TJ,,pU =TIy pvIp,qadqrsU
= (TJpp s B ) (RIp,q,aS)(S™ g rpU).

En notant

P=TJ,psR71€Mpp(K) et Q=S"1J,,,U € Mg,r(K),
on obtient bien : B = PAQ.
(i) = (@):
Sl existe (P, Q) € My, p(K) X Mg, (K) tel que B = PAQ, alors :

1g(B) = 1g (PA)Q) < rg(PA) <1g(A).




Chapitre 1 — Algebre linéaire

Pour manipuler des ma-
trices décomposées en
blocs

Essayer d’amener des combinaisons linéaires, des produits de matrices
décomposées en blocs.

- FExercices 1.6, 1.14, 1.16, 1.18 4 1.22, 1.24

()

Soient n € N*, A,B,C,D € M,(K),
(ar, B) € K2 tel que a # B.

On note :

 (al, 0 (A B
7=(0 ah)- =6 B)
Montrer que M commute avec J si et
seulement si: B =0 et C =0.

On a:
aly, 0 A B A B\ (al, 0
i (0 )@ 2)=(@ D) (0 o)
aA aB\ (oA pBB
— \c sp)~\ac pD

{aB:,BB {(a—B)B:O {B:O
< <~
BC = aC (a—=pB)C =0 C=0.

—(EEas

Soient E un K-ev de dimension finie et
F un sev de E. On note n = dim (E)
et p = dim (F).

a) Montrer que l'ensemble Lp(E) des
endomorphismes de E laissant F' stable
est un sev de L(E) et déterminer sa di-
mension.

Se peut-il que Lz (E) soit un hyperplan
de L(E)?

b) Soit G un supplémentaire de F
dans E.

Montrer que ’ensemble L (E) des en-
domorphismes de E laissant F' et G
stables est un sev de L(E) et détermi-
ner sa dimension.

Se peut-il que Lp g (F) soit un hyper-
plan de L(E)?

a) 1) * Il est clair que : Lp(E) C L(E) et 0 € Lp(E).
* Soient o € E, f,g € Lp(E).

On a: Ve e F, (af +g)(z)=af(z)+g(z) €F,
<~
eF €F

af+g€Lp(E).
On conclut : Lp(E) est un sev de L(E).

2) L’ev E admet au moins une base B = (eq, ..., en) adaptée a F, c’est-
a-dire telle que (eq, ..., ep) est une base de F.

Soient f € L(E), M = Matg(f).
Il est clair que F est stable par f si et seulement si M est de la forme :
A B
v=(5 2)
ot A€ Mp(K), BEMppn—p(K), C€My_p(K).

L’application de Mp(K) X My, n—p(K) X My,—p(K) dans Lp(E) qui,
a (A, B, C) associe ’endomorphisme f de E tel que :

A B
MatB(f): (O C):
est un isomorphisme d’ev, donc :
dim (Lp(E)) = dim (Mp(K) X Mp n—p(K) X Mp_p(K))
= dim (Mp(K)) + dim (Mp,n_p(K)) + dim (Mn_p(K))
=p° +p(n—p)+(n—p)?>=n"—np+p°.

donc F est stable par af + g, d’ou :

3) Le sev L (E) est un hyperplan de £(E) si et seulement si :
dim (Lp(F)) =dim (L(E)) — 1. (%)




Les méthodes a retenir

Ona: (x) < n>—np+p>=n—-1 < np—p?>=1

p=1 n =2
<~ ph-p =1 —
Al n—p=1 p=1
eN €N

On conclut qu’il se peut que L (E) soit un hyperplan de L(E), et ceci
se produit si et seulement si: n=2et p=1.

b) 1) Le méme raisonnement qu’en a)I) montre que Lp ¢(FE) est un
sev de L(E).

On peut aussi remarquer que Lpg(E) = Lp(E) N Lg(E), donc
Lp c(E) est un sev de L(E) comme intersection de deux sev.

2) L’ev E admet au moins une base B = (eq, ..., en) adaptée a la dé-
composition E = F' @ G, c’est-a-dire que (e, ..., ep) est une base de F'
et (ep+1,...,€q) est une base de G.

Soient f € L(E), M = Matg(f).

Il est clair que F' et G sont stables par f si et seulement si M est de la

forme :
A 0
u=(5 o)

olt A € Mp(K), C € My_p(K).

L’application de My, (K) X My, _,(K) dans L g(E) qui, a (A,C) as-
socie ’endomorphisme f de E tel que :

Mats(h) = ([ ¢).

est un isomorphisme d’ev, donc :
dim (Lp,g(E)) = dim (Mp(K) x M, _(K))
= dim (Mp(K)) + dim (Mp—p(K)) = p* + (n — p)?
=n? — 2np + 2p>.
3)Ona: dim(Lpg(E))=dim(L(E)) -1
— nZ-2np+2p’=n®-1 = 2(npfp2) =1,

ce qui est impossible car le premier membre est pair et le second est
impair.

On conclut que Lp g(E) n’est jamais un hyperplan de L(E).

— (=l

N
Nous allons chercher une matrice N € My, (K) décomposée en blocs,
de facon que le produit M N soit égal a Ia,.

2 *
Soient n € N*, A € My (K). Soient X, Y, Z, T € M, (K), N = ()Z{ ;C) € Ma,(K).
0 I
On note M = <_ L, Z) € Moy, (K). On a, par produit par blocs :
Mont M est i ible et i- X Y 0 I I 0
ontrer que est inversible et expri MN =1y, (Z T) ( ' Z) _ (S | )
mer M ~! sous forme de blocs. T in n
= (-Y=I, X+YA=0, -T=0, Z+TA=1,)
= (Y=-In T=0, Z=1, X=A).
Puisque, avec ce choix de N, on a M N = I2,, on déduit, par le cours,
que 'on a aussi NM = Ia,, et on conclut que M est inversible et que :
A -1
-1 _ n
M= (In . ) .
Remarque : on peut contrdler le résultat en effectuant, par exemple, le
produit M—1M.
& J
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- raiow(aux?

E, F désignent des K-espaces vectoriels, n € N*, Fq, ..., F,, des sous—espaces vectoriels de E.

Les sous-espaces vectoriels E1, ..., F, de FE sont en somme directe si et seulement si :
Voy € By, .. Vo, € Epy, (m1+ 42, =0 = z1=...=2,=0).
Les sous-espaces vectoriels E, ..., F, de E sont en somme directe si et seulement si :

V(i,j) €{1,...n}?*, (i#j = Ei N E;={0}).

On a, pour tous sous-espaces vectoriels Fy, Ey, F3 de F :
Ey N (Ex+ E3) = (E1 N E2) + (B N Ey).

On a, pour tous sous-espaces vectoriels Fq, Ey, F3 de E :
E + (EQ n Eg) = (E1 + EQ) n (El + Eg).

Dans le R-espace vectoriel E = R, les parties Fy et Es formées respectivement par les

fonctions paires (resp. impaires) sont des sous-espaces vectoriels de FE supplémentaires
dans F.

Pour tout espace vectoriel E et tout endomorphisme f de E, les sev Ker (f) et Im (f)
de F sont supplémentaires dans F.

Si, pour des endomorphismes f, g de E, Ker (f) est stable par g, alors f et g commutent.

Si deux endomorphismes f,g de E commutent, alors le noyau et I'image de chacun des
deux est stable par chacun des deux.

Ona: VA,BeM,(K), tr(AB)=1tr(BA).

BT) Ona: VA BeM,(K), tr(AB)=tr(A)tr(B).

10



Enoncés des exercices

s
—

- {l//VL_OVLCéé Hos OXOVC (LS mumm D
1T 1158 Inclusions entre intersection de sev, entre somme de sev

Soient E un K-espace vectoriel, F, G, H des sev de E tels que :

FNHCFNG, F+rHCF+G, GCH.

Montrer : G = H.
1T 1122 Famille infinie libre, famille infinie liée

Etudier la liberté des familles d’applications suivantes, pour les lois usuelles :

ot [0; R,
(1,) (f [ +OO[ - v $+a>a€]0;+oo[

b) (foa:R—R, xn—>ch(m—a))aeR.

1T i0<)) Etude de I'existence d’une factorisation d'une matrice

Existe-t-il A € M3 2(R) et B € My 3(R) telles que AB = C, ou C désigne successivement

1 0 O 1 1 1 1 1 1
les matrices: C=({0 0 0], (1 1 1], |1 1 0?7
0 0 0 0 0 O 1 0 0
1T 178 Famille des évaluations sur un ensemble fini

Soient n € N*, X = {xy,...,z,,} un ensemble fini & n éléments. On note F' = KX et, pour
tout ¢ € {1,...,n}, onnote E; : F — K, f+—— f(z;), appelée évaluation en x;.
Montrer que la famille (E;)1<i<n est une base de L(F, K).

1T 115 Utilisation de la trace

Soit n € N*. Existe-t-il (4, B) € (Mn(C))2 tel que: AB—BA=1,7
| Etude d’inverse pour une matrice triangulaire par blocs

Soient n,p € N*, M = (A ) ot Ae M, (K), BeM,,(K), CeM,(K).

B
c
a) Montrer que M est inversible si et seulement si A et C' sont inversibles.

b) Lorsque A et C sont inversibles, exprimer M ~! sous forme de blocs.
BT Exemple de famille infinie libre

Montrer que la famille (f,:R — R, z+— |z — a|3/2)aeR est libre dans RE.
(| Base de polynémes avec conditions sur les degrés

Soit E un sev de dimension finie de K[X].

a) Montrer que E admet au moins une base formée de polynémes de degrés deux & deux
distincts.

b) Montrer que F admet au moins une base formée de polyndmes de degrés tous égaux.

11
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BT Pour un projecteur en dimension finie, la trace est égale au rang

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, p un projecteur de FE.

Montrer : tr(p) = rg (p).

BRI Exemple d'utilisation de la trace et du rang d'un projecteur

Soient N € N*,  FE un K-ev de dimension finie, py, ..., py des projecteurs de E tels que :

N

Zpi =0.

i=1
Montrer : Vi € {1,...., N}, p;=0.

EET] ibul Formes linéaires et trace

Soit n € N*. Montrer que, pour toute A € M,,(K), lapplication :
M,(K) — K, X — tr(AX)
est un élément de C(Mn(K ), K ), puis montrer que ’application
M, (K) — L(M,,(K), K) définie par :
VA e M, (K), VX € M, (K), (H(A))(X) = tr (AX)
est un isomorphisme de K-ev.

BT 13 Trace d’un produit de trois matrices carrées

Soient n,p,q € N*, A e M,, ,(K), B € M, ,(K).
Montrer : (VX € M, 4(K), tr(AXB)=0) < BA=0.

BT 10 le) Factorisation d’une matrice

Soient n,p € N*, A € M,, ,(K), r =rg(A).
Montrer : 3U € M, (K), 3V e M, ,(K), A=UV.

B T] Rang d’une matrice décomposée en blocs

0

a) 1) Montrer que, si une matrice M est décomposée en blocs de colonnes, M = (U | V),

alors :
rg (M) <1g(U) +rg (V).

2) Montrer que, si une matrice M est décomposée en blocs de lignes, M = (1;) , alors :

rg (M) < rg (R) +rg(S).
3) En déduire que, si une matrice M est décomposée en quatre blocs M = <
(ott A et D ne sont pas nécessairement carrées), alors :
rg (M) <rg(A) +rg(B) +1g(C) +rg(D).

A B

c 0) € M, (K), ou

b) Soient m,n,p € N* tel que m < netp<n, M= (
AeM,, ,(K), BE My, n—p(K), CeM,_p,(K).
Déduire de a) que, si M est inversible, alors : rg(A) > m+p — n.

12
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Enoncés des exercices

EE Normes subordonnées a ||.||; et a ||.||s

Soient n,p € N*, A = (a;;):; € M, ,(K).
n p

On note :[|A]l, = Max (2; agl),  114lle = Max (2; aij).
1= Jj=

p
et, pour tout X = (;)1<jp € My (K) : [ X[l = [ag], || X]loc = Max |z].
j=1

1<j<p

lAl=  sup 1Ak

AX
Montrer :  ||All¢ = Sup LAX]x .
xeM, , (K\{0} Xl

xeMm,  knfoy 11X

1511 Endomorphismes d’image et de noyau imposés

Soient £ un K-ev, F, G deux sev de E supplémentaires dans F.
Onmnote: G={feL(E); Im(f)=F et Ker(f)=G}.

a) Etablir que G est un groupe pour la loi o.

b) On suppose ici que E est de dimension finie. On note n = dim (F), p = dim (F),
Bi = (e1,...,ep) une base de F, By = (ept1, ..., €5,) une base de G, B = (eq, ..., €,), qui est
une base de F.

Montrer que 'application 6 : f — Matg(f) est un isomorphisme de groupes de (G, o)

sur (H,), o H = { (1‘04 8) € M, (K); M € GL,(K)}.

Hyperplans de M,,(K) rencontrant GL, (K)

Soit n € N\ {0,1}. Montrer que tout hyperplan de M,,(K) rencontre GL,, (K).

(| Rang d’une matrice triangulaire par blocs, un bloc diagonal étant égal a I'identité

a) Soient n,p € N*, B e M,, ,(K), C € M,(K). Montrer: rg <I(7)l 2) =n+rg(C).

b) Soient n,p € N*, Re M,, ,(K), S € M, ,(K). Montrer :
p+rg (I, + RS)=n+rg(l, + SR).

EEE Rang d’une matrice diagonale par blocs

a) Soient n,p € N*, A € M,,(K), B € M,(K). Montrer : rg <81 g) =rg(A)+rg(B).

b) Soient n € N*, A, B € M,,(K). Montrer que, si <61 91) et (g g) sont équiva-

lentes, alors A et B sont équivalentes.
¢) Soient n,p € N*, A,B € M,(K), U,V € M,(K). Montrer que, si A et B sont équiva-

lentes et si (61 8) et <§ 3) sont équivalentes, alors U et V sont équivalentes.

13|
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11211} Déformation d’un endomorphisme, pour une image et un noyau imposés
Soient E un K-ev de dimension finie, f € L(E), F un sev de E tel que dim (F) < rg(f),
G un supplémentaire de F' dans E.
Montrer qu'il existe (u,v) € (ﬁ(E))2 tel que :
Im(uo fov)=F et Ker(uofowv)=GaG.

171 Caractérisation de matrices inversibles par blocs
A B
C D
Montrer que M est inversible si et seulement si D — CA™'B est inversible, et calculer
alors M ! sous forme de matrice décomposée en blocs.

Soient M = ( ), ot A e GL,(K), Be M, ,(K),C € M,,(K), D € M,(K).

Etude des matrices X telles que AXB =0
Soient m,n,p,q € N*, A e M,,, ,(K), B e M,, ,(K).
Onnote: E={X €M,,(K); AXB =0}.

Montrer que E est un K-ev et déterminer sa dimension.

Factorisation d’'une matrice carrée non inversible
Soient n € N*, A € M,,(K) non inversible.
Montrer qu'’il existe B,C' € M,,(K) telles que :
A = BC, B est inversible , C est nilpotente .

Etude de rang pour une matrice par blocs

A B

C D

ou A e GL,(K), BeM,, ,(K), C € M, ,,(K), D e M,(K).
Montrer : 1g(M)=n <= D=CA'B.

A cet effet, on pourra utiliser le résultat de I'exercice 1.21.

Soient n,p € N*, M =

Réunion de plusieurs sev
Soient K un corps commutatif infini, £ un K-ev, p € N*, Fy, ..., F, des sev de E tels

P
que U F; = E. Démontrer qu’il existe ¢ € {1, ...,p} tel que F; = E.

i=1

Projecteur associé a un sous-groupe fini de GL(E)
Soient E un K-ev de dimension finie, ¢ = Idg, G un sous-groupe fini de GL(E),

1
n = Card (G). On note : p = - Zg.
geG
a) Montrer : Vhe€ G, poh=p.
b) En déduire que p est un projecteur de E.
¢) Etablir : ﬂ Ker (g — e) = Im (p).
geG

d) Déduire : dim ( ﬂ Ker (g — e)) = % Z tr (g).

geG geG



Du mal a démarrer?

—?w mal o cQévkufru?

Il s’agit de montrer l'inclusion H C G.
Passer par les éléments.

1lvH Se rappeler que, dans un ev, une famille infinie est
dite libre si et seulement si toute sous-famille finie est
libre, et qu’une famille infinie est liée si et seulement
si elle n’est pas libre, c’est-a-dire si et seulement s’il
existe une sous-famille finie liée.

a) Pour montrer que (fa)ac[o;4o00[ €St libre, utiliser
I’unicité d’une décomposition en éléments simples.

b) Pour montrer que (fa)qcr est liée, établir, par
exemple, que (f—1, fo, f1) est liée.

il%) Dans les deux premiers exemples, il existe des ma-
trices A, B trés simples convenant. Pour le troisiéme
exemple, si (A, B) convient, raisonner sur les rangs
et obtenir une contradiction.

1) Vérifier, pour tout ¢ € {1,...,n} : E; € L(F, K).

2) Montrer que (E;)1<i<n est libre, en exploitant,
pour j € {1,...,n} fixé, lapplication f; : x; —> ;5.

3) Conclure.

i1 Prendre la trace.

a) Passer par les déterminants.
X

Z T
quatre équations matricielles.

b) Noter M = ) et résoudre un systéeme de

Se rappeler que dans un ev, une famille infinie est
dite libre si et seulement si toute sous-famille finie
est libre.

Remarquer que, pour tout a € R, f, est de classe C?
sur R\ {a}, mais n’est pas de classe C? sur R.

a) Récurrence sur n = dim (E).
Partant d’une base (Pi,...,Pny1) telle que
deg (P1) < < deg(Pp+1), construire une
base (Q1, ..., @n+1) telle que Qni1 = Pny1 et que :
Vi€ {1,..,n}, deg(Q;) < deg(Pn+1),
puis utiliser ’hypothese de récurrence.

b) Partant d’une base (Pi,...,Pn,) telle que
deg (P1) < < deg(P,), construire une base
(S1, .., Sn) telle que S, = Py et que :

Vi e {1,..,n}, deg(S;) = deg(Pn).

iIH Utiliser la matrice de p dans une base de E formée
d’une base de Im (p) suivie d’une base de Ker (p).

1 Utiliser ’exercice 1.9.

1) Montrer que, pour toute A € M, (K), I'applica-
tion w4 Mp(K) — K, X — tr(AX) est élé-
ment de My, (K)*.

2) Montrer que 0 est linéaire, injective (en utilisant
les matrices élémentaires), puis conclure.

1P Utiliser les matrices élémentaires.

Utiliser le théoréme du cours faisant intervenir la ma-
trice Jn,p,r.

a) 1) Se rappeler que le rang d’une matrice est égal
a la dimension du sev engendré par les colonnes de
cette matrice.

2) Appliquer 1) en transposant.
3) Combiner 1) et 2).
b) Utiliser a) et rg (M) = n.

1) » Montrer :

VX € Mp1(K), [[AX][1 < [[Alle [1X]]1-
* Considérer la matrice-colonne élémentaire E;, ol j
n
est tel que ||Allp = Z laij|.
i=1
2) x Montrer :
VX € Mya(K), [[AX] oo < [|Alle [1X]|so-

€1
+ Considérer la matrice-colonne X = | : |, ou:
Ep
M si [2TY] # 0
g5 = (2%
1 si ajy; =0,

P
1o étant tel que ||A||lc = Z laiqj]-
j=1

a) Attention : G va étre un groupe pour la loi o, mais
G n’est pas nécessairement un sous-groupe de GL(E).

Montrer successivement le caractére interne de la
loi, lexistence d’un neutre, qui est le projecteur
sur F' parallelement a G, l'associativité, I’existence,
pour chaque élément, d’un symétrique, en utilisant
le théoreme d’isomorphisme.

b) = Montrer que, pour tout f € G, la matrice de f

dans B est de la forme (1\6[ 8) ,ou M € GL,(K).

15
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* Réciproquement, montrer que, pour toute matrice

A= (]\6[ 8) de H, ot M € GLy(K), I'endomor-

phisme f de E, représenté par A dans B, est élément
de G.

Construire ainsi deux applications 6 et ¢, réciproques
I'une de autre, et montrer que 6 est un morphisme
du groupe (G, 0) sur (H,-). Conclure.

il Soit H un hyperplan de My, (K). Raisonner par 1’ab-
surde : supposer H N GL,(K) = @.

Montrer que H contient alors toutes les matrices nil-
potentes, en raisonnant par ’absurde.

Construire deux matrices nilpotentes dont la somme
est inversible.

Conclure.

1D o) Remarquer, par exemple :

I. B\ (I, —-B\ _ (I, O
0o C 0 I, ) \0 CJ°
b) Faire apparaitre I, + RS et I, + SR dans des pro-

duits par blocs de matrices carrées d’ordre n + p, et
utiliser le résultat de a).

il a) Utiliser le théoréme du cours faisant intervenir les
matrices J. ..
b) Utiliser le résultat de a).
c¢) Utiliser le résultat de a).

W20 11 suffit de trouver un couple (u,v) € (E(E))2 tel
que uo fowv = p, ou p est le projecteur sur F' pa-
rallelement & G. Utiliser le théoréme du cours sur les
matrices J. ..

1" méthode : Recherche de l'inverse par résolution
d’un systéme :

En notant N = (Z T

X Y) , résoudre MN = L, yp.

2¢ méthode :
blocs :

Utilisation d’une factorisation par

Remarquer :
In 0 A B I, —A-lB
-CA™Y 1,J\Cc DJ\o I,

/A B
=\o p-ca—1B)

16

1) Montrer que F est un K-ev.

2) Utiliser le théoréme du cours faisant intervenir les
matrices Jm,n,a €t Jp g5, 00 a = 1rg (A), b = rg(B)
(et, pour la commodité, a < b). Utiliser des décom-
positions en neuf blocs.

Noter r = 1g(A) < n et considérer une matrice
nilpotente simple M; € M, 1(K) de rang 7, et

M, O
N, = ( 07" 0) € M, (K).
11028 Remarquer :
I, 0 A B\ (1, —-A"'B
CA™Y -1, C D 0 Ip

(A 0
~\0 CAB-D)"

Si Fy, ..., Fpy1 sont des sev de E tels que :

p+1 p
UF=E FRu#E (JFR#E
i=1

i=1

Récurrence sur p.

P
considérer z,y € E tels que x ¢ Fpy1 et y ¢ U F;,
i=1
et envisager la droite affine passant par y et dirigée
par x.

a) Remarquer que, pour tout h € G, I'application
g —> g o h est une permutation de G, donc :

S gon=Y0
geaG geqG

b) Calculer p? en utilisant a), pour l'un des deux

facteurs.

c¢) 1) Montrer que, pour tout z € ﬂ Ker (g — e),

geaG

ona:p(x)=uz.

2) Réciproquement, montrer que, pour

tout = € Im (p), on a g(z) = (g o p)(z), et que,

comme en a), gop = p.

d) Se rappeler le théoréme sur rang et trace pour un

projecteur en dimension finie.



Vrai ou Faux, les réponses

-~

-\Kc; ol i ik, les fébpowéaé

C’est un résultat du cours.

CORRIGES

C’est vrai pour n = 2, mais faux si n > 3.

Contre-exemple : dans le plan, trois droites vectorielles deux a deux distinctes.

On a seulement 'inclusion :  (Ey N E3) + (Ey N Es) C By N (Ey + Es).

Contre-exemple : dans le plan, trois droites vectorielles deux a deux distinctes.

On a seulement 'inclusion :  FEy + (E3 N E3) C (Ey + E3) N (Ey + Es).
Contre-exemple : dans le plan, trois droites vectorielles deux a deux distinctes.

= E =
.

Il est immédiat que E; et Fs sont des sous-espaces vectoriels de E et que By N Ey = {0}, [
ou 0 est la fonction constante nulle, et tout élément f de F se décompose en f = g1 + g2,

f(’l,‘)-i—f(—x) g 'xMM, et (gl,gg)EE’le’Q.

Vi T :
ou: ¢g1:x 5 ) 2 D)

Contre-exemple : F = R?, f de matrice (8 (1)> dans la base canonique B = (e, e2)

de R2.
On aici Ker (f) =Rej et Im (f) = Rey, donc Ker (f) N Im (f) = Rey # {0}.

Contre-exemple : E = R2, f, g représentés respectivement dans la base canonique par {| |
. 0 1 1 0

les matrices A = (0 0) , B= (0 0).

C’est un résultat du cours. |

C’est un résultat du cours. [ |

Contre-exemple : pour n > 2, A= B =1,. |
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- o\f\fiﬁéé Hos

Soit z € H.

Alors,xr€e HC F+ H C F + G,

donc il existe f € F, g € G, tels que z = f 4 g.

Ona: g€ GCH, z€H,

donc, puisque H est unsevde E: f=x—g€ H.
Alors, fe Fet fe H,donc fe FNHCFNGCGAG,
d’ou f € G.

Enfin: a=f+4+g9, f€G, g€eaqG,

donc, puisque G est un sev de E, = € G.

Ceci montre : H C G.

Finalement : G = H.

a) Soient n € N*| a1, ...,an €]0;400[ deux & deux distincts,
n
ALy -y An € R tels que : Z Ak fay, = 0.
k=1

vV € [0; +o0], Z
—1Ttak

On a alors : =0.

En réduisant au méme dénominateur, on obtient une éga-
lité de fonctions polynomiales sur la partie infinie [0;+oo]
de R, donc une égalité de polynomes, puis, en revenant aux
fonctions rationnelles :

n

wan}, Z A =0

VlEGR\{al,..
k:11+ak

En faisant tendre z vers —ay, on déduit :
Vk e {1,..,n}, A\ =0.

Ceci montre que la famille (fa)ag]0;4o00[ €St libre.
b) Remarquons, pour tout a € R :
Ve €R, fo(x) =ch(x —a)=chachz —shashz,

donc f, se décompose linéairement sur les deux applications
ch et sh.

1l en résulte que la famille (fa)qer, qui a une infinité d’élé-
ments (donc strictement plus de 2), est liée.

De facon explicite, pour tout z € R :
(f-=1+ fi)(®) =ch(z+1)+ch(z—1)

=2chlchz = (2chl)fo(x),
f-1—=2chlfo+ f1 =0,

ce qui montre que (fa)qer est liée.

donc :

1 0
1) TI est clair que A=|0 0], B= 100
0 0 O
0 0
conviennent.
(b1 11 1
2) Il est clair que A==-[1 1|, B=
2y o 11 1

conviennent.
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3) Sl existe (A, B) convenant, on a alors :

3=1g(C) =1g(AB) <rg(4) <2,
contradiction.
Ceci montre qu’il n’existe par (A, B) convenant.
1) D’abord, pour tout ¢ € {1,...,n}, E; € L(F, K), car E; est
une application de F' dans K et E; est linéaire :
Vo € K, Vf,g € F, Ei(af +g) = (af + g)(zi)

= af(z;) + g(z;) = aBi(f) + Ei(g).

n
2) Soit (a1, ...,an) € K™ tel que : Z%’Ei =0.
i=1
Soit j € {1,...,n} fixé. Considérons ’application
1 si
0 si

=7
fi: X — K, z;— o
J ¢ 1% j.

Ona: OZZaifj(a:,-):aj.

i=1

Ceci montre que (Eq, ...,Ey) est libre dans £(F, K).

3) Puisque X est fini et a n éléments, F = KX est de di-
mension finie égale & n, donc L(F, K) est aussi de dimension
finie et égale a n.

Comme, d’apres 2), (Eq, ..., Ey) est une famille libre de n é1é-
ments de L(F, K), on conclut que c’est une base de L(F, K).

Supposons qu’il existe (A, B) € (Mn ((C))2 tel que :
AB

- =1In.
On déduit, en prenant la trace : tr (AB — BA) = tr (In) = n.
Mais, d’apres les propriétés de la trace :
tr (AB — BA) = tr (AB) — tr (BA) =0,
d’out une contradiction.
On conclut : il n’existe pas (A, B) € (Mn((C))2 tel que

AB — BA=1,.
A B) =det (A)det (C),ona:

a) Puisque det (M) = det (0 C

det (M) #0 <= (det(A)#0 et det(C) #0),
donc M est inversible si et seulement si A et C' sont inver-
sibles.

b) On suppose A et C inversibles, donc, d’aprés a), M est
inversible.

Décomposons M ~! en blocs inconnus, de méme que pour M :

1 (XY )
M _<Z T . Alors :

o A BY(X Y\_ (L. 0
MM _I"J”":’(o c)\z v)=\o 1,
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AX+BZ =1, Z=0
AY + BT =0 T=C"1
= CZ =0 C invereible [AXIn
CT = AY = —BC™!
Z=0
T=C"!
A inversible | x _ g—1
—A-1BCc—!
-1 _pg-1gco-1
On conclut : M~1 = (AO ACEC ) .

Soient n € N* et ay,...,
n

Z Ak:fak =0.
k=1
n}. Supposons A; # 0. On a alors :
1
fao==5 2 Mfa

Ai 1<k<n, k#i

an € R deux a deux distincts,

AL, ..y An € R tel que :

Soit 7 € {1, ...,

Remarquons que, pour tout a € R, f, est de classe C?
sur R\ {a}, mais n’est pas de classe C? sur R.
Alors, d’une part fo; n’est de classe C? sur aucun intervalle
ouvert contenant a;, et, d’autre part, d’apres ’égalité précé-
dente, par opérations, fs; est de classe C? sur un intervalle
ouvert assez petit, contenant a;, contradiction.

Vie{l,..,n}, A =0.
la famille (fq)qer est libre.

Ceci montre :

On conclut :

a) Récurrence sur n = dim (E).
* La propriété est évidente pour n = 1.

* Supposons la propriété vraie pour n.

Soit E un sev de K[X], de dimension n + 1. Alors, E admet
au moins une base B = (P41, ..., Py4+1). En réordonnant B, on
peut se ramener au cas ol :

Vie{l,..,n+ 1}, deg(P;) < deg(Pn+1).

Considérons la famille C = (Q1,...,Qn+1)
par Qn+t1 = Poy1 et, pour tout ¢ € {1,...,n} :

P si deg(P;) < deg(Pnt1)

5) = deg (Pn+1),

ol a; est tel que deg (P; — a; Pp41) < deg (Pp41)-

définie

Qi =

Py —ajPpy1 si deg(P;

A cet effet, il suffit de prendre pour «; le quotient des termes
de plus haut degré de P; et Pp41.

Par construction, les polynémes Q1, ..., @n+1 se décomposent

linéairement sur P, ..., Pp41.

Réciproquement, comme Pp41 = Qn41 et que, pour
tout i € {1,...,”}, Pz = Qz ou Pz = Qz +aiQn+1,
les polynémes Pi,...,Pp41 se décomposent linéairement
sur Q1, ..., Qnt1-

11 en résulte : Vect (C) = Vect (B) = E.

Comme dim (E) = n + 1 et que C engendre E et a n+ 1 élé-

ments, on conclut que C est une base de E.

Considérons F' = Vect (Q1, ..., @Qn), qui est un sev de dimen-
sion n de R[X]. D’apreés ’hypothese de récurrence, F' admet
au moins une base F = (R, ..., Ry) formée de polynémes de
degrés deux a deux différents.

Notons G = (R1, ..., Rn, Pny1).

Comme E = F & P11 K[X] et que F est une base de F), il
est clair que G est une base de E.

Vi€ {1,..,n}, R; € Vect(Q1,...,Qn)

et que (Q1,...,Qn) sont tous de degrés < deg (Pp+1), on a :
Vi€ {1,...,n}, deg(R;) < deg(Pn+1)-

Finalement, G est une base de E formée de polynoémes de
degrés deux a deux différents.

Enfin, comme :

Ceci montre le résultat voulu, par récurrence sur n.

b) Notons n = dim (E). D’aprés a), E admet au moins une
base formée de polynomes de degrés deux a deux différents.

En réordonnant, F admet au moins une base B = (P, ..., Py)
telle que :
deg (P1) < ... < deg (Pr).

P+ P, si i<n

Notons, pour tout ¢ € {1,...,n}: S; =
P, si i=mn.

11 est clair qualors : Vi € {1,...,n}, deg(S;) = deg(Pn).
Par construction, les polyné mes Si, ..., Sy se décomposent
linéairement sur Pi, ..., Py,

Réciproquement, comme :

Si — Sn sioi1<n
Vi € {1 Tl} Pz =
n si 1=mn,
P, ..., P, se décomposent linéairement sur Si, ..., Sn.

Comme dim (E) = n et que la famille C = (S1,...,5:) an
éléments et engendre E, on conclut que C est une base de E.

Finalement, £ admet au moins une base formée de poly-
nomes de degrés tous égaux.

Puisque p est un projecteur de E, on sait, d’aprés le cours,
que : FE =Im(p) ® Ker (p).

Le sev Im (p) admet au moins une base Bi et le sev Ker (p)
admet au moins une base Ba.

Alors, la famille B = By U Bz est une base de E.

vz €lm(p), p(z)==

Puisque p est un projecteur, on a :
vz E Ker (p), p(z) =0,

donc, en notant r = dimIm (p) = rg(p), la matrice A de f
dans la base B de E est : < OT
On a alors : tr(p) = tr (A) 14( —r) 0=r=rg(p).

Pour tout ¢ € {1,..., N}, comme FE est de dimension finie et
que p; est un projecteur de E, on a d’aprés ’exercice 1.9 :
tr (pi) = rg (p:)-
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N

N N
0=tr i) =) tr(p) =) rg(pi)-
(;;a) ; (pi) =D _re(pi)

i=1

D’ou :
>0
vie{l,..,N}, rg(pi)=0
Vie{l,..,N}, p;,=0.

11 en résulte :

et on conclut :

1) Soit A € My (K).

L’application ¢4 : My, (K) — K, X > tr (AX)

est linéaire car :

Vo e K, VX, Y € M, (K),

pa(aX +Y)=tr (A(aX +Y)) = tr (@AX + AY)
=atr(AX) +tr (AY) = apa(X) + pa(Y).

Ainsi : 4 € L(Mn(K), K).

2) Considérons I'application 6 : Mn(K) — £(My(K), K)

définie par :

VA € My (K), VX € My (K), 0(A)(X) = tr(AX).
Autrement dit, avec les notations de 1) ci-dessus :

VA € Mn(K), 0(A) =pa.

* Montrons que 6 est linéaire. Soient o € K, A, B € M, (K).
On a, pour toute X € M, (K) :
6(aA + B)(X) = tr ((A + B)X)
=tr(cAX 4+ BX) = atr (AX) + tr (BX)
— aB(A)(X) + 0(B)(X) = (aB(A) + 0(B)) (X),
0(aA+ B) = af(A) + 0(B),

ce qui montre la linéarité de 6.

donc :

* Montrons que 6 est injective.
Soit A € Ker (0). On a §(A) = 0, c’est-a-dire :
VX € M, (K), tr(AX)=0.
Notons A = (a;;)i;. Soit (¢,5) € {1,...,n}.
On a, en utilisant les matrices élémentaires :
ai;
0 =tr (AE;;) = tr (0) o= aji,
Ani
car la colonne numéro i de A a été ainsi déplacée en colonne
numéro j.
On a donc : A =0.
Ainsi, Ker () = {0}, donc 6 est injective.
* Puisque 6 : My (K) — L(Mn(K), K) est linéaire, injec-
tive, et que My (K) et £(Mn(K),K) sont de dimensions
finies égales, on conclut que 0 est un isomorphisme de K-ev.

Pour alléger les écritures, on peut sous-entendre les ensembles
d’indices. Notons A = (a;j)ij, B = (bke)ke-

Comme la famille (Ej ) ;5 des matrices élémentaires engendre
My, q(K) et que 'application X +—— tr (AX B) est linéaire,
ona:

20

(VX € My ¢(K), tr(AXB)=0)
< (V(j,k), tr(AE;;B)=0).

Pour tout (j,k), le (u,z)-iéme coefficient de AE;,B est, en
utilisant le symbole de Kronecker :

v, w

= Z auv(sjvékwbwz = aujbkzv

v, w
d’ou :

= aujbru = ) bruau; = [BAk;.

On conclut :

(VX € My 4(K), tr(AXB)=0) < BA=0.

D’apreés le cours, puisque r = rg (A),
il existe P € GL,(K), Q € GLp(K) telles que :

A=PJpprQ, ol : L Orp=r )
7’ Onf'r,r Onfr,pfr

Ir ) (I'r Or,p—r) )

Onfr,'r

Jnpr =

Il est clair que : Jn pr = (

d’ou la décomposition de A en produit :

I
A=P (0 " ) (Ir Or,pf’l‘) Q,
n—r,r/ \ ,
notée V
notée U

et on a bien :

a) 1) En notant Uy, ..., Up les colonnes de U, et Vi, ...,V les
colonnes de V, on a :

UeMy(K), VeM(K).

Vect (Ula LRES) UP? V17 cey VQ)

= Vect (Uy, ..., Up) + Vect (V1, ..., Vq),
donc :

dim Vect (U1, ..., Up, Vi, ..., Vi)
< dim Vect (Uy, ..., Up) + dim Vect (V1, ..., Vg),

c’est-a-dire : rg (M) < rg(U) 4+ rg (V).
2) On applique 1) en transposant :
T
R R
rg (M) = rg (S) =rg ((S) ) =g (RT ST)
<rg(R") +1g(S") =rg(R) +18(9).

3) On combine les deux résultats précédents :

rg (M) = rg (é g) ST8 (é) tre (g)

< (rg(4) +1g(0)) + (rg(B) +rg(D)).



Corrigés des exercices

b) D’apreés a) et puisque M est inversible, on a :
n=rg(M) <rg(A) +rg(B) +rg(C).

Comme B € My, n—p(K) et C € My_p p(K),

on a, en particulier : rg(B)<n—p et rg(C) <n—m,

n<1g(A) + (n—p) + (n—m),

rg(A) >m+p—n.

d’ou :

et on conclut :

1.15
1
1) x On a, pour tout X = € M, 1(K) :
n P Tp
14X = > | D7 asja|
=1 j=1
n 4 n
<D aggllzil =D (Zlaij\)\%\
i=1j=1 =1 i=1
P p
<Y NAllelzl = 11Alle Y lzj] = [ Alle [1X]l1-
j=1 Jj=1
N AX
Fois X €M)\ {0}, Ll < jall

* Puisque :
IS

n
[|A]le = Max (Z |aij|>7 il existe un in-
i=1
n
dice j € {1,...,p} tel que : ||A]|¢ = Z laij].
i=1
Considérons la matrice-colonne X = E;, dont tous les élé-
ments sont nuls, sauf celui situé a la ligne numéro j, et qui
est égal a 1.

aij
Ona: || X|1=1et AX = : ,
anj
p
donc : 1AX )1 =D laij| = [|Alle,
=1
. AX|1
d’ou : [AX]I = [|A]l.

[1X1]]

Autrement dit, le majorant ||A||, obtenu ci-dessus, est at-
teint.

On conclut : [IAX ] =||A]|e-
xeM, 1 ({0} X[
1
2) % On a, pour tout X = € M, 1(K) :
ZTp

n
|AX||oc = Max ‘Zaijxj)
1isn |

P P
< Max 3 Jagyl o] < M (Z S1IX )
S léiagxnj71 laijllz;| < 1@?2% = laij| [1Xloo

P

= (hggle Jais ) 11X loe = I1Alle 1X]|oo-

| AX] oo

d’out :
[1X]]oo

VX € M, 1(K) \ {0}, < ||A]le.

P
* Puisque ||A]|lc = Max (Z|ai]~|>, il existe un in-
Iisn \

P
dice i9 € {1,...,n} tel que : ||A]|lc = Z |@ig 1.
j=1

€1
Considérons la colonne X = € M,,,1(K) définie, pour
Ep
laioj| si a;,; #0
tout j € {1,...,p}, par : ¢; = ioJ
1 si a;q; =0.

On a || X||eo = 1, car chaque terme de X est de module 1, et
donc aussi X # 0.

P p
Ona: [IAX]lw = Max (Y layesl) > Y laigsesl-
ISisn =1 =1

Mais, pour tout j € {1,...,p} : |asyj€;] = |aigsls

comme on le voit en séparant les cas a;,; # 0, ajy; = 0.

P
Dot : 14X oo > > laigs| = [|Alle-
i=1
AX
Ainsi, il existe X € M, 1(K) tel que : [AX oo > ||Alle.
[1XTloo

Autrement dit, compte tenu de ’inégalité obtenue au point
précédent, le majorant obtenu au point précédent est atteint.

| AX] oo

On conclut :
xeM, 1 (\{0} Xl

a) 1) Caractére interne de la loi :

= l[A]le-

Montrons que la loi o est interne dans G.
Soient f1,f2 € G.

*+xOna:Im(foof1) CIm(f2)=F

* Soit z€ F. Ona: z € F =Im(f2), donc il existe y € E
tel que : z = fa(y). Puisque E = F®G, il existeu € F, v € G
tels que y = u + v. On a alors :

z = fa(y) = fo(u +v) = fa(u) + fa(v).

Mais u € F = Im (f1), donc il existe € F tel que u = f1(z),
et, d’autre part, v € G = Ker (f2), donc f2(v) = 0.

Dot : z= fa(fi(z)) = f2o fi(z) € Im(f2 0 f1).
Ceci montre : F C Im (f2 0 f1).

On conclut : Im (f2 0 f1) = F.

** Ona: Ker(foof1) DKer(f1)=G.

* Soit x € Ker (f2 0 f1); On a f2(f1(x)) =0, donc :
fi(x) €eIm (f1) N Ker(f2) = F N G = {0},
d’ot z € Ker (f1) = G.
Ker(f2o0 f1) C G.

Ceci montre :
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On conclut : Ker (f2 0 f1) = G.
On a obtenu : fao f; € G.
2) Neutre :

Considérons le projecteur p sur F parallelement a G.
Ona:pe L(E), Im(p)=F, Ker(p) =G, donc:peg.

Soit f € G.
* Comme : Vz € E, f(z)€Im(f)=F,
ona: Ve € E, p(f(x)) = f(z),

ce qui montre : po f = f.
*Ona: Vze€FE, z—p(z)€ Ker(p) =G = Ker(f),
Vr € E, f(ac — p(:c)) =0,

Vz € B, f(x)=f(p(z)),
f=1Ffop
Ainsi, p est neutre pour o dans G.
8) Associativité :

I1 est connu que la loi o est associative.

donc :
c’est-a-dire :

ce qui montre :

4) Symétriques :
Soit f € G. Puisque F est un supplémentaire de G = Ker (f)
dans F, d’apres le théoréme d’isomorphisme, ’application :

fiF —Im(f)=F, x+— f(x)
est un isomorphisme de K-ev.
Considérons ¢g: £ — E, z+—— f'_l(p(m)),
ou p a été défini plus haut.
* Il est clair que g est linéaire.
Ona: Im(g) = f'~'(p(E)) = f~1(F) = F.
On a, pour tout «x € E :

z€Ker(g9) < g(z) =0 — f’_l(p(x)) =0
<~ plz)=0 < z€G,
donc : Ker (g9) = G.
Ceci montre : g € G.
* On a, pour tout z € E :
(fog)(a)=F(f " (p(2)) = f' (" (p(2))) = p(),
donc : fog=np.

* Soit z € E.

Comme f(z) € Im (f) = F, on a : p(f(z)) = f(z), puis :
9(f(@)) = 71 (p(f(@)) = 7 (f(2)).

Mais f = f op, donc :

F=Hf @) = £ (p(@)) = f7H S (p(2)) = pla).
Ainsi : go f = p.
Ceci montre : gof=fog=np,
donc f admet g pour symétrique dans (G, o).
Finalement : (G, o) est un groupe.

b) * Pour tout f € G, comme Im (f) = F et Ker (f) =G, la
M 0
0 o0
matrice de 'endomorphisme f’ induit par f sur F.
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matrice de f dans B est de la forme , ou M est la

M 0 .
De plus : rg(M):rg(O 0>:rg(f):d1m(F):p.
P M 0
Il en résulte M € GL,(K), donc 0o o)€ H

On peut donc considérer 'application
0:G — H, fr—— Matg(f).

* Réciproquement, considérons l’application ¢ qui, a une
matrice A de H, associe I’endomorphisme f de FE tel
que Matg(f) = A.

Avec ces notations, puisque A = (1\04 8) = Matg(f),

ot M € GLy(K), on a :
Im (f) = F et Ker (f) =G,
donc: f €4G.

* Il est clair que 0 et ¢ sont des applications réciproques 'une
de autre, donc sont bijectives.

* De plus, avec des notations évidentes :

Vi, fa €G, 0(f2)0(f1) = (1‘612 8) (]\gl 8)

Mo M- 0
:( 20 ! O)ZO(fQOfI)
Ainsi, 6 est un isomorphisme de (G, o) sur (H,-).
* Comme (Q,o) est un groupe, par transport de structure,

(H,-) est un groupe.

Finalement, l’application 6 : f —— Matg(f) est un isomor-
phisme du groupe (G, o) sur le groupe (H,-).

Soit H un hyperplan de M,,(K). Raisonnons par 1’absurde :
supposons : H N GL,(K) = @.

1) Montrons que H contient toutes les matrices nilpotentes.
Soit N € My, (K), nilpotente.

Raisonnons par I’absurde : supposons N ¢ H.

D’apres le cours, puisque N ¢ H et que H est un hyperplan
de M, (K),ona: My(K)=H®&KN.
En particulier, il existe M € H et a € K tels que :
I, =M+ aN.
M =1, — aN.

Puisque N est nilpotente, il existe & € N* tel que N¥ =0
d’ou :

Alors :

k—1
(In — aN)(Z(aN)”) =I,—a"NF =1,
p=0
k—1
(5 @N)?) 1 - aN) =1, - a*N* =1,
p=0
d’ou: I, — aN € GL,(K).
Ainsi: M € H N GLy(K), contradiction.

Ceci montre que H contient toutes les matrices nilpotentes.

2) Considérons les matrices suivantes de My (K) :
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0 1 0 0
0 ... ... 0
0 (0)
Ny = ©) N = 0
0 (0)
1 0 0 (0) 1
0

Il est clair que N7 et N2 sont nilpotentes.

D’aprés 1) : N1 € H et N2 € H, puis, comme H est un sev :
N1+ N2 € H.

o1 0 ... 0
o (0

Mais : Ni + No = ol
0 (0) |
1 0 ... ... 0

qui est inversible, contradiction.

Ce raisonnement par I’absurde montre que tout hyperplan de
M, (K) rencontre GLy, (K).

) O l‘InBInfB_InO
a) On a, par exemple : (" 0 L, )~ \o ¢)

. I, —-B
La matrice (0 I,

naux tous non nuls (car égaux & 1), donc cette matrice est
inversible, d’oli, d’apres le cours :

In B\ _ I, O
®lo ¢)7"%\ o c):
D’autre part, il est clair (par la méthode de Gauss, par

I
S g) =n+r1g(C).

) est triangulaire, a éléments diago-

exemple) que rg

On conclut : rg (IS g) =n+1g(C).

b) On a, a laide de produits par blocs :
I, R\ (I. 0\ _ (I,+RS R
=S I,)\S I,) 0 I,)’
I. R\ (L. -R\ [I. 0
-s 1,)\o 1,) \-s 1,+SR)
I, O I, —-R .
(S Ip)’ (0 I ) sont inver-
sibles (comme en 1)), donc, d’apres le cours :
e (In R) - (In + RS R)
-5 I, 0 I, )’

I, R\ _ L, 0
®\_s 1,) T8 \-s 1,+SR)"

D’aprés a) et le résultat analogue pour des matrices triangu-
laires inférieures par blocs (se démontrant comme en a), ou
par transposition a partir du résultat de a)), on a :

g (I”T)RS IR) =p+rg(In + RS),
P

Les matrices carrées

I 0o\
rg (—S Ip_i_SR)fn—l—rg(Ip—f—SR).
On conclut : p+rg (I, + RS) =n+rg(Ip + SR).

1.19

a) Notons a = rg(A), b = rg(B). D’apreés le cours, il existe
P,Q € GL,(K), R, S € GL,(K) telles que :

A=PJnaQ, B=RI,;S,

. I, 0 I, 0
olt Jn,a:(o 0>€Mn(K),JP7b:(é’ O)eMp(K)A

On a alors, en faisant des produits de matrices diagonales
par blocs :

A 0\ _ (Pl.Q O

o B)T o RIS
(P 0\ (Jna O0)(Q O
“\o r)\ 0o 3,,/\0 s/

. P 0 Q
Il est clair que (0 R) et (0

On a donc :

A 0 Jn.a 0
w(y p)=re (5 )0,) — ) )

A 0 " B 0
0o 4)%\o B
équivalentes. D’aprés a), on a alors : 2rg (A) = 2rg (B), donc

rg (A) = rg(B), et on conclut que les matrices A et B sont
équivalentes.

0 . .
S) sont inversibles.

b) On suppose que les matrices sont

P A
¢) On suppose que A et B sont équivalentes et que (O 3)

et (B 0) sont équivalentes. On a alors rg (A) = rg (B),

%
rg (A) +rg (U) = rg(B) +1g(V).

et, d’apreés a);
1l s’ensuit : rg (U) = rg(V'), donc les matrices U et V sont
équivalentes.

11 suffit de trouver un couple (u,v) € [,(E‘))2 tel que :
uo fov=np,
ou p est le projecteur sur F' parallelement a G.

Notons r =rg (f), d =dim (F) =rg(p).

Le K-ev E, de dimension finie, admet au moins une base B.
Notons A, P; les matrices respectives de f,p dans B.

D’aprés le cours, il existe P,Q, R, S € GLy(K) telles que :
A=PJ.Qet P, = RJ4S,

N I, 0 I, 0
ot J, = (0 0) e M, (K), Jg= (Od 0) € M, (K).
Soient (u,v) € (ﬁ(E))2 quelconque.

Notons U, V' les matrices respectives de u,v dans B.
On a:

uofov=p < UAV =P <= UPJ.QV = RJ4S
— (RTWUP)J-(QVS™Y) =J,.

Choisissons : U = RJ,P~ 1 et V = Q~1J,4S.
On a alors : (R’lUP)JT(QVS’l) =JpJpJg =Jg, card < 7.
Ainsi, il existe (u,v) € (E(E))2 convenant.
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