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Avant-propos

La réussite en prépa nécessite une acquisition solide des connaissances
et une capacité a les mettre en réseau; elle exige par ailleurs d’en avoir une
vision claire et de savoir les mobiliser rapidement. Les ouvrages de la collec-
tion Prépas Sciences Maths, Physique-Chimie et Sciences industrielles de
I’ingénieur (SII), répondent au premier besoin. Ce formulaire vous permettra
de satisfaire a la deuxiéme exigence.

C’est en effet un mémento synthétisant le cours de manicre claire et
concise : définitions, lois, théorémes, propriétés et schémas a connaitre. Les
formules principales sont mises en valeur par un encadrement sur une trame
grisée. Louvrage couvre les deux années et permet de les visualiser en un
clin d’ceil.

Aucune démonstration n’est faite, aucun exemple n’est proposé, car "'unique
objectif est de retrouver le plus vite possible la définition ou la propriété
cherchée.

Ce formulaire est structuré en deux grandes parties correspondant aux
programmes respectifs des deux années. Dans chacune d’elles, vous trou-
verez successivement les mathématiques, la physique-chimie, les sciences
industrielles de I'ingénieur (SII). Les notions sont présentées par thémes dans
Pordre approximatif du programme, pour faciliter la recherche.

Un index trés précis en fin d’ouvrage permettent de trouver rapidement
et sans hésitation la notion cherchée. Ainsi, ce formulaire sera le compagnon
idéal pour la préparation des colles, la résolution des exercices et des problemes
mais surtout pour accompagner les révisions avant les concours.

Bertrand Hauchecorne
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GQuelques-uns ont donné le nom de mathématiques
a la magie parce que par le moyen des mathématiques,
on fait des choses si surprenantes
que le peuple croit qu'il y a magie.

Antoine Furetiére



Raisonnement
et vocabulaire
ensembliste

Logique

Assertions

Une assertion mathématique est une application d’un ensemble de variables,
a valeurs dans 'ensemble a deux éléments {V, F'}. Une assertion P : E —
{V, F'} est aussi appelée une propriété des éléments de E.

Connecteurs logiques élémentaires

La négation, la disjonction, la conjonction, I’implication et I’équivalence de
deux assertions sont définies par leurs tables de vérité :

P|Q|[nmP|PouQ |PetQ | P=Q|P << Q
% F \% % 1% V
VI|F F \% F F F
F |V 14 V F \% F
F | F \% F F \%4 \%4

e Pet(QouR
e Pou(QetR

)

—
—

E

PetQ)ou
PouR)et

é

Propriétés des connecteurs logiques élémentaires

ogPouQ)ouR < Pou(QouR)
PetQ)etR < Pet(QetR)

PetR)
PouR)

P, @ et R trois assertions. La
conjonction et la disjonction
sont commutatives.

La conjonction et la disjonc-
tion sont associatives.

La conjonction et la disjonc-

tion sont distributives 1'une
sur I’autre.

Mathématiques



e P < non(nonP) L i :

es deux dernieres assertions
® non(P ou Q) <= (non P et non Q sont les lois de Morgan.
e non(P et Q) < (non P ounon Q

Quantificateurs

Les propriétés d’un ensemble E sont de I’'un des deux types suivants :

e Existentiel : il existe un élément de E vérifiant P. On note 3z € E P(z).

e Universel : tous les éléments de E vérifient P. On note Vx € E P(z).

S’il existe un unique élément de E vérifiant P, on note 3! x € E, P(x).
Reégles de calcul pour les quantificateurs

e non (31’ € L; P(w)) = (V:/E € E, non P(w))
e non (Vac SOR P(:c)) = (Ez € E; non P(:c))
e Vxe E, VyeF, Plx,y) < Yy € F, Vz € E,P(z,y)
e JzxeFE, FyeF Py < JyeF Jz€FE, Px,y)
Stratégies pour une implication

5;; % ou Q Ces équivalences sont utiles

non Q = non P poutr démgntrer P ]:’>bQ %ar
non [P of non Q]. contraposée, ou par 1’absurde.

Théoréme de récurrence simple

Soit P une propriété des éléments de N, et ng € N.

P(ng) est vraie

Vn 2 ng, P(n) < { (Vn = no), (P(n) = P(n+1))

Théoréme de récurrence double

P(ng) et P(no + 1) sont vraies

Vn = ng, P(n) < { (Vn > ng), (P(n) et P(n+1) = P(n+2))

Théoréme de récurrence forte

P(ng) est vraie

Vn = ng, P(n) < { (Vn = ng), (P(no) et -+ et P(n)) = P(n+1)

Ensembles
Parties d'un ensemble

E un ensemble, A, B, C des parties de E. On dit que
e Aestinclus dans B (A C B) si tout élément de A appartient a B.
e A et B sont égaux (A = B), lorsque A C Bet B C A.



Opérations élémentaires sur les parties

e AUB={z € E|z € Aoux € B} estlaréunion de A et B.

e ANB={x € E|xz € Aetx € B} estl'intersection de A et B.

o CpA={xc E|x¢ A}, estle complémentaire de A dans E.

o A\B={z € E|xz € Aetx ¢ B} est ladifférence de A et B.
Propriétés des opérations élémentaires

e L’intersection est distributive sur la réunion : AN(BUC) = (ANB)U(ANC).

e Laréunion est distributive sur 'intersection : AU(BNC') = (AUB)N(AUC).

e Cx(AuB) = (Cg4)n(CeB) Lois de Morgan
e Lg(AnB)=(CrgA)uCsB)
Fonction indicatrice d'une partie

Pour tout x € E, on note

_J l1size A 14 : E — {0,1} est la fonc-
1a(=) _{ 0siw§A : tion indicatrice de A
.]'BEA:]'_]'A .lA\leA(l_lB)
e lynp=141p e lyup=14+1p—-1x41p

Produit cartésien de deux ensembles

Soit E, F deux ensembles, le produit cartésien de E et F est [’ensemble défini
par E x F = {(z,y); « € E,y € F}. L'égalité de deux couples (x,y) et

(z',y') est définie par (z,y) = (z',y') = { Zi 5//
Applications

Application injective, surjective

Une application f : E — F est dite :

o injective si (V(z,2') € Ex E), (f(z) = f(a) = z=2');

o surjective si (Vy € F), (Gz € E); y = f(x).

Composée d'applications et injectivité, surjectivité

Soit f : E — F, g : FF — G deux applications.
e f et g injectives = g o f injective. e go f injective = f injective.
e f et g surjectives = go f surjective. e go f surjective = g surjective.

Mathématiques



Application bijective

Une application f : E — F est dite bijective si elle est a la fois injective et
surjective, i.e. Wy € F), 3z € E); y= f(x).

Application réciproque d'une bijection

Soit f : E — F une bijection. On définit une application f~1 : F — E, appe-
lée application réciproque de f, par
el r€eEF
V(z,y) € E X F, { y — — {
(@) r= /"' y=f()

e . ) fog=1idp En ce cas, g = ff1 est I’ap-
fbijective <= 3g: F — E go f=idp plication réciproque de f.

Composée de bijections
Soit f : E — Fetg: F' — G deux applications.

f et g bijectives = g o f bijective et(gof) t=flog!

Image directe et image réciproque d'une partie

Soit f : E — F une application, A C E, B C F.
e L’image directe de A par f est le sous-ensemble de F' défini par
f(A) ={f(@); € A} ={y € F|Tw € A;y = f(x)}.
e [’image réciproque de B par f est le sous-ensemble de E défini par
[ (B)={z€E|f(z) € B}.
Relations

Une relation binaire R sur un ensemble E est une propriété vraie pour certains
couples (x,y) de E et fausse pour les autres. Lorsque le couple (z,vy) vérifie la
relation R, on note t'Ry.

Soit R une relation binaire sur un ensemble E. On dit que :
e R est réflexive si, pour tout v € E, Rx;
e R est symétrique si, pour tous x,y € E, tRy = yRzx;
e R est transitive si, pour tous z,y,z € E, xRy et yRz = zRz;
e R est antisymétrique si, pour tous x,y € E, xRy et yRx = © = y.
On appelle relation d’équivalence sur un ensemble toute relation binaire ré-
flexive, symétrique et transitive.

Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E et x© un élément de F.
On appelle classe d’équivalence de x pour la relation R et on note Cl(x) le
sous-ensemble de E constitués des éléments en relation avec x. Autrement dit,

Cl(z) ={y € E, yRx}.

On appelle relation d’ordre sur un ensemble toute relation binaire réflexive,
antisymétrique et transitive.



Techniques
fondamentales
en algebre et analyse

Compléments de calcul algébrique
Sommes et produits finis

Soit (z1) e une suite de nombres réels et n € N un entier naturel. On note

Sn = wmot+xit-tTn=Y = Y. xk la somme des zy
k=0 0<k<n
n
P, = moxzi X -Xzpn= ][] x = I[1 = le produit des xy.
k=0 ke{0,...,n}

Les propriétés d’associativité, commutativité et distributivité de la multiplica-
tion sur I’addition se généralisent aux sommes et produits finis.

n 2 -
Z [a 5 ] —a —a Somme télescopique
ol T Bl = D (ax)ren une suite de réels.
k=0
La somme des n premiers (resp. carrés, cubes d’) entiers est donnée par :

Zkf n+1 Zkg n+1 27’L+1 Zk'g n+1)2.

Coefficients binomiaux

Le produit des n premiers entiers est la factorielle de n. On note n! = H k.

On convient que 0! = 1.

Mathématiques



n!
() = 51—

Les coefficients du bindme sont des entiers naturels qui vérifient les propriétés
suvantes :

M=t =n O=0") CH=0O+0) > (@)=2"

Coefficients du binome

si0 < p<net0sinon. Ofl(np)GZQ.

Formule du bindme de Newton

n
(a+b)" = Z (Z)akbnfk (a,b) € C%etn e N.
k=0
Identité géométrique

n Avec b = 1, on obtient la
ntl _gntl _ kin—k somme des premiers termes
“ b (=) x kz:o ab de la suite géométrique de rai-

= son a.

Systémes d'équations linéaires

L’ensemble S des solutions d’un systéme de n équations linéaires a p inconnues

(S) ne change pas si I’on effectue sur les lignes les opérations élémentaires
suivantes :

e ¢changer I’ordre des lignes L; et Lj, (L; < Lj),
e multiplier la ligne L; par une constante non nulle \; € K*, (L; < \; L;),
e ajouter a la ligne L; un multiple d’une autre L; (i # j), (L; <= L; + A\;L;).
Trigonométrie circulaire

Le cercle trigonométrique

T = (O—/i, O—>M) [27]
e cos(z) = OH, sin(z) = OK
_sin(z) -

e tan(z) = cos(z) AT /
Valeurs remarquables

x 0] n/6 [ w/4 [ n/3 [n/2
sin(z) |0 1/2 [V2/2[+V3/2] 1
cos(z) |1 ]v3/2+v2/2] 1/2 | 0
tan(z) |0 1/V/3] 1 V3

_ Formules fondamentales de trigonométrie circulaire

1

2 .2 2

=letl+t =
cos“(x) + sin”(x) e an”(x) cos2(@)



Propriétés de symétrie

e cos(2mr+x ) = cos(z) e cos(m + x) = —cos(xz) e cos(n/2+ z) = —sin(z)
. s( x) = ( ) e cos(m—x)=—cos(z) e cos(m/2 — x) = sin(z)
. s1n(2 + z) =sin(z) o sin(r + z) = —sin(z) e sin(r/2 + z) = cos(z)
e sin(—x) = — sm( ) e sin(m —z) =sin(z) e sin(r/2 —xz) = cos(x)

Formules d'addition

e cos(a+b) =cosacosb—sinasinb e cos(a—b) = cosacosb+sinasinb
sin(a + b) = sinacosb + cosasinb e sin(a—b) = sinacosb—cosasinb
tana 4+ tanb tana — tanb

t b - t —b -
an(a +b) = 1 —tanatanb * tan(a )= 1+ tanatanb

Formules de duplication

2

e cos(2a) = cos?a —sin?a =1—2sin®a = 2cos?a — 1
e sin(2a) = 2sinacosa o tan(2a) = %
Formules de linéarisation
e cosacosb = 3[cos(a+ b) + cos(a — b)] e cos’a = §[1+ cos(2a)]
e sinasinb = % [cos(a —b) —cos(a+ b)} e sina = % [1 — cos(2a)]
e sinacosb = % [sin(a +b) + sin(a — b)]
Formules de factorisation
® CcOSp+cosq= QCOS%COSL? ® COSpP—COSq = —ZSian;qsinp—;q

. sinp+sinq:2cosp2;qsinp—;q . sinpfsinq:2cos%sinpz;q

Nombres complexes
Notation algébrique des nombres complexes

x = Re (z) est la partie réelle
y = Jm (z) est la partie ima-

Vz € C J(z,y) GRz, z=x+ 1y
ginaire de z.

!

_ / z, 7z sont deux nombres com-

RN N {%ez—fﬁezl i
Jmz=TOmz plexes.

o Le nombre complexe Z = x — iy est le conjugué de z.
o Le nombre réel positif |z| = /22 = /22 + y? est le module de .

Mathématiques



Nombres complexes de module 1

0 eR, e est 1 "exponentielle

i0 _ ¢ o
e’ = cos(f) + isin(f) imaginaire (pure) d’angle 0.
e Pour tout nombre complexe z de module 1, il existe § € R tel que z = "
e Pour tout couple (0, 0') € R? de réels, e’ = ¥’ «— 9 =0 [27]
Reéegle de calcul pour I'exponentielle imaginaire
GO+0)) _ 0 it 0,0") € R?
Formules d'Euler et de Moivre
0 —1i6 6 —10 [
e cosf = % e sinf =<-5— Formules d'Euler
)" = eind Formules de Moivre
cos @ + isin )" = cos(nb) + isinn(h)
Pourtoutd € R,onal+ e =2¢ § % t1—e? =2 sin% ei%
pta Factorisation de somme

e e + el =2cos (E52) ¢
o P — ¢ —2151n(p2q)

Notation exponentielle d'un complexe non nul

e d'exponentielles

o e i0 Forme exponentielle du
Vz € C", 3(p,0) e R xR, z = pe nombre complexe non nul z.

Si z € C* s'écrit z = pe'® alors p est le module de z et 0 est appelé un
argument de z. On note arg (z) un argument quelconque de z.

s =l e
z2=z <+ { arg(z)zarg(zl)pw] (2,2) e C*x C
Exponentielle d'un complexe quelconque

Soit z = x + iy un complexe présenté en notation algébrique. On définit
e = "W = " = e”(cos(y) + isin(y)).
! 2
& % ez’ _ ez—i—z’ (2,2") e C
Racines n-iemes du nhombre complexe 1

wnp est I'exponentielle imagi-

Soitn € N, n > 2. Onnote wy, = e’ . naire d’angle il
n
U, = {wﬁ; keZ}= Uy, est I’ensemble des racines
2 =i -ie "unité
{1, wn, w2, ..., w1} n-iemes de 1’unité.

10



1 k 1 -
it an:() La somme des racines n

2
1+ wn +wp, + iemes de ’unité est nulle.

Racines n-iemes d'un complexe

L’ensemble des n racines n-iemes de a € C* est :

S = {GQun; ke Z} = {Co, Cown, Gowny -+, Cown '}
ga . arg a+27 " . arga+2(n—1)w
= {Wale’ ™ ale T W al € "
ol o est une solution particuliere de 2™ = a, par exemple ¢o = /]a]e’"
Equations polynomiales de degré 2
(a,b,c) € C* xCxC, 4
2 —b+d ) . %
az" +bztc=0 — 2= ——— est ’'une des racines carrées
2a (complexes) de A = b? — 4ac.
Systéme somme-produit
Soit (0, p) € C2. Alors le couple (z1, ) est solution du systéme { 2 ;’; s = ‘;
si et seulement si z; et z2 sont les solutions de 1’équation 22— ozt p=0.

Interprétation géométrique des nombres complexes

Soit R = (O, €1, €2) un repere orthonormé direct.
o Au point M (%)) 5, on associe son affixe, le nombre complexe z = x + iy.
e A z =z + iy, on associe son image dans le plan, le point M(f)R

e L’application z — z + w correspond a la translation du vecteur d’affixe u.

e L’application z — Z correspond a la réflexion par rapport a ’axe des abs-
cisses.
e [’application z — az + b, avec a # 1 correspond a la similitude directe de

centre (2 d’affixe w = %, de rapport |a| et d’angle arg (a).
—a

Généralités sur les fonctions numériques

Symétries

Soit I un intervalle symétrique par rapportaQ et f : I — R. On dit que f est
e paire lorsque pour tout z € I, f(—z) = f(z);
e impaire lorsque pour tout x € I, f(—x) = —f(z).

Soit T € R, une fonction f : I — R est dite périodique de période T lorsque
pourtoutz € Ryxe+T el et f(x+T) = f(z).

"

Mathématiques



Fonctions majorées, minorées, bornées

Soit f : I — R une fonction a valeurs réelles. On dit que f est
e majorée lorsqu’il existe M € R tel que f < M ;

e minorée lorsqu’il existe m € R tel que f > m;

e bornée lorsque f est majorée et minorée.

Fonctions monotones

Soit f : I — R une fonction réelle. On dit que f est

m croissante sur I siV(x1,z2) € I 21 <29 = f(x1) < f(z2);

m décroissante sur I siv(x1,12) € I 21 <29 = f(x1) = f(z2);

m strictement croissante sur I si¥(x1,x2) € I?, 11 < x3 = f(x1) < f(x2);

m strictement décroissante sur I si¥(z1,z2) € 12, x1>x9 = f(x1)> f(2).

Une fonction est dite monotone si elle est croissante ou décroissante sur I. Elle
est dite strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement
décroissante sur I.

Dérivée d'une fonction a valeurs réelles

La fonction f : I — R est dérivable en o € I si lim M
r—a T —a

existe et est
. ! -
finie. En ce cas, on note f'(a) ce réel.

Soit f : I — R une fonction définie sur un intevalle de R, a valeurs dans R.

e On dit que f est dérivable dans I si elle est dérivable en tout point de I. On
note f' : I — R sa fonction dérivée.

e On dit que f est de classe C! dans I si de plus ' : I — R est continue.
Fonction a valeurs complexes

Soit f : I — C une fonction définie sur un intervalle I de R a valeurs dans C.
Pour tout réel = € I, f(zx) s’écrit de maniere unique sous la forme

f(z) = u(z) +iv(z),
ol u et v sont deux fonctions réelles définies sur 1.

Les fonctions u et v sont appelées parties réelle et imaginaire de f. On note
u="%Refetv=Tmf.

Dérivée d'une fonction a valeurs complexes
Une fonction f : I — C est dite dérivable au point a € I si ses parties réelles

et imaginaires u et v le sont. En ce cas f'(a) = u'(a) + iv'(a) est appelé le
nombre ! dérivée de f en a.

1. Complexe.

12



Une fonction f : I — C est dite dérivable dans I (resp. de classe C' sur I) si
ses parties réelles et imaginaires u et v le sont.

Soit a € C1(I,R), f : I — C est définie par z s e*(*).
vezel, f'(z) = a,({p)ea(w) f est de classe C! dans 1.

Lien entre intégrales et primitives

Pour la commodité du lecteur, ce chapitre est regroupé avec les autres chapitres
d’intégration, p.63.

Fonctions usuelles : définitions et propriétés

Fonctions logarithmes
In est l'unique primitive de x — % sur R™ s’annulant en 1.

In est donc dérivable et pour tout z € R**, on a donc In’(z) = l Pour tout
x
couple (z,y) € RT* x RT*,
In(z x y) = In(z) + In(y) Régle de calcul

Soit a €]0,1[U]1,4oc0[, on appelle logarithme de base a la fonction log,, :
R** — R définie pour tout x € R parlog,(z) = In(z)/In(a).

Fonctions exponentielles

La fonction In est une bijection strictement croissante de R™ sur R. Son ap-
plication réciproque, notée exp est appelée fonction exponentielle. 1l s’agit
donc d’une bijection strictement croissante de R sur RT*. Elle vérifie pour
tout couple (x,y) de réels :

zeR ety=exp(z) < ye RT™ etz=In()

La fonction exp est dérivable et pour tout = € R, (exp)’(x) = exp(z). Pour
tout couple (z,y) € R?,

exp(z + y) = exp(z) x exp(y) Regle de calcul

Soit a €]0,1[U]1, +o0], on appelle exponentielle de base a la fonction exp,, :
R — RT* réciproque de log,,. Pour tout (x,y) € RxRT™ onay = exp, (z)<=
z = log, ().

Fonctions puissances

Soit a € R, on appelle puissance d’exposant o la fonction po : RT™* — RT*
définie pour tout x > 0, par pa(x) = 2% = exp(alnz).
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P est dérivable sur RT™* et Vo € R, pl,(z) = az® L. Pour tous (z,y) €
RT* x R™ et (a, B) € R?

oIn(z%) =aln(z) ez*xa’=2>"" Regles de calcul

oz x y* = (ac X y)a ° (a:o‘)ﬁ = goxB

Pour tout z € R, ona e® = exp(z). De méme, si a €]0, 1{U]1, +oo], exp,(z) =
exp(zIna) = a”.

Fonctions hyperboliques

Les fonctions cosinus, sinus et tangente hyperboliques sont définies sur R par :
eF +e " e’ —e " sh(z) e*—e™"
s h@) == esh(@) =——F— e th(@) = oy = G =

On a les relations e = ch (z) + sh (z), e™* = ch (z) —sh ().

e ch : R — R est paire, dérivable et Vz, ch’(z) = sh (z).
e sh : R — R est impaire, dérivable et Vz,sh’(z) = ch ().

e th : R — R est impaire, dérivable et Vz, th'(z) = h27() =1—th?().
ch*(z

Trigonométrie hyperbolique

Pour tout réel z € R,

1 BRelations fondamentales
ch?(z) —sh?(z) =1et 1 —th?(z) = — de trigo hyperbolique
ch“(x)
Les formules de trigonométrie hyperbolique se déduisent des formules de tri-
gonométrie circulaire en changeant les signes des produits de deux sinus.

Fonctions circulaires

e cos est 2m-périodique, paire, dérivable sur R et Vz € R, cos’(z) = — sin(z).
e sin est 27-périodique, impaire, dérivable sur R et Vz € R, sin’(z) = cos(z).
o tan est m-périodique, impaire dérivable sur Dian = R\ {F + km; k € Z} et

V& € Dian, tan’(z) = 1 + tan?(z) = o2 (a)

Trigonométrie circulaire

Pour tout réel z € R,

) ) ) 1 dReIgt_ions_ forlld_amentales
cos in —1et 14tan = e trigo circulaire
(eyisin® () = Tet Lttan® ()= 5 g

Les formules de trigonométrie circulaire sont rappelées a la page 8.
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Fonctions circulaires réciproques

e La fonction restreinte sin| : [—m/2;m/2] — [—1;1] est une bijection stric-
tement croissante et continue. Son application réciproque Arcsin : [—1;1] —
[—m/2; 7 /2] vérifie, pour tout couple (x,t) de réels

te[—m/2;7/2] et x =sin(t) < =z € [-1,1] et t = Arcsin (z)
La fonction Arcsin est strictement croissante et impaire. Elle est continue sur
[~1,1] et dérivable dans | — 1, 1], et Va €] — 1, 1[, Arcsin’(z) =

V1—a?
e La fonction restreinte cos| : [0;m] — [—1;1] est une bijection strictement
décroissante et continue. Son application réciproque Arccos : [—1;1] — [0;7]

vérifie pour tout couple (x,t) de réels
t€[0,7] et . =cos(t) < =z €[-1,1] et t = Arccos (x)

La fonction Arccos est strictement décroissante. Elle est continue sur [—1, 1],

1
dérivable dans | — 1, 1] etVz €] — 1,1[, Arccos’(z) = - ———.
|- L 1[etva €] - 1.1] @)=
Vx € [—1,1], Arcsin (z) + Arccos (z) = g
e La fonction restreinte tan| : | — m/2;m/2[— R est une bijection strictement

croissante et continue. Son application réciproque Arctan : R —] — 7 /2;7/2]
vérifie pour tout couple (x,t) de réels

te€l—m/2,7/2] et x =tan(t) < x € R et t = Arctan (z).
La fonction Arctan est strictement croissante et impaire. Elle est dérivable sur

1
RetVz € R, Arctan’(z) = T2

e Vo € R, Arctan (z) + Arctan (1/x) = 7/2.
e Vx € R™*, Arctan (z) + Arctan (1/z) = —m/2.

Nous devons plutét nous fier
au calcul algébrique gqu'a notre jugement.

Leonhard Euler
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Fonctions usuelles : graphes

Fonctions In, exp et puissances

y=a
a>1

y = log, ()
0<a<l1 320 b 1 2 3

Fonctions hyperboliques directes

3
2

1 y=th(z)
0

0 -3 -—2-1 1 2 3
-2 -1/ 1 2 +
y =sh(z)/-1 -2
-2 -3
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Fonctions circulaires directes

4 5
3 y = tan(z)[| 4
9 3
y = cos(x) y = sin(x) 2
1
0 0
4= = 1 Y T4 T, W
4 0 ‘g\3>g —A-3-2-10 1 4105
2
-2 3
-3 4
4 —5
Fonctions Arccos et Arcsin
4 = Arcsi
y = Arccos (z 4 resin(@)
1
\2\ y = sin(z)
1 0
T 0 s
0 _r T
-2 -1 [0 1 \2\3 4 2 2
-1 y = cos|(x) -1
—2

y = Arctan (x)

1 2 3
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Primitives et équations différentielles linéaires

Equations différentielles linéaires d'ordre n
Soit ag,ai,...,an,b: I — K des fonctions continues sur un intervalle I de R.
On considére les équations différentielles linéaires (EDL) :

(En) 9™ +an_10)y" Y+ a1 (t)y +ao(t)y
(Hn) y™ +an_1(0)y™ ™Y + - +a1(t)y’ + ao(t)y

[
o o
~
~
=

Principe de superposition
Soit f1, f2 : I — K. On suppose que :

e f1 estsolution de 5™ + ap_1 ()y ™Y + -+ ag(t)y = bi(2),
e fyestsolution de 3™ + an_1()y ™Y + -+ ag(t)y = ba(t),

alors f1+ f» est solution de 4™ +a,,_1 (t)y("_l)—l—- < tag(t)y = by (£)+ba(t).

Les solutions de (Fy) sont les fonctions de la forme f = fo + h, ou fj est une
solution particuliere de (Ey) et h est une solution quelconque de (Hy).

EDL d'ordre 1 coefficient continu
Soit a,b : I — K continues sur /. On note
e A: I — K une primitive de a.
e ¢: I — K une primitive de ¢ — b(t)eA(t) sur [.
Onrésout (E1) 3 + a(t)y = b(t) et (H1) v + a(t)y = 0.
Les solutions de (H7) sont les fonctions défi- Résolution de I'équation
nies sur I par h(t) = Ce=4®) ou C € K. homogene
La fonction fo : I — K définie sur [ par Méthode de la variation
fo(t) = c(t)e= 4™ est solution de (Ey). de la constante

est l'unique solution du
Si (to,y0) € I x K, la fonction définie par probléeme de Cauchy

& /
f(6) = [yoe"‘““ + /to b(u)ed™) du} AW { v +Z§% th)

EDL d'ordre 2 a coefficients constants

Soit (a,b) € K?etc: I — K continue. On note (EC) r2+ar+b = 01’équation
caractéristique associée a (F2) y” 4+ ay’ +by = c(t) et (Hz) y” +ay’ +by = 0.
On résout (Hz) en distinguant deux cas (K = C,ou K =R):

Soit (a,b) € C2. On note A le discriminant de (EC). Les solutions i valeurs
complexes de (H2) sont les fonctions définies sur I par

o si A#0,h(t) = Cre™t + Cye™?, o (O, Cy) € C2;
e siA=0,h(t) = (Cy + Cat)e™, ot (C1,Co) € C?;
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en notant (71, r2) ou rg, les racines distinctes ou confondues de (EC).

Soit (a,b) € R2. On note A le discriminant de (EC). Les solutions 4 valeurs
réelles de (H>) sont les fonctions définies sur I par

o siA>0,h(t) = Cre™t + Cye™t, ol (C1,Ca) € R?;

e si A =0,h(t) = (C1 + Cat)e™! on (C1, Co) € R?;

e SiA <O, h(t) =€ [C1 cos(wt) + Casin(wt)] ol (C1,C2) € RZ;

en notant respectivement (71, r2) les racines réelles distinctes, ¢ la racine réelle
double, r + 7w les racines complexes et conjuguées de (EC).

En ce qui concerne 1’équation compléte (E2), elle admet toujours des solutions.
On trouve une solution particuliére en imitant le second membre c :

e sic(t) = Pn(t), (E2) aune solution de la forme Q. (¢) lorsque b # 0, de la
forme t Qm (t) sia # 0 et b =0, de la forme t2Qy, (t) sinon;

e sic(t) = Pm(t)e™, (E2) a une solution de la forme Qum (&) e™ si o n’est
pas racine de (EC), de la forme t Q, (t) e** si « est racine simple de (EC) et
de la forme t2Qyn (t) et sinon;

e sic(t) = Pm(t) cos(wt) ou c¢(t) = Pp(t) sin(wt), une solution a valeurs
réelles de (E3) est obtenue en prenant la partie réelle (ou imaginaire) d’une
solution de (E2) v + ay’ + by = P (t) €™

en notant ici P, (t) et Qm (t) désignent des polyndmes de degré m.

Le problen?le de/ Cauchy d'ordre 2 (a,b) € K2 ¢ : I — K une
(S) Yy +ay + by 5 c(t) , fonction continue, ty € I et
y(to) = yo et ¥'(to) = o (yo, vb) € K2
possede une unique solution.
Les mathématiques ne sont pas
une maindre immensité que la mer.
Victor Hugo

19

Mathématiques



Fonction

Primitives des fonctions usuelles

Primitives

xa+1

a+1+C

In(|z]) + C
zln(z) —z+C
sin(z) + C
—cos(z) + C
—In(|cosz|) + C
e +C
sh(z)+C
ch(z)+C
In(chz) 4+ C
Arctan (z) + C

1
+:c‘+c
1—=x

1
jln

Arcsin (z) + C

In(jlz + Va2 — 1)+ C
In(z+vV1+a22)+C

20

Intervalle de validité

ICRsiaeN

IcCR™oul cR*sia e Z~
ICR™siaeR\Z

ICR™oulcR™
ICRT™

ICR

ICR

I C Dtan

ICcR

ICR

ICcR

ICcR

ICR

I c R\ {+1}
Ic-1,1]
IC]—oo,—1[oul C|1,+4o0]

ICR



Analyse 1

Mathématiques

Nombres réels et suites numériques
R est un ensemble totalement ordonné
La relation < vérifie les propriétés suivantes :
e réflexivité : Vx e R, z <z
r)=>x =y
o transitivité : V(z,y,2) e R3, (z <yety < 2) = (z < 2).
On dit que < est une relation d’ordre dans R. De plus, cet ordre est total car

e antisymétrie : V(z,y) e R?, (z <yety <
< <

e ordre total : V(z,y) € R?, (z <youy < x).
On note x < y larelation z < y et © # y.
S()):i (z,y) € R? telque z < y,alorsVt € R,z +t <y+tetVt e RT™ zt <
Yyt
o V(x,y) € ]Rz, |z +y| < |z + |yl Inégalités triangulaires
o V(z,y) €R?, |z —y| > ||| - |yl|
Parties majorées, minorées, bornées

Soit A C Retx € R. On dit que :

e x est un majorant de AsiVa € Aja < x;

e 1 est un minorant de A siVa € A,a > x;

o 1z est le plus grand élément de A(max(A)) s’il est élément et majorant de

>

o z est le plus petit élément de A (min(A)) s’il est élément et minorant de A.

o A est majorée si elle a un majorant : AM € R, Va € A,a < M.

e A est minorée si elle a un minorant : Im € R,Va € A;a > m.

o A est bornée si elle est minorée et majorée : AM € R, Va € A,|a| < M.
On note Maj (A) et Min (A) les ensembles de majorants et de minorants de A.
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Bornes supérieure, inférieure

o S’il existe, le plus petit majorant de A est appelé la borne supérieure de A.
o S’il existe, le plus grand minorant de A est appelé la borne inférieure de A.
Si ces bornes existent, on note sup A = min Maj (A) et inf A = max Min (A).

Soit A C R une partie non vide. o
. ) _ Propriétés des bornes su-
e A aune borne supérieure si A est majorée. périeure et inférieure

e A aune borne inférieure si A est minorée.
Soit A C R une partie non vide et majorée de R, o € R.

Va € A, aa Caractérisation de |la

a=sup A <— 2
p Ve>0, Ja€ A, a—e< a<a borne supérieure
Soit A C R une partie non vide et minorée de R, o € R.

Va € A, a<a Caractérisation de la

a=infA<—= 5
Ve>0, Ja€ A, a<a <ate borne inférieure

__ Conséquences de la propriété de la borne supérieure

Une partie C de R est dite convexe si¥(a,b) € R?, (a,b) € C* = [a,b] C C.
Les parties convexes de R sont les intervalles.
Ve>0,YaeR,IneN, ne >a Propriété d'Archiméde

Soit z € R. Il existe un unique entier relatif  paptie entiere d'un réel
ne€Ztelquen <z <n+1,onlenote |z|.

Soit (z,y) € R? tel que = < y.
e IreQ z<r<y. tIi)ensil:é des r‘lationne|s et
e XeR\Q, z<E<y. es irrationnels

Suites réelles et ordre

Une suite de réels est une application u : N — R. L’image de n est notée plutot
un. L’ensemble des suites de réels est noté RY.

o v est croissante siVn € N, up < tpy1.

e v est strictement croissante si Vn € N, uy, < up41.

e u est décroissante (resp. strictement décroissante) si —u est croissante (resp.
strictement croissante).

e u est minorée, majorée ou bornée si ’ensemble A = {un, n € N} Uest.

e Siu est majorée (resp. minorée), on note sup un, = sup{un, n € N}, resp.
infuy, = inf{un, n € N}.

22



Limites de suites de réels

Soit u € RN une suite de nombres réels et £ € R. On dit que
e w converge vers ( siVe > 0,3ng € N,Vn €N, (n > ng = |un — |

Mathématiques

<e)
o udiverge vers +oo siVA € R,3ng € N,Vn € N, (n = ng = (un > A)).
e udiverge vers —oo siVA € R,3ng € N,Vn € N, (n = ng = (un < A))

On note ces relations lim un, =4, lim un, = +ococou lim wun = —oo.
n—-+4oo n—-+oo n—-+oo

En outre, on note  lim wup =07 si lm  wup = 0 ef uy, est strictement posi-
n—-+4oo n—-4oo

tif a partir d’un certain rang. Onnote R = R U {£o0}. Soit (£,¢') € R?.

ouy, —— /£

ou (e g | == 4 Unicité de la limite
" n—oo

Compatibilité limites et inégalités

u € RY est dite convergente si elle converge vers un réel et divergente sinon.
Soit u et v deux suites de réels convergentes.

e Si limu, < limwy, alors il existe ng € N tel que Vn > ng, un, < vn.

e S’il existe ng € N tel que Vn > ng, un, < vp, alors limuy, < limwy,.

En particulier, toute suite convergente est bornée.
Opérations sur les limites

Soit u,v € RN telles que lim un, =/¢€Ret lim v, =¢ € Ret\ € R*.

n—+oo n—-+oo
o lim |un| = o lim wupxv,=€x/{
— 400 n—-+4oo
li . =\ i i =
. nJToo)\ un = AL e Sil #0, alors nll)rfm 1/un =1/¢
o lim upn+wvn=~L+7 e Si¢=0T,alors lim 1/un = 40
n—4o0o n—-+o0o

pourvu que les opérations ci-dessus soient bien définies dans R.

0 o . indé iné
00 — 00, 0 X oo, 0" o ne sont pas définies. Formes indéterminées
o0

Limites des suites extraites

Soit u,v deux suites de réels. On dit que v = (vn)neN est une suite extraite
de la suite w = (un)nen il existe une application ¢ : N — N strictement

croissante telle que V'n € N, v, = Uip(n)-

Si u a pour limite ¢ € R, alors toute suite extraite de w a pour limite £.
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Existence de limite par comparaison, encadrement _______

Soit u, v, w des suites de réels, £ un réel.

) lim wu, =0 .
Si ¢ n—+oo alors v converge et lim v, =0.
Vn € N, |on| < |un| n—+00
. lim wup,= lim w,=4¢ .
Si ¢ n—+oo n—-+oo alors v converge et lim v, = /.
YneN, un <ovn < wn n—r+o0
) lim wp =400 . .
Si { n—+too alors v diverge et lim v, = +o0.
Vn eN, vy = un n—+o00

Théoréme de la limite monotone

Soit (un) € RY une suite monotone. Alors

Lorsque u n’est pas mono-

w est convergente <= wu est bornée. tone, I'implication = sub-
siste.

e Soit u une suite croissante de nombres réels.

» Siu est majorée, alors u est convergente et lim uy, = sup,, un.

» Si u n’est pas majorée alors u est divergente vers +oo : lim uy, = +o0.
e Soit u une suite décroissante de nombres réels.

» Si u est minorée, alors u est convergente et lim u,, = infy, up.

» Siu n’est pas minorée alors u est divergente vers —oo : lim up, = —oo.

Convergence des suites adjacentes

Soit (u,v) € (RY)2. Les suites u et v sont dites adjacentes si
o [’une est croissante et [’autre décroissante,
e (un — vn)nen est convergente de limite nulle.

Si (un) et (vn) N\ de limite

Deux suites adjacentes u et v sont conver- commune £, alors

gentes et ont méme limite. )
V(n,p) eN ; Un < 4 < Up.-

Théoréme de Bolzano-\Weierstrass

Soit (un)nen une suite bornée de nombres  pe toute suite bornée, on
réels. Il existe £ € Ret ¢ : N — N, une peut extraire une sous-suite
application strictement croissante, telles que  convergente.
lim uw(k) =/.
k—+o0

Traductions séquentielles

A est dense dans R si et seulement si Caractérisation séquen-
V2 e R, Ian)nen € AY; lim an, =¢  tielle de la densité

li
n—-+4oo
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Soit z € R un réel. On note pour n € N, p,, = Uloo,f” etqn = %.

Les suites (pn) et (¢n) sont adjacentes de limite commune z. En conséquence,
les ensembles ID des nombres décimaux et (Q des nombres rationnels sont denses
dans R.

) ) ) Traduction séquentielle de
Il existe une suite (an) d’éléments de A telle |3 borne supérieure d'une

que nll)l}rloo an = sup(4A). partie non vide et majorée

Suites de référence
Suites géométriques

Soit u la suite géométrique de raison q de premier terme ug : un = ugq".
(un) est convergente <= |q| < loug=1.
n
La suite des sommes partielles (Sy) est définie par Vn € N, S;, = Z U.

k=0
uo

(Sn) est convergente <= |g| < letdanscecas lim S, = .
n—-4o0o 1-— q

Suites arithmético-géométriques
Soit (a,b) € R? tel que a # 1 et b # 0. La suite u la suite donnée par ug € R
etVn € Nyupy1 = aun + b est une suite arithmético-géométrique.

Soit r tel que » = ar + b. La suite (vn) = (un — r) est géométrique de raison
a.

Suites récurrentes linéaires d'ordre 2
Soit (a,b) € R* x R*. Une suite (un) vérifiant Vn € N, up 4o = auny41 + bun
est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 (RL2).
Soit u une suite RL2. On note A le discriminant de I’équation caractéristique
(EC): 2 —ar—b=0
e Si A > 0, (EC) adeux racines réelles distinctes, notées 71, r2.
31\, p) € R? tel que Vn € N, un = Arf? +
e Si A =0, (EC) a une racine réelle double, notée r¢.
JIA, ) € R? tel que Vn € N, up = A\rll +n purd
e Si A <0, (EC) a deux racines complexes conjuguées, notées r = pe®*.
J1(\, p) € R? tel que Vn € N, up, = p (A cosnb + psinnb)
Suites récurrentes u,4+1 = f(un)
Etant donné une fonction f : I — I, définie sur un intervalle I a valeurs dans
ce méme intervalle I, et a € I, il existe une suite (u,) € RY, unique telle que

Uug = a
{ vn €N, upt1 = f(un)
De plus, (un) € IV est une suite d’éléments de 1.
e On suppose que f —id : I — R est de signe constant sur /.
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» Si f — id est positive sur I, alors (up) est croissante.

» Si f — id est négative sur I, alors (up) est décroissante.
e On suppose que f est monotone.

» Si f est croissante sur [ alors (uy) est monotone.

» Si f est décroissante sur I alors (ug,) et (ugn+1) sont monotones et de
monotonies contraires.

e On suppose que f est continue. Si lim wu, = £ € T U {#o00}, alors £ est
n——+oo

une extrémité ouverte de I ou bien une solution dans I de I’équation : f(x) = z.

e On suppose que f est lipschitzienne de constante k €]0, 1[, £ un point fixe de
f. Alors (up) est convergente de limite £ et Vn € N, ]un — €| < k”|u0 — €|.

Limites de fonctions
Notions de limites de fonctions

Soit I un intervalle de R. On note :

° q e;, si a est un point de I, mais pas une extrémité de I ;

e a € I, siaestun élément de I ou une extrémité réelle de I ;

o a € TU{+co} si a est un point ou une extrémité éventuellement infinie de 1.
Soit f: T =+ R,acl,/cR.

° ;gr}lf(a:) =/0siVe>0,In>0,Vz el, (lx—a| <n=|f(z)— £ <e&).

o lim f(z) =+4cosiVAeR,In>0,Vz e, (|z—al] <n= f(z) > A).

r—a
e lim f(z)={siVe>0,ABeR,Vzel, (x> B=|f(z)—¢ <Le).
xr——+00
e lim f(z)=40siVAcR,IBeRVx eI, (x > B= f(x) > A).
xr——+00

Sia €1, onnote lim f(x) = Csi lim f(x) =4, o
r—a

T—a~ = fl]ﬁ]—oo,a['

lim f(@) = ¢ <= lim f(z)= lim_f(z) ="~

Propriétés des fonctions possédant une limite
Soit f: I = R, a € TU{+o0}, 4, ¢ € R.

fl@) —=¢ , Unicité de Ia limi
(@) - 7 = (=1. nicité de la limite

Les assertions suivantes sont équivalentes :

ﬂ o %1_131 flz) =12 Caractérisation séquen-
eVue IV limu, = a = lim f(un) = ¢ tielle de la limite
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Compatibilité limite et inégalités

Soit f,g: I — Rtelles que lim f(z) = ¢et lim g(z) =, a € T U {+oo}.
r—a Tr—a
e Si lim f(z) < lim g(x), alors f < g dans un voisinage de a.
r—ra r—ra

e Si f < g au voisinage de a, alors lim f(z) < lim g(x).
r—a Tr—a

Si lim f(z) € R, alors f est bornée au voisinage de a.
r—a

Opérations sur les limites

o lim |f(x)| = || o lim f(x) x g(z) = x (
. :ggnbAf(x):AE e sil#0, ligl 1/f(z)=1/¢
. g}igb(f(zwg(m)):uz’ o sif=0", lim 1/f(x) = +o0

Pourvu que ces opérations aient un sens dans R.
Encadrement, comparaison

: Ve el, g(z)| < [f(2)] .
e Si ggag(x) =0 alors g}l_rg f(x) =0.
. V'xe[,fm)ég(x) ] B
e Si jr11_][2[}1]0(%) =400 alors a}% g(z) = +o0.
- Ve €1, f(z) < g(z) < h(z) ,
o Si lim f(z) = £ et lim h(z)=¢ alors  lim g(z) = L.
r—a a

Changement de variable

Soit f: I - Retg:J— Rtellesque f(I) C J.
{ lim f(z) =b
Sl r—a

lim g(y) = ¢ alors  lim go f(z) = (.
y—b

Cas des fonctions monotones

Soit (a,b) € R? tel que a < bet f :Ja, b[— R une application monotone. Alors
e Si f est croissante, alors

» [ posséde une limite dans Ren a et lim f(z) = inf f(z),
a z€]a,b|

» f posséde une limite dans Reen b et lim f(z) = sup f(x).
b z€a,b]

e Si f est décroissante, alors

» [ posséde une limite dans R en a et lim f(z) = sup f(z),
a z€Ja,b|

» f posséde une limite dans R en betlim f(z) = inf f(x).
b z€a,b|
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De plus f admet des limites finies a gauche et a droite en tout point ¢ €]a, b[ :
e Si f est croissante, alors lim f(z) < f(c) < lir+n fx).
cT C

e Si f est décroissante, alors 1i§rn f(z) < f(e) < lim f(z).

Limites usuelles
Limites des fonctions usuelles

Soit v € RT*,
e lim In(z) =—-oc0 e lim exp(z)=0 e lim pa(xz)=0
r—0+ r——00 z—0t
e lim In(z)=+40c0 e lim exp(z) =+oc0 e lim pq(z) =400
r—+00 r—+00 r—+00

___ Croissances comparées des fonctions usuelles

Soit (e, 8,7) eR3 telque « > 0,58 > 0,v > 0.

(Inz)™ %

e lim =0 e lim —— =0 e lim |z|% " =0
z——4oo B rz—+oo VT T——00
e lim z°(|lnz))® =0
z—0t
Autres limites usuelles
o lim sin(z) =1 elim tan(z) =1 e lim In(1 +z) =1
x—0 zx x—0 x z—0 x
.hme—lzl .hmM:,E .hmim_x_l:}
x—0 T x—0 $2 2 x—0 T 2

Fonctions continues sur un intervalle
Notions de continuité

Soit f: I — Reta € I. Ondit que

e [ est continue au point a silim, f(z) = f(a);

e [ est continue a gauche en a silim,— f(z) = f(a);

e [ est continue sur I si [ est continue en tout point de I.

Soit f : I\ {a} — R. On dit que f est prolongeable par continuité au point
a si f admet une limite finie { en a.Le prolongement continu de f en a est la

fonction f : I — R définie par :
Ve el, f(x):{ flx) siz#a

{siz=a

__ Propriétés des fonctions continues sur un intervalle

Soit f,g : I — R h : J — R. On suppose que h (resp. f,g) est continue sur
J (resp. I) et que f(I) C J. Alors les fonctions Af, f + g, f X get ho f sont

continues sur I. Si de plus f ne s’annule pas, alors 1/ f est continue sur I.
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Théoréme des valeurs intermédiaires

Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I de R. Pour tout couple
(a,b) € I?, f atteint toute valeur ~ intermédiaire entre f(a) et f(b) :

(V(a, b) € 12, Wy € R) , (7 € f(a), f0)] = Feel, fle)= ’y.)

Mathématiques

Si de plus f est strictement monotone sur un intervalle I de R, alors pour toute
valeur v, intermédiaire entre f(a) et f(b), il existe un unique élément ¢ € I tel

que f(c) = .
Théoréme des bornes atteintes

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b] (a < b). Alors f est bornée
et atteint ses bornes. Plus précisément, il existe a, 8 € [a, b] tels que

Vo € [a,b],  fla) < f(z) < F(B).

Théoreme de la bijection bicontinue

Soit f : I — R une application continue et strictement monotone sur I. Alors
J = f(I) estun intervalle et f réalise une bijection de I sur J. De plus :

e f71:J — I est strictement monotone, de méme monotonie que f.
e 1. J — Iestcontinue de J sur I.

Soit f : T — R une fonction continue et injective. Alors f est strictement
monotone.

Continuité uniforme

Soit f : I — R une fonction, k € RY. On dit que
e [ estlipschitzienne de constante k, si¥(x,y) € 12, |f(z)—f(y)| < k|z—y].

o [ est uniformément continue sur I (UCI) si :
Ve >0,3n > 0,¥(z,y) € I, |z —y| <n = |f(2) - fy)l < e

f lipschitzienne = f UCI = f continue sur I Les réciproques sont fausses !

Théoréme de Heine

Si f : [a, b] — R est continue alors f est uniformément continue sur [a, b].

Dérivation
Dérivabilité
Soit f: I - R, a € I. f estdérivable en a si M a une limite finie en
a. En ce cas, f'(a) = lim f@) = f(a) est le nombre dérivé de | en a.
r#a T —a

r—ra
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Si f est dérivable au point a, alors Développement limité a

f(@) = f(a)+ f'(a) - (x —a) + Iga(m —a) E%rr“(ijvgebh;l d'une fonction

Si f : I — R est dérivable au point a € I, La réciproque est fausse !
alors f est continue au point a.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b], dérivable dans ]a, b]. Si
lim f'(x) = £ € R, alors f est dérivable en a et f'(a) = lim = .

r—at r—at

Soit f, g : I — R dérivables sur I. Alors

e \-f4+pu-gestdérivableet (A- f4+pu-g)=A-f +p-g';

o fxgestdérivableet (f x g)' = f' x g+ f x¢’;

e si g ne s’annule pas, g est dérivable et (g)' = W.

Si f est dérivable dans I, g est dérivable dans J et f(I) C J, alors g o f est
dérivable et

r_ ! Régle de dérivation en
(gof) =gofxf cheine
Soit f : I — J une bijection continue de I’intervalle I sur I’intervalle J. Si f
est dérivable si f’ ne s’annule pas dans I, alors f 1. J = I est dérivable et

—1y/ 1 Dérivée d'une bijection ré-
(f ) T flofl ciproque

Extremums locaux d'une fonction dérivable

Soit f : I — Reta € I. On dit que f présente un

o max local en a s’il existe un voisinage V de a tel que Vx € V, f(z) < f(a),

e min local en a s’il existe un voisinage V de a tel que Vx € V, f(z) = f(a),

o extremum local en a si elle possede un maximum ou un minimum local en a.
o

Soit f : I — R une fonction dérivable sur I, et a €].

. Condition nécessaire d'ex-
Si f aun extremum local en a, alors f/(a)=0. trémalite

Lorsque f'(a) = 0, on dit que a est un point critique de f.

Théoréme de Rolle
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable dans |a, b].

Si f(a) = f(b), alors il existe ¢ €]a, b] tel que f'(c) = 0.
Théoremes des accroissements finis (TAF)

Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable dans ]a, b].

f(®) = Cfl”(a) — (o) Egalité des AF

dc €]a, b], tel que

b
SiVz €]a,b],m < f'(z) < M, alors Inégalité des AF
m-(b—a) < F(b)~ f(a) < M- (b~ a)



Si f : I — R est dérivable dans T et s’il existe k € R™ tel que | f'| < k, alors f
est k-lipschitzienne.

Limite de la dérivée

f(z)—f(a) _y f I — R continue dans I,

Si lim f'(x)=¢, alors lim dérivable dans T \ {a} et £ €
TH#a z#a T —a =
r—a r—a R

En particulier, si £ € R, f est dérivable en a et f'(a) = li;én f(z) =12
TFa
r—a

Fonctions monotones dérivables

Soit f : I — R une fonction dérivable sur un intervalle non trivial I.

e f croissante sur I si et seulement si ' > 0. Elle est strictement croissante si
de plus f’ ne s’annule sur aucun sous-intervalle non trivial de I.

o f décroissante sur I si et seulement si f' < 0. Elle est strictement décrois-
sante si de plus f’ ne s’annule sur aucun sous-intervalle non trivial de I.

Fonctions de classe C"

Soit f : I — R, on définit les dérivées d’ordre 0,1,...,n,... de | lorsqu’elles
existent par f(o) = f et pour tout entier n € N, si f(") existe et est dérivable
dans I, on pose f(" 1) = (f(”))/.

Si f admet une dérivée n'®" continue dans I, on dit que f est de classe C". On
note C"(1,R) I’ensemble des fonctions de classe C™ sur I.

Soit f,g : I — R, h : J — R. On suppose que h (resp. f, g) est de classe C"
sur J (resp I) et que f(I) C J. Alors les fonctions Af, f+ g, f x g, 1/f (si
f ne s’annule pas) et h o f sont de classe C" sur I. Side plus f : I — J est
bijective et f’ ne s’annule pas dans I, alors f ! est de classe C" sur I.

(Fxg)™ =3 @) r® x gnh Formule de Leibniz
k=0
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Dérivées des fonctions usuelles
En notant p,, la fonction puissance a-ieme (z — %), nous avons :

Dérivée Intervalle Parameétres
exp’(z) = €* z€eR
I (z) = é z € R
Palz) = az®! x €]0, +oo] aeR
sin’(z) = cos(x) zeR
cos'(z) = —sin(x) z€eR
tan’(z) = 1 + tan2(z) = COS;(I) vel— T4 km T k| keZ
ch’(z) = sh (z) zeR
sh’(z) = ch () zeR
th'(z) =1 — th2(z) = —5 zeR
- . ch*(z)
Arcsin /(a:) = \/1?%2 z €] —1,1]
Arccos (a:):—\/lﬁ z€l—1,1]
Arctan’(z) = T2 zeR
Convexité

Définition et caractérisations
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R.

On dit que f est convexe sur I si :
V(z,y) € I, YA € [0,1], £((1 =Nz +Xxy) < (1= Nf(2) + A ()
f est dite concave sur I si — [ est convexe.

e Si f est de classe C!, f est convexe sur I

ssi ' : I — R est croissante sur I. Caractérisations des
) 5 fonctions convexes
e Si f est de classe C*, f est convexe sur [

ssi f"" . T — R est positive sur T
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Inégalités de convexité

Soit f : I — R une fonction convexe. Soit (a1,...,an) € I, (A1,..., n) €
(R+)n tels que Ay + - - - + Ap = 1, alors

FOxiai) <7 Nif(a) Inégalité de Jensen
=1 (=i

Siplus f: I — Rest de classe C1. Alors

Inégalité des tangentes

D) / le graphe de f est situé au-
> - grap
V(a,z) € I, f(x) = f(a) + [ (a)(z —a) dessus de ses tangentes.

Lessence des mathématiques, c'est la liberté.

Georg Cantor
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Algebre générale

Entiers relatifs, arithmétique

Division euclidienne dans Z

Soit (a,b) € Z x N*. 1l existe un unique couple (¢,7) € Z? tel que

g et r sont le quotient et

bq +g le reste de la division eucli-
r< dienne de a par b.

o a=
e 0K

PGCD, PPCM de deux entiers

Soit (a,b) € Z* un couple d’entiers relatifs.

e Si(a,b) # (0,0), on note a A\ b le plus grand diviseur commun a a et b. On
convient que 0 A 0 = 0.

e Sia #0etb+# 0, onnote aVb le plus petit entier strictement positif, multiple
commun de a etb. Sia =0 ou b =0, on convient que a vV b = 0.

Entiers premiers entre eux, théoréme de Bezout

Soit (a,b) € Z2. a et b sont dits premiers entre eux si PGCD(a,b) = 1.

a et b sont premiers entre eux <= I(u,v) € Z%, au+ bv = 1.

Soit ay,as,...,an des entiers non tous nuls. L’ensemble des diviseurs com-
muns a ay, ag, ..., an admet un plus grand élément, appelé plus grand com-
mun diviseur et noté PGCD(ay, a2, ...,an).

Soit (a1,...,an) € Z", d = PGCD(ay,...,an). Alors il existe des entiers
Uy, ug,...,un tels que d = ajuy + agug + - - - + apun.

Théoréme de Gauss

o a | be 3
. a/\L 1) =alc (a,b,¢) € Z

Nombres premiers

On appelle nombre premier tout entier naturel p > 2 dont les seuls diviseurs
dans N sont 1 et p lui-méme. Un entier naturel n > 2 qui n’est pas premier est
dit composé. On note B I’ensemble des nombres premiers.
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