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Avant-propos

La réussite en prépa nécessite une acquisition solide des connaissances 
et une capacité à les mettre en réseau ; elle exige par ailleurs d’en avoir une 
vision claire et de savoir les mobiliser rapidement. Les ouvrages de la collec-
tion Prépas Sciences Maths, Physique-Chimie et Sciences industrielles de 
l’ingénieur (SII), répondent au premier besoin. Ce formulaire vous permettra 
de satisfaire à la deuxième exigence.

C’est en effet un mémento synthétisant le cours de manière claire et 
concise : définitions, lois, théorèmes, propriétés et schémas à connaître. Les 
formules principales sont mises en valeur par un encadrement sur une trame 
grisée. L’ouvrage couvre les deux années et permet de les visualiser en un 
clin d’œil.

Aucune démonstration n’est faite, aucun exemple n’est proposé, car l’unique 
objectif est de retrouver le plus vite possible la définition ou la propriété 
cherchée.

Ce formulaire est structuré en deux grandes parties correspondant aux 
programmes respectifs des deux années. Dans chacune d’elles, vous trou-
verez successivement les mathématiques, la physique-chimie, les sciences 
industrielles de l’ingénieur (SII). Les notions sont présentées par thèmes dans 
l’ordre approximatif du programme, pour faciliter la recherche.

Un index très précis en fin d’ouvrage permettent de trouver rapidement 
et sans hésitation la notion cherchée. Ainsi, ce formulaire sera le compagnon 
idéal pour la préparation des colles, la résolution des exercices et des problèmes 
mais surtout pour accompagner les révisions avant les concours.

Bertrand Hauchecorne
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Quelques-uns ont donné le nom de mathématiques 
à la magie parce que par le moyen des mathématiques, 

on fait des choses si surprenantes  
que le peuple croit qu'il y a magie.

Antoine Furetière



Raisonnement et voca-
bulaire ensembliste

Logique

Assertions

Une assertion mathématique est une application d’un ensemble de variables,
à valeurs dans l’ensemble à deux éléments {V, F}. Une assertion P : E →
{V, F} est aussi appelée une propriété des éléments de E.

Connecteurs logiques élémentaires

La négation, la disjonction, la conjonction, l’implication et l’équivalence de
deux assertions sont définies par leurs tables de vérité :

P Q non P P ou Q P et Q P ⇒ Q P ⇐⇒ Q

V V F V V V V

V F F V F F F

F V V V F V F

F F V F F V V

Propriétés des connecteurs logiques élémentaires

• P ouQ ⇐⇒ QouP
• P etQ ⇐⇒ QetP

P , Q et R trois assertions. La
conjonction et la disjonction
sont commutatives.

• (P ouQ) ouR ⇐⇒ P ou (QouR)
• (P etQ) etR ⇐⇒ P et (QetR)

La conjonction et la disjonc-
tion sont associatives.

• P et (QouR) ⇐⇒ (P etQ) ou (P etR)
• P ou (QetR) ⇐⇒ (P ouR) et (P ouR)

La conjonction et la disjonc-
tion sont distributives l’une
sur l’autre.
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• P ⇐⇒ non(nonP )
• non(P ou Q) ⇐⇒ (non P et non Q)
• non(P et Q) ⇐⇒ (non P ou non Q)

Les deux dernières assertions
sont les lois de Morgan.

Quantificateurs

Les propriétés d’un ensemble E sont de l’un des deux types suivants :
• Existentiel : il existe un élément de E vérifiant P . On note ∃x ∈ E P (x).
• Universel : tous les éléments de E vérifient P . On note ∀x ∈ E P (x).

S’il existe un unique élément de E vérifiant P , on note ∃! x ∈ E, P (x).

Règles de calcul pour les quantificateurs

• non
(
∃x ∈ E; P (x)

)
⇐⇒

(
∀x ∈ E, non P (x)

)

• non
(
∀x ∈ E, P (x)

)
⇐⇒

(
∃x ∈ E; non P (x)

)
• ∀x ∈ E, ∀y ∈ F, P (x, y) ⇐⇒ ∀y ∈ F, ∀x ∈ E ,P (x, y)

• ∃x ∈ E, ∃y ∈ F, P (x, y) ⇐⇒ ∃y ∈ F, ∃x ∈ E ,P (x, y)

Stratégies pour une implication
������

• P ⇒ Q
• (nonP ) ou Q
• nonQ ⇒ nonP
• non

[
P et nonQ

]
.

Ces équivalences sont utiles
pour démontrer P ⇒ Q par
contraposée, ou par l’absurde.

Théorème de récurrence simple
Soit P une propriété des éléments de N, et n0 ∈ N.

∀n ⩾ n0,P(n) ⇐⇒
{

P(n0) est vraie
(∀n ⩾ n0),

(
P(n) ⇒ P(n+ 1)

)

Théorème de récurrence double

∀n ⩾ n0,P(n) ⇐⇒
{

P(n0) et P(n0 + 1) sont vraies
(∀n ⩾ n0),

(
P(n) et P(n+ 1) ⇒ P(n+ 2)

)

Théorème de récurrence forte

∀n ⩾ n0,P(n) ⇐⇒
{

P(n0) est vraie
(∀n ⩾ n0),

(
P(n0) et · · · et P(n)

)
⇒ P(n+ 1)

Ensembles
Parties d'un ensemble

E un ensemble, A,B,C des parties de E. On dit que
• A est inclus dans B (A ⊂ B) si tout élément de A appartient à B.
• A et B sont égaux (A = B), lorsque A ⊂ B et B ⊂ A.
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Opérations élémentaires sur les parties

• A ∪B = {x ∈ E| x ∈ A ou x ∈ B} est la réunion de A et B.
• A ∩B = {x ∈ E| x ∈ A et x ∈ B} est l’intersection de A et B.

• ∁EA = {x ∈ E| x /∈ A}, est le complémentaire de A dans E.
• A \B = {x ∈ E| x ∈ A et x /∈ B} est la différence de A et B.

Propriétés des opérations élémentaires
• L’intersection est distributive sur la réunion : A∩(B∪C) = (A∩B)∪(A∩C).

• La réunion est distributive sur l’intersection : A∪(B∩C) = (A∪B)∩(A∪C).

• ∁E(A ∪B) = (∁EA) ∩ (∁EB)

• ∁E(A ∩B) = (∁EA) ∪ (∁EB)

Lois de Morgan

Fonction indicatrice d'une partie
Pour tout x ∈ E, on note

1A(x) =
{

1 si x ∈ A
0 si x /∈ A .

1A : E → {0, 1} est la fonc-
tion indicatrice de A

• 1∁EA = 1− 1A
• 1A∩B = 1A 1B

• 1A\B = 1A (1− 1B)

• 1A∪B = 1A + 1B − 1A 1B

Produit cartésien de deux ensembles

Soit E, F deux ensembles, le produit cartésien de E et F est l’ensemble défini
par E × F = {(x, y) ; x ∈ E, y ∈ F}. L’égalité de deux couples (x, y) et

(x′, y′) est définie par (x, y) = (x′, y′) ⇐⇒
{

x = x′
y = y′

Applications
Application injective, surjective

Une application f : E → F est dite :

• injective si
(
∀(x, x′) ∈ E × E

)
,
(
f(x) = f(x′) ⇒ x = x′

)
;

• surjective si (∀y ∈ F ), (∃x ∈ E) ; y = f(x).

Composée d'applications et injectivité, surjectivité

Soit f : E → F , g : F → G deux applications.
• f et g injectives ⇒ g ◦ f injective.
• f et g surjectives ⇒ g ◦ f surjective.

• g ◦ f injective ⇒ f injective.
• g ◦ f surjective ⇒ g surjective.
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Application bijective

Une application f : E → F est dite bijective si elle est à la fois injective et
surjective, i.e. (∀y ∈ F ), (∃!x ∈ E) ; y = f(x).

Application réciproque d'une bijection

Soit f : E → F une bijection. On définit une application f−1 : F → E, appe-
lée application réciproque de f , par

∀(x, y) ∈ E × F,
{

y ∈ F
x = f−1(y)

⇐⇒
{

x ∈ E
y = f(x)

f bijective ⇐⇒ ∃g : F → E
f ◦ g = idF
g ◦ f = idE

En ce cas, g = f−1 est l’ap-
plication réciproque de f .

Composée de bijections
Soit f : E → F et g : F → G deux applications.

f et g bijectives ⇒ g ◦ f bijective et (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1

Image directe et image réciproque d'une partie

Soit f : E → F une application, A ⊂ E, B ⊂ F .
• L’image directe de A par f est le sous-ensemble de F défini par

f(A) = {f(x) ; x ∈ A} = {y ∈ F | ∃x ∈ A; y = f(x)}.
• L’image réciproque de B par f est le sous-ensemble de E défini par

f̄
1

(B) = {x ∈ E | f(x) ∈ B}.
Relations

Une relation binaire R sur un ensemble E est une propriété vraie pour certains
couples (x, y) de E et fausse pour les autres. Lorsque le couple (x, y) vérifie la
relation R, on note xRy.
Soit R une relation binaire sur un ensemble E. On dit que :
• R est réflexive si, pour tout x ∈ E, xRx ;
• R est symétrique si, pour tous x, y ∈ E, xRy ⇒ yRx ;
• R est transitive si, pour tous x, y, z ∈ E, xRy et yRz ⇒ xRz ;
• R est antisymétrique si, pour tous x, y ∈ E, xRy et yRx ⇒ x = y.

On appelle relation d’équivalence sur un ensemble toute relation binaire ré-
flexive, symétrique et transitive.
Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E et x un élément de E.
On appelle classe d’équivalence de x pour la relation R et on note Cl(x) le
sous-ensemble de E constitués des éléments en relation avec x. Autrement dit,
Cl(x) = {y ∈ E, yRx}.
On appelle relation d’ordre sur un ensemble toute relation binaire réflexive,
antisymétrique et transitive.
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Techniques fondamen-
tales en algèbre et ana-
lyse

Compléments de calcul algébrique

Sommes et produits finis

Soit (xk)k∈N une suite de nombres réels et n ∈ N un entier naturel. On note

Sn = x0 + x1 + · · ·+ xn =
n∑

k=0

xk =
∑

0⩽k⩽n

xk la somme des xk

Pn = x0 × x1 × · · · × xn =
n∏

k=0

xk =
∏

k∈{0,...,n}
xk le produit des xk.

Les propriétés d’associativité, commutativité et distributivité de la multiplica-
tion sur l’addition se généralisent aux sommes et produits finis.

n∑
k=0

[
ak+1 − ak

]
= an+1 − a0

Somme télescopique
(ak)k∈N une suite de réels.

La somme des n premiers (resp. carrés, cubes d’) entiers est donnée par :

•
n∑

k=1

k =
n(n+ 1)

2
•

n∑
k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
•

n∑
k=1

k3 =
n2(n+ 1)2

4
.

Coefficients binomiaux

Le produit des n premiers entiers est la factorielle de n. On note n! =
n∏

k=1

k.

On convient que 0! = 1.
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(
n
p

)
=

n!

p!(n− p)!
si 0 ⩽ p ⩽ n et 0 sinon. Coefficients du binôme

où (n, p) ∈ Z2.

Les coefficients du binôme sont des entiers naturels qui vérifient les propriétés
suvantes :(
n
0

)
= 1,

(
n
1

)
= n,

(
n
p

)
=

(
n

n−p

)
,

(
n+1
p+1

)
=

(
n
p

)
+
(

n
p+1

)
,

n∑
k=0

(
n
k

)
= 2n.

Formule du binôme de Newton

(a+ b)n =

n∑
k=0

(
n
k

)
akbn−k

(a, b) ∈ C2 et n ∈ N.

Identité géométrique

an+1 − bn+1 = (a− b)×
n∑

k=0

ak bn−k
Avec b = 1, on obtient la
somme des premiers termes
de la suite géométrique de rai-
son a.

Systèmes d'équations linéaires

L’ensemble S des solutions d’un système de n équations linéaires à p inconnues
(S) ne change pas si l’on effectue sur les lignes les opérations élémentaires
suivantes :
• échanger l’ordre des lignes Li et Lj , (Li ↔ Lj),
• multiplier la ligne Li par une constante non nulle λi ∈ K⋆, (Li ← λi Li),
• ajouter à la ligne Li un multiple d’une autre Lj (i �= j), (Li ← Li + λjLj).

Trigonométrie circulaire

Le cercle trigonométrique

x ≡ (
−→
OA,

−−→
OM) [2π]

• cos(x) = OH , sin(x) = OK

• tan(x) = sin(x)
cos(x) = AT

0 1
0

1
�

M

�

A

�

�

T
�K

�

H

x

Valeurs remarquables

x 0 π/6 π/4 π/3 π/2
sin(x) 0 1/2

√
2/2

√
3/2 1

cos(x) 1
√
3/2

√
2/2 1/2 0

tan(x) 0 1/
√
3 1

√
3

Formules fondamentales de trigonométrie circulaire

cos2(x) + sin2(x) = 1 et 1 + tan2(x) =
1

cos2(x)
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Propriétés de symétrie

• cos(2π+x) = cos(x)
• cos(−x) = cos(x)
• sin(2π + x) = sin(x)
• sin(−x) = − sin(x)

• cos(π + x) = − cos(x)
• cos(π − x) = − cos(x)
• sin(π + x) = − sin(x)
• sin(π − x) = sin(x)

• cos(π/2 + x) = − sin(x)
• cos(π/2− x) = sin(x)
• sin(π/2 + x) = cos(x)
• sin(π/2− x) = cos(x)

Formules d'addition

• cos(a+ b) = cos a cos b− sin a sin b

• sin(a+ b) = sin a cos b+ cos a sin b

• tan(a+ b) =
tan a+ tan b

1− tan a tan b

• cos(a−b) = cos a cos b+sin a sin b

• sin(a−b) = sin a cos b−cos a sin b

• tan(a− b) =
tan a− tan b

1 + tan a tan b

Formules de duplication

• cos(2a) = cos2 a− sin2 a = 1− 2 sin2 a = 2 cos2 a− 1

• sin(2a) = 2 sin a cos a • tan(2a) = 2 tan a

1− tan2 a

Formules de linéarisation

• cos a cos b = 1
2

[
cos(a+ b) + cos(a− b)

]

• sin a sin b = 1
2

[
cos(a− b)− cos(a+ b)

]

• sin a cos b = 1
2

[
sin(a+ b) + sin(a− b)

]

• cos2 a = 1
2

[
1 + cos(2a)

]

• sin2 a = 1
2

[
1− cos(2a)

]

Formules de factorisation

• cos p+ cos q = 2 cos p−q
2 cos p+q

2

• sin p+ sin q = 2 cos p−q
2 sin p+q

2

• cos p− cos q = −2 sin p−q
2 sin p+q

2

• sin p− sin q = 2 cos p+q
2 sin p−q

2

Nombres complexes
Notation algébrique des nombres complexes

∀z ∈ C ∃!(x, y) ∈ R2, z = x+ iy

x = Re (z) est la partie réelle
y = Im (z) est la partie ima-
ginaire de z.

z = z′ ⇐⇒
{

Re z = Re z′
Im z = Im z′

z, z′ sont deux nombres com-
plexes.

• Le nombre complexe z̄ = x− iy est le conjugué de z.

• Le nombre réel positif |z| =
√
zz̄ =

√
x2 + y2 est le module de z.
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Nombres complexes de module 1

eiθ = cos(θ) + i sin(θ) θ ∈ R, eiθ est l’exponentielle
imaginaire (pure) d’angle θ.

• Pour tout nombre complexe z de module 1, il existe θ ∈ R tel que z = eiθ

• Pour tout couple (θ, θ′) ∈ R2 de réels, eiθ = eiθ
′
⇐⇒ θ ≡ θ′ [2π]

Règle de calcul pour l'exponentielle imaginaire

ei(θ+θ′) = eiθ × eiθ
′ (θ, θ′) ∈ R2

Formules d'Euler et de Moivre

• cos θ = eiθ+e−iθ

2 • sin θ = eiθ−e−iθ

2i
Formules d'Euler

•
(
eiθ

)n
= einθ

•
(

cos θ + i sin θ)n = cos(nθ) + i sinn(θ)

Formules de Moivre

Pour tout θ ∈ R, on a 1 + eiθ = 2 cos θ
2 ei

θ
2 et 1− eiθ = −2i sin θ

2 ei
θ
2 .

• eip + eiq = 2 cos
(p−q

2

)
ei

p+q
2

• eip − eiq = 2i sin
(p−q

2

)
ei

p+q
2

Factorisation de somme
d'exponentielles

Notation exponentielle d'un complexe non nul

∀z ∈ C⋆, ∃(ρ, θ) ∈ R+⋆ × R, z = ρeiθ
Forme exponentielle du
nombre complexe non nul z.

Si z ∈ C⋆ s’écrit z = ρeiθ alors ρ est le module de z et θ est appelé un
argument de z. On note arg (z) un argument quelconque de z.

z = z′ ⇐⇒
{

|z| = |z′|
arg (z) ≡ arg (z′) [2π]

(z, z′) ∈ C⋆ × C⋆

Exponentielle d'un complexe quelconque

Soit z = x+ iy un complexe présenté en notation algébrique. On définit
ez = ex+iy = exeiy = ex

(
cos(y) + i sin(y)).

ez × ez
′
= ez+z′ (z, z′) ∈ C2

Racines n-ièmes du nombre complexe 1

Soit n ∈ N, n ⩾ 2. On note ωn = ei
2π
n .

ωn est l’exponentielle imagi-

naire d’angle
2π

n
.

Un = {ωk
n; k ∈ Z} =

{1, ωn, ω
2
n, . . . , ω

n−1
n }

Un est l’ensemble des racines
n-ièmes de l’unité.
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1 + ωn + ω2
n + · · ·+ ωn−1

n =

n−1∑
k=0

ωk
n = 0 La somme des racines n-

ièmes de l’unité est nulle.

Racines n-ièmes d'un complexe
L’ensemble des n racines n-ièmes de a ∈ C⋆ est :

S = {ζ0 ωk
n; k ∈ Z} = {ζ0, ζ0 ωn, ζ0 ω

2
n, . . . , ζ0 ω

n−1
n }

= { n
√

|a| ei
arg a
n , n

√
|a| ei

arg a+2π
n , . . . , n

√
|a| ei

arg a+2(n−1)π
n }

où ζ0 est une solution particulière de zn = a, par exemple ζ0 = n
√

|a| ei
arg a
n .

Équations polynomiales de degré 2

az2 + bz + c = 0 ⇐⇒ z =
−b± δ

2a

(a, b, c) ∈ C⋆ × C × C, δ
est l’une des racines carrées
(complexes) de ∆ = b2−4ac.

Système somme-produit

Soit (σ, ρ) ∈ C2. Alors le couple (z1, z2) est solution du système
{

z1 + z2 = σ
z1 × z2 = ρ

si et seulement si z1 et z2 sont les solutions de l’équation z2 − σz + ρ = 0.

Interprétation géométrique des nombres complexes
Soit R = (O, e⃗1, e⃗2) un repère orthonormé direct.

• Au point M(xy)R, on associe son affixe, le nombre complexe z = x+ iy.

• À z = x+ iy, on associe son image dans le plan, le point M(xy)R.

• L’application z �→ z + u correspond à la translation du vecteur d’affixe u.
• L’application z �→ z̄ correspond à la réflexion par rapport à l’axe des abs-
cisses.
• L’application z �→ az + b, avec a �= 1 correspond à la similitude directe de

centre Ω d’affixe ω =
b

1− a
, de rapport |a| et d’angle arg (a).

Généralités sur les fonctions numériques

Symétries

Soit I un intervalle symétrique par rapport à 0 et f : I → R. On dit que f est
• paire lorsque pour tout x ∈ I, f(−x) = f(x) ;
• impaire lorsque pour tout x ∈ I, f(−x) = −f(x).

Soit T ∈ R+⋆, une fonction f : I → R est dite périodique de période T lorsque
pour tout x ∈ R, x+ T ∈ I et f(x+ T ) = f(x).
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Fonctions majorées, minorées, bornées

Soit f : I → R une fonction à valeurs réelles. On dit que f est
• majorée lorsqu’il existe M ∈ R tel que f ⩽ M ;
• minorée lorsqu’il existe m ∈ R tel que f ⩾ m ;
• bornée lorsque f est majorée et minorée.

Fonctions monotones

Soit f : I → R une fonction réelle. On dit que f est

■ croissante sur I si ∀(x1, x2) ∈ I2, x1 ⩽ x2 ⇒ f(x1) ⩽ f(x2) ;

■ décroissante sur I si ∀(x1, x2) ∈ I2, x1 ⩽ x2 ⇒ f(x1) ⩾ f(x2) ;

■ strictement croissante sur I si ∀(x1, x2) ∈ I2, x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2) ;

■ strictement décroissante sur I si ∀(x1, x2) ∈ I2, x1>x2 ⇒ f(x1)>f(x2).

Une fonction est dite monotone si elle est croissante ou décroissante sur I. Elle
est dite strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement
décroissante sur I.

Dérivée d'une fonction à valeurs réelles

La fonction f : I → R est dérivable en a ∈ I si lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
existe et est

finie. En ce cas, on note f ′(a) ce réel.

Soit f : I → R une fonction définie sur un intevalle de R, à valeurs dans R.
• On dit que f est dérivable dans I si elle est dérivable en tout point de I. On
note f ′ : I → R sa fonction dérivée.

• On dit que f est de classe C1 dans I si de plus f ′ : I → R est continue.

Fonction à valeurs complexes
Soit f : I → C une fonction définie sur un intervalle I de R à valeurs dans C.
Pour tout réel x ∈ I, f(x) s’écrit de manière unique sous la forme

f(x) = u(x) + iv(x),

où u et v sont deux fonctions réelles définies sur I.

Les fonctions u et v sont appelées parties réelle et imaginaire de f . On note
u = Re f et v = Im f .

Dérivée d'une fonction à valeurs complexes

Une fonction f : I → C est dite dérivable au point a ∈ I si ses parties réelles
et imaginaires u et v le sont. En ce cas f ′(a) = u′(a) + iv′(a) est appelé le
nombre 1 dérivée de f en a.

1. Complexe.
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nombre 1 dérivée de f en a.
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Une fonction f : I → C est dite dérivable dans I (resp. de classe C1 sur I) si
ses parties réelles et imaginaires u et v le sont.

Soit α ∈ C1(I,R), f : I → C est définie par x �→ eα(x).

∀x ∈ I, f ′(x) = α′(x)eα(x) f est de classe C1 dans I.

Lien entre intégrales et primitives
Pour la commodité du lecteur, ce chapitre est regroupé avec les autres chapitres
d’intégration, p.63.

Fonctions usuelles : définitions et propriétés
Fonctions logarithmes

ln est l’unique primitive de x �→ 1
x sur R+⋆ s’annulant en 1.

ln est donc dérivable et pour tout x ∈ R+⋆, on a donc ln′(x) =
1

x
. Pour tout

couple (x, y) ∈ R+⋆ × R+⋆,

ln(x× y) = ln(x) + ln(y) Règle de calcul

Soit a ∈]0, 1[∪]1,+∞[, on appelle logarithme de base a la fonction loga :

R+⋆ → R définie pour tout x ∈ R+⋆ par loga(x) = ln(x)/ln(a).
Fonctions exponentielles

La fonction ln est une bijection strictement croissante de R+⋆ sur R. Son ap-
plication réciproque, notée exp est appelée fonction exponentielle. Il s’agit
donc d’une bijection strictement croissante de R sur R+⋆. Elle vérifie pour
tout couple (x, y) de réels :

x ∈ R et y = exp(x) ⇐⇒ y ∈ R+⋆, et x = ln(y)

La fonction exp est dérivable et pour tout x ∈ R, (exp)′(x) = exp(x). Pour
tout couple (x, y) ∈ R2,

exp(x+ y) = exp(x)× exp(y) Règle de calcul

Soit a ∈]0, 1[∪]1,+∞[, on appelle exponentielle de base a la fonction expa :

R → R+⋆ réciproque de loga. Pour tout (x, y) ∈ R×R+⋆ on a y = expa(x) ⇐⇒
x = loga(y).

Fonctions puissances

Soit α ∈ R, on appelle puissance d’exposant α la fonction pα : R+⋆ → R+⋆

définie pour tout x > 0, par pα(x) = xα = exp(α lnx).
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ses parties réelles et imaginaires u et v le sont.
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∀x ∈ I, f ′(x) = α′(x)eα(x) f est de classe C1 dans I.

Lien entre intégrales et primitives
Pour la commodité du lecteur, ce chapitre est regroupé avec les autres chapitres
d’intégration, p.63.
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ln est l’unique primitive de x �→ 1
x sur R+⋆ s’annulant en 1.

ln est donc dérivable et pour tout x ∈ R+⋆, on a donc ln′(x) =
1

x
. Pour tout

couple (x, y) ∈ R+⋆ × R+⋆,

ln(x× y) = ln(x) + ln(y) Règle de calcul

Soit a ∈]0, 1[∪]1,+∞[, on appelle logarithme de base a la fonction loga :

R+⋆ → R définie pour tout x ∈ R+⋆ par loga(x) = ln(x)/ln(a).
Fonctions exponentielles

La fonction ln est une bijection strictement croissante de R+⋆ sur R. Son ap-
plication réciproque, notée exp est appelée fonction exponentielle. Il s’agit
donc d’une bijection strictement croissante de R sur R+⋆. Elle vérifie pour
tout couple (x, y) de réels :

x ∈ R et y = exp(x) ⇐⇒ y ∈ R+⋆, et x = ln(y)

La fonction exp est dérivable et pour tout x ∈ R, (exp)′(x) = exp(x). Pour
tout couple (x, y) ∈ R2,

exp(x+ y) = exp(x)× exp(y) Règle de calcul

Soit a ∈]0, 1[∪]1,+∞[, on appelle exponentielle de base a la fonction expa :

R → R+⋆ réciproque de loga. Pour tout (x, y) ∈ R×R+⋆ on a y = expa(x) ⇐⇒
x = loga(y).

Fonctions puissances

Soit α ∈ R, on appelle puissance d’exposant α la fonction pα : R+⋆ → R+⋆

définie pour tout x > 0, par pα(x) = xα = exp(α lnx).
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pα est dérivable sur R+⋆ et ∀x ∈ R+⋆, p′α(x) = αxα−1. Pour tous (x, y) ∈
R+⋆ × R+⋆ et (α, β) ∈ R2

• ln
(
xα

)
= α ln(x) • xα × xβ = xα+β

• xα × yα =
(
x× y

)α •
(
xα

)β
= xα×β

Règles de calcul

Pour tout x ∈ R, on a ex = exp(x). De même, si a ∈]0, 1[∪]1,+∞[, expa(x) =
exp(x ln a) = ax.

Fonctions hyperboliques

Les fonctions cosinus, sinus et tangente hyperboliques sont définies sur R par :

• ch (x) =
ex + e−x

2
• sh (x) =

ex − e−x

2
• th (x) =

sh (x)

ch (x)
=

ex − e−x

ex + e−x

On a les relations ex = ch (x) + sh (x), e−x = ch (x)− sh (x).

• ch : R → R est paire, dérivable et ∀x, ch ′(x) = sh (x).

• sh : R → R est impaire, dérivable et ∀x, sh ′(x) = ch (x).

• th : R → R est impaire, dérivable et ∀x, th ′(x) =
1

ch 2(x)
= 1− th 2(x).

Trigonométrie hyperbolique
Pour tout réel x ∈ R,

ch 2(x)− sh 2(x) = 1 et 1− th 2(x) =
1

ch 2(x)

Relations fondamentales
de trigo hyperbolique

Les formules de trigonométrie hyperbolique se déduisent des formules de tri-
gonométrie circulaire en changeant les signes des produits de deux sinus.

Fonctions circulaires

• cos est 2π-périodique, paire, dérivable sur R et ∀x ∈ R, cos′(x) = − sin(x).
• sin est 2π-périodique, impaire, dérivable sur R et ∀x ∈ R, sin′(x) = cos(x).
• tan est π-périodique, impaire dérivable sur Dtan = R \ {π

2 + kπ; k ∈ Z} et

∀x ∈ Dtan, tan′(x) = 1 + tan2(x) =
1

cos2(x) .

Trigonométrie circulaire
Pour tout réel x ∈ R,

cos2(x)+sin2(x)=1 et 1+tan2(x)=
1

cos2(x)
Relations fondamentales
de trigo circulaire

Les formules de trigonométrie circulaire sont rappelées à la page 8.
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Fonctions circulaires réciproques

• La fonction restreinte sin| : [−π/2;π/2] → [−1; 1] est une bijection stric-
tement croissante et continue. Son application réciproque Arcsin : [−1; 1] →
[−π/2;π/2] vérifie, pour tout couple (x, t) de réels

t ∈ [−π/2;π/2] et x = sin(t) ⇐⇒ x ∈ [−1, 1] et t = Arcsin (x)

La fonction Arcsin est strictement croissante et impaire. Elle est continue sur

[−1, 1] et dérivable dans ]− 1, 1[, et ∀x ∈]− 1, 1[,Arcsin ′(x) =
1√

1− x2
.

• La fonction restreinte cos| : [0;π] → [−1; 1] est une bijection strictement
décroissante et continue. Son application réciproque Arccos : [−1; 1] → [0;π]
vérifie pour tout couple (x, t) de réels

t ∈ [0, π] et x = cos(t) ⇐⇒ x ∈ [−1, 1] et t = Arccos (x)

La fonction Arccos est strictement décroissante. Elle est continue sur [−1, 1],

dérivable dans ]− 1, 1[ et ∀x ∈]− 1, 1[, Arccos ′(x) = − 1√
1− x2

.

∀x ∈ [−1, 1], Arcsin (x) + Arccos (x) = π

2
.

• La fonction restreinte tan| : ] − π/2;π/2[→ R est une bijection strictement
croissante et continue. Son application réciproque Arctan : R →]−π/2;π/2[
vérifie pour tout couple (x, t) de réels

t ∈]− π/2, π/2[ et x = tan(t) ⇐⇒ x ∈ R et t = Arctan (x).

La fonction Arctan est strictement croissante et impaire. Elle est dérivable sur

R et ∀x ∈ R, Arctan ′(x) =
1

1 + x2
.

• ∀x ∈ R+⋆, Arctan (x) + Arctan (1/x) = π/2.

• ∀x ∈ R−⋆, Arctan (x) + Arctan (1/x) = −π/2.
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Fonctions usuelles : graphes

Fonctions ln, exp et puissances

0 1 2 3 4−1−2−3−4
0
1

2

3

4

−1

−2

−3

y = exp(x)

y = ln(x)

0 1 2 3 4
0

1

2

3

4 α > 1
α = 1

0 < α < 1

α = 0

α < 0

Fonctions logarithmes et exponentielles de base a

0 1 2 3 4 5
0

1

2

3

−1

−2

y = loga(x)

a > 1

y = loga(x)

0 < a < 1 0 1 2 3−1−2−3
0

1
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4

5
y = ax

a > 1

y = ax

0 < a < 1

Fonctions hyperboliques directes
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y = sh (x)

y = ch (x)
0 1 2 3−1−2−3
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y = th (x)
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Fonctions circulaires directes

0 1 2 3 4−1−2−3−4
0
1
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4
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y = cos(x) y = sin(x)

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5
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y = tan(x)

Fonctions Arccos et Arcsin
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y = cos|(x)

y = Arccos (x)
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2
−π

2
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y = sin(x)
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Fonction Tan et Arctan
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y = tan|(x)

y = Arctan (x)
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Primitives et équations différentielles linéaires

Équations différentielles linéaires d'ordre n
Soit a0, a1, . . . , an, b : I → K des fonctions continues sur un intervalle I de R.
On considére les équations différentielles linéaires (EDL) :

(En) y(n) + an−1(t)y
(n−1) + · · ·+ a1(t)y

′ + a0(t)y = b(t)

(Hn) y(n) + an−1(t)y
(n−1) + · · ·+ a1(t)y

′ + a0(t)y = 0

Principe de superposition

Soit f1, f2 : I → K. On suppose que :

• f1 est solution de y(n) + an−1(t)y
(n−1) + · · ·+ a0(t)y = b1(t),

• f2 est solution de y(n) + an−1(t)y
(n−1) + · · ·+ a0(t)y = b2(t),

alors f1+f2 est solution de y(n)+an−1(t)y
(n−1)+· · ·+a0(t)y = b1(t)+b2(t).

Les solutions de (En) sont les fonctions de la forme f = f0 + h, où f0 est une
solution particulière de (En) et h est une solution quelconque de (Hn).

EDL d'ordre 1 coefficient continu
Soit a, b : I → K continues sur I. On note
• A : I → K une primitive de a.

• c : I → K une primitive de t �→ b(t)eA(t) sur I.

On résout (E1) y
′ + a(t)y = b(t) et (H1) y

′ + a(t)y = 0.

Les solutions de (H1) sont les fonctions défi-
nies sur I par h(t) = Ce−A(t) , où C ∈ K.

Résolution de l'équation
homogène

La fonction f0 : I → K définie sur I par
f0(t) = c(t)e−A(t) est solution de (E1).

Méthode de la variation
de la constante

Si (t0, y0) ∈ I × K, la fonction définie par

f(t) =

[
y0e

A(t0) +

∫ t

t0

b(u)eA(u) du

]
e−A(t)

est l’unique solution du
problème de Cauchy{

y′ + a(t)y = b(t)
y(t0) = y0

EDL d'ordre 2 à coefficients constants
Soit (a, b) ∈ K2 et c : I → K continue. On note (EC) r2+ar+b = 0 l’équation
caractéristique associée à (E2) y

′′+ay′+by = c(t) et (H2) y
′′+ay′+by = 0.

On résout (H2) en distinguant deux cas (K = C, ou K = R) :

Soit (a, b) ∈ C2. On note ∆ le discriminant de (EC). Les solutions à valeurs
complexes de (H2) sont les fonctions définies sur I par

• si ∆ �= 0, h(t) = C1e
r1t + C2e

r2t, où (C1, C2) ∈ C2 ;

• si ∆ = 0, h(t) = (C1 + C2t)e
r0t, où (C1, C2) ∈ C2 ;

18



en notant (r1, r2) ou r0, les racines distinctes ou confondues de (EC).

Soit (a, b) ∈ R2. On note ∆ le discriminant de (EC). Les solutions à valeurs
réelles de (H2) sont les fonctions définies sur I par

• si ∆ > 0, h(t) = C1e
r1t + C2e

r2t, où (C1, C2) ∈ R2 ;

• si ∆ = 0, h(t) = (C1 + C2t)e
r0t où (C1, C2) ∈ R2 ;

• si ∆ < 0, h(t) = ert
[
C1 cos(ωt) + C2 sin(ωt)

]
où (C1, C2) ∈ R2 ;

en notant respectivement (r1, r2) les racines réelles distinctes, r0 la racine réelle
double, r ± iω les racines complexes et conjuguées de (EC).
En ce qui concerne l’équation complète (E2), elle admet toujours des solutions.
On trouve une solution particulière en imitant le second membre c :
• si c(t) = Pm(t), (E2) a une solution de la forme Qm(t) lorsque b �= 0, de la
forme tQm(t) si a �= 0 et b = 0 , de la forme t2Qm(t) sinon ;

• si c(t) = Pm(t) eαt, (E2) a une solution de la forme Qm(t) eαt si α n’est
pas racine de (EC), de la forme tQm(t) eαt si α est racine simple de (EC) et
de la forme t2Qm(t) eαt sinon ;
• si c(t) = Pm(t) cos(ωt) ou c(t) = Pm(t) sin(ωt), une solution à valeurs
réelles de (E2) est obtenue en prenant la partie réelle (ou imaginaire) d’une
solution de (Ẽ2) y

′′ + ay′ + by = Pm(t) eiωt ;
en notant ici Pm(t) et Qm(t) désignent des polynômes de degré m.

Le problème de Cauchy d'ordre 2

(S)

{
y′′ + ay′ + by = c(t)
y(t0) = y0 et y′(t0) = y′0

possède une unique solution.

(a, b) ∈ K2, c : I → K une
fonction continue, t0 ∈ I et
(y0, y

′
0) ∈ K2
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Primitives des fonctions usuelles

Fonction Primitives Intervalle de validité

xα
xα+1

α+ 1
+ C I ⊂ R si α ∈ N

avec α �= −1 I ⊂ R+⋆ ou I ⊂ R−⋆ siα ∈ Z−

I ⊂ R+⋆ si α ∈ R \ Z
1

x
ln(|x|) + C I ⊂ R+⋆ ou I ⊂ R−⋆

ln(x) x ln(x)− x+ C I ⊂ R+⋆

cos(x) sin(x) + C I ⊂ R

sin(x) − cos(x) + C I ⊂ R

tan(x) − ln(| cosx|) + C I ⊂ Dtan

ex ex + C I ⊂ R

ch (x) sh (x) + C I ⊂ R

sh (x) ch (x) + C I ⊂ R

th (x) ln(chx) + C I ⊂ R
1

1 + x2
Arctan (x) + C I ⊂ R

1

1− x2
1
2 ln

∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣+ C I ⊂ R \ {±1}
1√

1− x2
Arcsin (x) + C I ⊂]− 1, 1[

1√
x2 − 1

ln(|x+
√
x2 − 1|) + C I ⊂]−∞,−1[ ou I ⊂]1,+∞[

1√
1 + x2

ln(x+
√
1 + x2) + C I ⊂ R
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Analyse 1

Nombres réels et suites numériques
R est un ensemble totalement ordonné

La relation ⩽ vérifie les propriétés suivantes :
• réflexivité : ∀x ∈ R, x ⩽ x

• antisymétrie : ∀(x, y) ∈ R2, (x ⩽ y et y ⩽ x) ⇒ x = y

• transitivité : ∀(x, y, z) ∈ R3, (x ⩽ y et y ⩽ z) ⇒ (x ⩽ z).

On dit que ⩽ est une relation d’ordre dans R. De plus, cet ordre est total car

• ordre total : ∀(x, y) ∈ R2, (x ⩽ y ou y ⩽ x).
On note x < y la relation x ⩽ y et x �= y.

Soit (x, y) ∈ R2 tel que x < y, alors ∀t ∈ R, x+ t < y + t et ∀t ∈ R+⋆, x t <
y t.

• ∀(x, y) ∈ R2, |x+ y| ⩽ |x|+ |y|
• ∀(x, y) ∈ R2, |x− y| ⩾

∣∣|x| − |y|
∣∣

Inégalités triangulaires

Parties majorées, minorées, bornées

Soit A ⊂ R et x ∈ R. On dit que :
• x est un majorant de A si ∀a ∈ A, a ⩽ x ;
• x est un minorant de A si ∀a ∈ A, a ⩾ x ;
• x est le plus grand élément de A(max(A)) s’il est élément et majorant de
A ;
• x est le plus petit élément de A (min(A)) s’il est élément et minorant de A.

• A est majorée si elle a un majorant : ∃M ∈ R, ∀a ∈ A, a ⩽ M .
• A est minorée si elle a un minorant : ∃m ∈ R, ∀a ∈ A, a ⩾ m.
• A est bornée si elle est minorée et majorée : ∃M ∈ R, ∀a ∈ A, |a| ⩽ M .
On note Maj (A) et Min (A) les ensembles de majorants et de minorants de A.
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Bornes supérieure, inférieure

• S’il existe, le plus petit majorant de A est appelé la borne supérieure de A.
• S’il existe, le plus grand minorant de A est appelé la borne inférieure de A.
Si ces bornes existent, on note supA = min Maj (A) et infA = max Min (A).

Soit A ⊂ R une partie non vide.
• A a une borne supérieure si A est majorée.
• A a une borne inférieure si A est minorée.

Propriétés des bornes su-
périeure et inférieure

Soit A ⊂ R une partie non vide et majorée de R, α ∈ R.

α = supA⇐⇒ ∀a ∈ A, α⩾a

∀ε>0, ∃a∈A, α−ε< a⩽α

Caractérisation de la
borne supérieure

Soit A ⊂ R une partie non vide et minorée de R, α ∈ R.

α = infA⇐⇒ ∀a ∈ A, α⩽a

∀ε>0, ∃a∈A, α⩽a <α+ε
Caractérisation de la
borne inférieure

Conséquences de la propriété de la borne supérieure

Une partie C de R est dite convexe si ∀(a, b) ∈ R2, (a, b) ∈ C2 ⇒ [a, b] ⊂ C.

Les parties convexes de R sont les intervalles.

∀ε > 0, ∀a ∈ R, ∃n ∈ N, nε > a Propriété d'Archimède

Soit x ∈ R. Il existe un unique entier relatif
n ∈ Z tel que n ⩽ x < n+ 1, on le note �x�.

Partie entière d'un réel

Soit (x, y) ∈ R2 tel que x < y.

• ∃r ∈ Q, x < r < y.
• ∃ξ ∈ R \Q, x < ξ < y.

Densité des rationnels et
des irrationnels

Suites réelles et ordre

Une suite de réels est une application u : N → R. L’image de n est notée plutôt
un. L’ensemble des suites de réels est noté RN.

• u est croissante si ∀n ∈ N, un ⩽ un+1.
• u est strictement croissante si ∀n ∈ N, un < un+1.

• u est décroissante (resp. strictement décroissante) si −u est croissante (resp.
strictement croissante).
• u est minorée, majorée ou bornée si l’ensemble A = {un, n ∈ N} l’est.
• Si u est majorée (resp. minorée), on note supun = sup{un, n ∈ N}, resp.
infun = inf{un, n ∈ N}.

22



Limites de suites de réels

Soit u ∈ RN une suite de nombres réels et ℓ ∈ R. On dit que

• u converge vers ℓ si ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N,
(
n ⩾ n0 ⇒ |un − ℓ| ⩽ ε

)
.

• u diverge vers +∞ si ∀A ∈ R, ∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N,
(
n ⩾ n0 ⇒ (un ⩾ A)

)
.

• u diverge vers −∞ si ∀A ∈ R, ∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N,
(
n ⩾ n0 ⇒ (un ⩽ A)

)
.

On note ces relations lim
n→+∞

un = ℓ, lim
n→+∞

un = +∞ ou lim
n→+∞

un = −∞.

En outre, on note lim
n→+∞

un = 0+ si lim
n→+∞

un = 0 et un est strictement posi-

tif à partir d’un certain rang. On note R̄ = R ∪ {±∞}. Soit (ℓ, ℓ′) ∈ R̄2.

• un −−−−→
n→∞

ℓ

• un −−−−→
n→∞

ℓ′

)
⇒ ℓ = ℓ′ Unicité de la limite

Compatibilité limites et inégalités

u ∈ RN est dite convergente si elle converge vers un réel et divergente sinon.
Soit u et v deux suites de réels convergentes.
• Si limun < lim vn alors il existe n0 ∈ N tel que ∀n ⩾ n0, un < vn.
• S’il existe n0 ∈ N tel que ∀n ⩾ n0, un ⩽ vn alors limun ⩽ lim vn.
En particulier, toute suite convergente est bornée.

Opérations sur les limites

Soit u, v ∈ RN telles que lim
n→+∞

un = ℓ ∈ R̄ et lim
n→+∞

vn = ℓ′ ∈ R̄ et λ ∈ R⋆.

• lim
n→+∞

|un| = |ℓ|

• lim
n→+∞

λ · un = λ.ℓ

• lim
n→+∞

un + vn = ℓ+ ℓ′

• lim
n→+∞

un × vn = ℓ× ℓ′

• Si ℓ �= 0, alors lim
n→+∞

1/un = 1/ℓ

• Si ℓ = 0+, alors lim
n→+∞

1/un = +∞

pourvu que les opérations ci-dessus soient bien définies dans R̄.

∞−∞, 0×∞,
0

0
,
∞
∞ ne sont pas définies. Formes indéterminées

Limites des suites extraites

Soit u, v deux suites de réels. On dit que v = (vn)n∈N est une suite extraite
de la suite u = (un)n∈N s’il existe une application φ : N → N strictement
croissante telle que ∀n ∈ N, vn = uφ(n).

Si u a pour limite ℓ ∈ R̄, alors toute suite extraite de u a pour limite ℓ.
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Existence de limite par comparaison, encadrement

Soit u, v, w des suites de réels, ℓ un réel.

Si
{ lim

n→+∞
un = 0

∀n ∈ N, |vn| ⩽ |un|
alors v converge et lim

n→+∞
vn = 0.

Si
{ lim

n→+∞
un = lim

n→+∞
wn = ℓ

∀n ∈ N, un ⩽ vn ⩽ wn
alors v converge et lim

n→+∞
vn = ℓ.

Si
{ lim

n→+∞
un = +∞

∀n ∈ N, vn ⩾ un
alors v diverge et lim

n→+∞
vn = +∞.

Théorème de la limite monotone
Soit (un) ∈ RN une suite monotone. Alors

u est convergente ⇐⇒ u est bornée.
Lorsque u n’est pas mono-
tone, l’implication ⇒ sub-
siste.

• Soit u une suite croissante de nombres réels.
▶ Si u est majorée, alors u est convergente et limun = supn un.
▶ Si u n’est pas majorée alors u est divergente vers +∞ : limun = +∞.

• Soit u une suite décroissante de nombres réels.
▶ Si u est minorée, alors u est convergente et limun = infn un.
▶ Si u n’est pas minorée alors u est divergente vers −∞ : limun = −∞.

Convergence des suites adjacentes

Soit (u, v) ∈ (RN)2. Les suites u et v sont dites adjacentes si
• l’une est croissante et l’autre décroissante,
• (un − vn)n∈N est convergente de limite nulle.

Deux suites adjacentes u et v sont conver-
gentes et ont même limite.

Si (un) ↗ et (vn) ↘ de limite
commune ℓ, alors

∀(n, p) ∈ N2, un ⩽ ℓ ⩽ vp.

Théorème de Bolzano-Weierstrass

Soit (un)n∈N une suite bornée de nombres
réels. Il existe ℓ ∈ R et φ : N → N, une
application strictement croissante, telles que

lim
k→+∞

uφ(k) = ℓ.

De toute suite bornée, on
peut extraire une sous-suite
convergente.

Traductions séquentielles

A est dense dans R si et seulement si
∀ℓ ∈ R, ∃(an)n∈N ∈ AN; lim

n→+∞
an = ℓ

Caractérisation séquen-
tielle de la densité
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Soit x ∈ R un réel. On note pour n ∈ N, pn =
⌊10nx⌋
10n et qn =

⌊10nx⌋+1
10n .

Les suites (pn) et (qn) sont adjacentes de limite commune x. En conséquence,
les ensembles D des nombres décimaux et Q des nombres rationnels sont denses
dans R.

Il existe une suite (an) d’éléments de A telle
que lim

n→+∞
an = sup(A).

Traduction séquentielle de
la borne supérieure d'une
partie non vide et majorée

Suites de référence
Suites géométriques

Soit u la suite géométrique de raison q de premier terme u0 : un = u0q
n.

(un) est convergente ⇐⇒ |q| < 1 ou q = 1.

La suite des sommes partielles (Sn) est définie par ∀n ∈ N, Sn =

n∑
k=0

uk.

(Sn) est convergente ⇐⇒ |q| < 1 et dans ce cas lim
n→+∞

Sn =
u0

1− q
.

Suites arithmético-géométriques

Soit (a, b) ∈ R2 tel que a �= 1 et b �= 0. La suite u la suite donnée par u0 ∈ R
et ∀n ∈ N, un+1 = aun + b est une suite arithmético-géométrique.
Soit r tel que r = ar + b. La suite (vn) = (un − r) est géométrique de raison
a.

Suites récurrentes linéaires d'ordre 2

Soit (a, b) ∈ R⋆ ×R⋆. Une suite (un) vérifiant ∀n ∈ N, un+2 = aun+1 + bun
est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 (RL2).
Soit u une suite RL2. On note ∆ le discriminant de l’équation caractéristique
(EC) : r2 − ar − b = 0

• Si ∆ > 0, (EC) a deux racines réelles distinctes, notées r1, r2.
∃ !(λ, µ) ∈ R2 tel que ∀n ∈ N, un = λrn1 + µrn2

• Si ∆ = 0, (EC) a une racine réelle double, notée r0.
∃ !(λ, µ) ∈ R2 tel que ∀n ∈ N, un = λrn0 + nµrn0

• Si ∆ < 0, (EC) a deux racines complexes conjuguées, notées r = ρe±iθ .
∃ !(λ, µ) ∈ R2 tel que ∀n ∈ N, un = ρn(λ cosnθ + µ sinnθ)

Suites récurrentes un+1 = f(un)

Étant donné une fonction f : I → I , définie sur un intervalle I à valeurs dans
ce même intervalle I, et a ∈ I, il existe une suite (un) ∈ RN, unique telle que{

u0 = a
∀n ∈ N, un+1 = f(un)

De plus, (un) ∈ IN est une suite d’éléments de I.
• On suppose que f − id : I → R est de signe constant sur I.
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▶ Si f − id est positive sur I, alors (un) est croissante.
▶ Si f − id est négative sur I, alors (un) est décroissante.
• On suppose que f est monotone.
▶ Si f est croissante sur I alors (un) est monotone.
▶ Si f est décroissante sur I alors (u2n) et (u2n+1) sont monotones et de
monotonies contraires.
• On suppose que f est continue. Si lim

n→+∞
un = ℓ ∈ Ī ∪ {±∞}, alors ℓ est

une extrémité ouverte de I ou bien une solution dans I de l’équation : f(x) = x.
• On suppose que f est lipschitzienne de constante k ∈]0, 1[, ℓ un point fixe de
f . Alors (un) est convergente de limite ℓ et ∀n ∈ N,

∣∣un − ℓ
∣∣ ⩽ kn

∣∣u0 − ℓ
∣∣.

Limites de fonctions
Notions de limites de fonctions

Soit I un intervalle de R. On note :

• a ∈
◦
I , si a est un point de I, mais pas une extrémité de I ;

• a ∈ Ī, si a est un élément de I ou une extrémité réelle de I ;
• a ∈ Ī ∪ {±∞} si a est un point ou une extrémité éventuellement infinie de I.
Soit f : I → R, a ∈ Ī, ℓ ∈ R.

• lim
x→a

f(x) = ℓ si ∀ε > 0, ∃η > 0, ∀x ∈ I, (|x− a| ⩽ η ⇒ |f(x)− ℓ| ⩽ ε).

• lim
x→a

f(x) = +∞ si ∀A ∈ R, ∃η > 0, ∀x ∈ I, (|x− a| ⩽ η ⇒ f(x) ⩾ A).

• lim
x→+∞

f(x) = ℓ si ∀ε > 0, ∃B ∈ R, ∀x ∈ I, (x ⩾ B ⇒ |f(x)− ℓ| ⩽ ε).

• lim
x→+∞

f(x) = +∞ si ∀A ∈ R, ∃B ∈ R, ∀x ∈ I, (x ⩾ B ⇒ f(x) ⩾ A).

Si a ∈
◦
I , on note lim

x→a−
f(x) = ℓ si lim

x→a
f|(x) = ℓ, où f| = f|I∩]−∞,a[

.

lim
x→a

f(x) = ℓ ⇐⇒ lim
x→a−

f(x) = lim
x→a+

f(x) = ℓ.

Propriétés des fonctions possédant une limite

Soit f : I → R, a ∈ Ī ∪ {±∞}, ℓ, ℓ′ ∈ R̄.
{

f(x) −−−→
x→a

ℓ

f(x) −−−→
x→a

ℓ′
⇒ ℓ = ℓ′. Unicité de la limite

Les assertions suivantes sont équivalentes :
����

• lim
x→a

f(x) = ℓ

• ∀u ∈ IN, limun = a ⇒ lim f(un) = ℓ

Caractérisation séquen-
tielle de la limite

26



Compatibilité limite et inégalités

Soit f, g : I → R telles que lim
x→a

f(x) = ℓ et lim
x→a

g(x) = ℓ′, a ∈ Ī ∪ {±∞}.

• Si lim
x→a

f(x) < lim
x→a

g(x), alors f < g dans un voisinage de a.

• Si f ⩽ g au voisinage de a, alors lim
x→a

f(x) ⩽ lim
x→a

g(x).

• Si lim
x→a

f(x) ∈ R, alors f est bornée au voisinage de a.

Opérations sur les limites

• lim
x→a

|f(x)| = |ℓ|

• lim
x→a

λf(x) = λ ℓ

• lim
x→a

(f(x) + g(x)) = ℓ+ ℓ′

• lim
x→a

f(x)× g(x) = ℓ× ℓ′

• si ℓ �= 0, lim
x→a

1/f(x) = 1/ℓ

• si ℓ = 0+, lim
x→a

1/f(x) = +∞

Pourvu que ces opérations aient un sens dans R̄.
Encadrement, comparaison

• Si
{

∀x ∈ I, |g(x)| ⩽ |f(x)|
lim
x→a

g(x) = 0 alors lim
x→a

f(x) = 0.

• Si
{

∀x ∈ I, f(x) ⩽ g(x)
lim
x→a

f(x) = +∞ alors lim
x→a

g(x) = +∞.

• Si
{

∀x ∈ I, f(x) ⩽ g(x) ⩽ h(x)
lim
x→a

f(x) = ℓ et lim
x→a

h(x) = ℓ alors lim
x→a

g(x) = ℓ.

Changement de variable

Soit f : I → R et g : J → R telles que f(I) ⊂ J .

Si
{ lim

x→a
f(x) = b

lim
y→b

g(y) = ℓ alors lim
x→a

g ◦ f(x) = ℓ.

Cas des fonctions monotones

Soit (a, b) ∈ R̄2 tel que a < b et f :]a, b[→ R une application monotone. Alors
• Si f est croissante, alors

▶ f possède une limite dans R̄ en a et lim
a

f(x) = inf
x∈]a,b[

f(x),

▶ f possède une limite dans R̄ en b et lim
b

f(x) = sup
x∈]a,b[

f(x).

• Si f est décroissante, alors
▶ f possède une limite dans R̄ en a et lim

a
f(x) = sup

x∈]a,b[
f(x),

▶ f possède une limite dans R̄ en b et lim
b

f(x) = inf
x∈]a,b[

f(x).
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De plus f admet des limites finies à gauche et à droite en tout point c ∈]a, b[ :
• Si f est croissante, alors lim

c−
f(x) ⩽ f(c) ⩽ lim

c+
f(x).

• Si f est décroissante, alors lim
c+

f(x) ⩽ f(c) ⩽ lim
c−

f(x).

Limites usuelles
Limites des fonctions usuelles

Soit α ∈ R+⋆.
• lim
x→0+

ln(x) = −∞ • lim
x→−∞

exp(x) = 0 • lim
x→0+

pα(x) = 0

• lim
x→+∞

ln(x) = +∞ • lim
x→+∞

exp(x) = +∞ • lim
x→+∞

pα(x) = +∞

Croissances comparées des fonctions usuelles

Soit (α, β, γ) ∈ R3 tel que α > 0, β > 0, γ > 0.

• lim
x→+∞

(lnx)α

xβ
= 0 • lim

x→+∞
xα

eγx
= 0 • lim

x→−∞
|x|αeγx = 0

• lim
x→0+

xβ(| lnx|)α = 0

Autres limites usuelles

• lim
x→0

sin(x)
x

= 1 • lim
x→0

tan(x)
x

= 1 • lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1

• lim
x→0

ex − 1

x
= 1 • lim

x→0

cos(x)− 1

x2
= −1

2
• lim
x→0

√
1 + x− 1

x
=

1

2

Fonctions continues sur un intervalle
Notions de continuité

Soit f : I → R et a ∈ I. On dit que
• f est continue au point a si lima f(x) = f(a) ;
• f est continue à gauche en a si lima− f(x) = f(a) ;
• f est continue sur I si f est continue en tout point de I.

Soit f : I \ {a} → R. On dit que f est prolongeable par continuité au point
a si f admet une limite finie ℓ en a.Le prolongement continu de f en a est la
fonction f̃ : I → R définie par :

∀x ∈ I, f̃(x) =
{

f(x) si x �= a
ℓ si x = a

Propriétés des fonctions continues sur un intervalle

Soit f, g : I → R, h : J → R. On suppose que h (resp. f, g) est continue sur
J (resp. I) et que f(I) ⊂ J . Alors les fonctions λf , f + g, f × g et h ◦ f sont
continues sur I. Si de plus f ne s’annule pas, alors 1/f est continue sur I.
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Théorème des valeurs intermédiaires

Soit f : I → R une fonction continue sur un intervalle I de R. Pour tout couple
(a, b) ∈ I2, f atteint toute valeur γ intermédiaire entre f(a) et f(b) :(

∀(a, b) ∈ I2, ∀γ ∈ R
)
,

(
γ ∈ [f(a), f(b)] ⇒ ∃ c ∈ I, f(c) = γ.

)

Si de plus f est strictement monotone sur un intervalle I de R, alors pour toute
valeur γ, intermédiaire entre f(a) et f(b), il existe un unique élément c ∈ I tel
que f(c) = γ.

Théorème des bornes atteintes

Soit f : [a, b] → R une fonction continue sur [a, b] (a < b). Alors f est bornée
et atteint ses bornes. Plus précisément, il existe α, β ∈ [a, b] tels que

∀x ∈ [a, b], f(α) ⩽ f(x) ⩽ f(β).

Théorème de la bijection bicontinue

Soit f : I → R une application continue et strictement monotone sur I. Alors
J = f(I) est un intervalle et f réalise une bijection de I sur J . De plus :

• f−1 : J → I est strictement monotone, de même monotonie que f .

• f−1 : J → I est continue de J sur I.

Soit f : I → R une fonction continue et injective. Alors f est strictement
monotone.

Continuité uniforme

Soit f : I → R une fonction, k ∈ R+. On dit que

• f est lipschitzienne de constante k, si ∀(x, y) ∈ I2, |f(x)−f(y)| ⩽ k |x−y|.
• f est uniformément continue sur I (UCI) si :

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀(x, y) ∈ I2, |x− y| ⩽ η ⇒ |f(x)− f(y)| ⩽ ε.

f lipschitzienne ⇒ f UCI ⇒ f continue sur I Les réciproques sont fausses !

Théorème de Heine

Si f : [a, b] → R est continue alors f est uniformément continue sur [a, b].

Dérivation
Dérivabilité

Soit f : I → R, a ∈ I. f est dérivable en a si
f(x)− f(a)

x− a
a une limite finie en

a. En ce cas, f ′(a) = lim
x ̸=a
x→a

f(x)− f(a)

x− a
est le nombre dérivé de f en a.
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Si f est dérivable au point a, alors
f(x) = f(a) + f ′(a) · (x− a) + o

x→a
(x− a)

Développement limité à
l'ordre 1 d'une fonction
dérivable

Si f : I → R est dérivable au point a ∈ I,
alors f est continue au point a.

La réciproque est fausse !

Soit f : [a, b] → R une fonction continue sur [a, b], dérivable dans ]a, b]. Si
lim

x→a+
f ′(x) = ℓ ∈ R, alors f est dérivable en a et f ′(a) = lim

x→a+
= ℓ.

Soit f, g : I → R dérivables sur I. Alors
• λ · f + µ · g est dérivable et (λ · f + µ · g) = λ · f ′ + µ · g′ ;
• f × g est dérivable et (f × g)′ = f ′ × g + f × g′ ;
• si g ne s’annule pas, f

g est dérivable et
( f
g

)′
= f ′×g−f×g′

g2 .

Si f est dérivable dans I, g est dérivable dans J et f(I) ⊂ J , alors g ◦ f est
dérivable et

(g ◦ f)′ = g′ ◦ f × f ′ Règle de dérivation en
chaîne

Soit f : I → J une bijection continue de l’intervalle I sur l’intervalle J . Si f
est dérivable si f ′ ne s’annule pas dans I, alors f−1 : J → I est dérivable et

(
f−1)′ = 1

f ′ ◦ f−1

Dérivée d'une bijection ré-
ciproque

Extremums locaux d'une fonction dérivable

Soit f : I → R et a ∈ I. On dit que f présente un
• max local en a s’il existe un voisinage V de a tel que ∀x ∈ V, f(x) ⩽ f(a),
• min local en a s’il existe un voisinage V de a tel que ∀x ∈ V, f(x) ⩾ f(a),
• extremum local en a si elle possède un maximum ou un minimum local en a.

Soit f : I → R une fonction dérivable sur I, et a ∈
◦
I .

Si f a un extremum local en a, alors f ′(a)=0.
Condition nécessaire d'ex-
trémalité

Lorsque f ′(a) = 0, on dit que a est un point critique de f .

Théorème de Rolle
Soit f : [a, b] → R une fonction continue sur [a, b] et dérivable dans ]a, b[.

Si f(a) = f(b), alors il existe c ∈]a, b[ tel que f ′(c) = 0.

Théorèmes des accroissements finis (TAF)
Soit f : [a, b] → R une fonction continue sur [a, b] et dérivable dans ]a, b[.

∃c ∈]a, b[, tel que f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c)

Égalité des AF

Si ∀x ∈]a, b[,m ⩽ f ′(x) ⩽ M , alors
m · (b− a) ⩽ f(b)− f(a) ⩽ M · (b− a)

Inégalité des AF
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Si f : I → R est dérivable dans I et s’il existe k ∈ R+ tel que |f ′| ⩽ k, alors f
est k-lipschitzienne.

Limite de la dérivée

Si lim
x ̸=a
x→a

f ′(x)=ℓ, alors lim
x ̸=a
x→a

f(x)−f(a)
x− a

=ℓ.
f : I → R continue dans I,
dérivable dans I \ {a} et ℓ ∈
R̄.

En particulier, si ℓ ∈ R, f est dérivable en a et f ′(a) = lim
x ̸=a
x→a

f ′(x) = ℓ.

Fonctions monotones dérivables

Soit f : I → R une fonction dérivable sur un intervalle non trivial I.
• f croissante sur I si et seulement si f ′ ⩾ 0. Elle est strictement croissante si
de plus f ′ ne s’annule sur aucun sous-intervalle non trivial de I.
• f décroissante sur I si et seulement si f ′ ⩽ 0. Elle est strictement décrois-
sante si de plus f ′ ne s’annule sur aucun sous-intervalle non trivial de I.

Fonctions de classe Cn

Soit f : I → R, on définit les dérivées d’ordre 0,1,. . . ,n,. . . de f lorsqu’elles
existent par f (0) = f et pour tout entier n ∈ N, si f (n) existe et est dérivable
dans I, on pose f (n+1) =

(
f (n)

)′.
Si f admet une dérivée nième continue dans I, on dit que f est de classe Cn. On
note Cn(I,R) l’ensemble des fonctions de classe Cn sur I.
Soit f, g : I → R, h : J → R. On suppose que h (resp. f, g) est de classe Cn
sur J (resp I) et que f(I) ⊂ J . Alors les fonctions λf , f + g, f × g, 1/f (si
f ne s’annule pas) et h ◦ f sont de classe Cn sur I. Si de plus f : I → J est
bijective et f ′ ne s’annule pas dans I, alors f−1 est de classe Cn sur I.

(
f × g

)(n)
=

n∑
k=0

(
n
k

)
f (k) × g(n−k) Formule de Leibniz

31

M
at

hé
m

at
iq

ue
s



Dérivées des fonctions usuelles
En notant pα la fonction puissance α-ième (x �→ xα), nous avons :

Dérivée Intervalle Paramètres
exp′(x) = ex x ∈ R

ln′(x) =
1

x
x ∈ R+⋆

p′α(x) = αxα−1 x ∈]0,+∞[ α ∈ R

sin′(x) = cos(x) x ∈ R

cos′(x) = − sin(x) x ∈ R

tan′(x) = 1 + tan2(x) =
1

cos2(x) x ∈]− π
2 + kπ; π2 + kπ[ k ∈ Z

ch ′(x) = sh (x) x ∈ R

sh ′(x) = ch (x) x ∈ R

th ′(x) = 1− th 2(x) =
1

ch 2(x)
x ∈ R

Arcsin ′(x) =
1√

1− x2
x ∈]− 1, 1[

Arccos ′(x) = − 1√
1− x2

x ∈]− 1, 1[

Arctan ′(x) =
1

1 + x2
x ∈ R

Convexité
Définition et caractérisations

Soit f : I → R une fonction définie sur un intervalle I de R.
On dit que f est convexe sur I si :

∀(x, y) ∈ I2, ∀λ ∈ [0, 1], f
(
(1− λ)x+ λy

)
⩽ (1− λ)f(x) + λf(y)

f est dite concave sur I si −f est convexe.

• Si f est de classe C1, f est convexe sur I
ssi f ′ : I → R est croissante sur I.

• Si f est de classe C2, f est convexe sur I
ssi f ′′ : I → R est positive sur I

Caractérisations des
fonctions convexes

Inégalités de convexité
Soit f : I → R une fonction convexe. Soit (a1, . . . , an) ∈ In, (λ1, . . . , λn) ∈(
R+

)n tels que λ1 + · · ·+ λn = 1, alors
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f
( n∑
i=1

λiai
)
⩽

n∑
i=1

λif(ai) Inégalité de Jensen

Si plus f : I → R est de classe C1. Alors

∀(a, x) ∈ I2, f(x) ⩾ f(a) + f ′(a)(x− a)

Inégalité des tangentes
le graphe de f est situé au-
dessus de ses tangentes.

Dérivées des fonctions usuelles
En notant pα la fonction puissance α-ième (x �→ xα), nous avons :

Dérivée Intervalle Paramètres
exp′(x) = ex x ∈ R

ln′(x) =
1

x
x ∈ R+⋆

p′α(x) = αxα−1 x ∈]0,+∞[ α ∈ R

sin′(x) = cos(x) x ∈ R

cos′(x) = − sin(x) x ∈ R

tan′(x) = 1 + tan2(x) =
1

cos2(x) x ∈]− π
2 + kπ; π2 + kπ[ k ∈ Z

ch ′(x) = sh (x) x ∈ R

sh ′(x) = ch (x) x ∈ R

th ′(x) = 1− th 2(x) =
1

ch 2(x)
x ∈ R

Arcsin ′(x) =
1√

1− x2
x ∈]− 1, 1[

Arccos ′(x) = − 1√
1− x2

x ∈]− 1, 1[

Arctan ′(x) =
1

1 + x2
x ∈ R

Convexité
Définition et caractérisations

Soit f : I → R une fonction définie sur un intervalle I de R.
On dit que f est convexe sur I si :

∀(x, y) ∈ I2, ∀λ ∈ [0, 1], f
(
(1− λ)x+ λy

)
⩽ (1− λ)f(x) + λf(y)

f est dite concave sur I si −f est convexe.

• Si f est de classe C1, f est convexe sur I
ssi f ′ : I → R est croissante sur I.

• Si f est de classe C2, f est convexe sur I
ssi f ′′ : I → R est positive sur I

Caractérisations des
fonctions convexes

Inégalités de convexité
Soit f : I → R une fonction convexe. Soit (a1, . . . , an) ∈ In, (λ1, . . . , λn) ∈(
R+

)n tels que λ1 + · · ·+ λn = 1, alors

33

L’essence des mathématiques, c’est la liberté.
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Algèbre générale

Entiers relatifs, arithmétique
Division euclidienne dans Z

Soit (a, b) ∈ Z× N⋆. Il existe un unique couple (q, r) ∈ Z2 tel que

• a = bq + r
• 0 ⩽ r < b

q et r sont le quotient et
le reste de la division eucli-
dienne de a par b.

PGCD, PPCM de deux entiers

Soit (a, b) ∈ Z2 un couple d’entiers relatifs.

• Si (a, b) �= (0, 0), on note a ∧ b le plus grand diviseur commun à a et b. On
convient que 0 ∧ 0 = 0.
• Si a �= 0 et b �= 0, on note a∨b le plus petit entier strictement positif, multiple
commun de a et b. Si a = 0 ou b = 0, on convient que a ∨ b = 0.

Entiers premiers entre eux, théorème de Bezout

Soit (a, b) ∈ Z2. a et b sont dits premiers entre eux si PGCD(a, b) = 1.

a et b sont premiers entre eux ⇐⇒ ∃(u, v) ∈ Z2, au+ bv = 1.

Soit a1, a2, . . . , an des entiers non tous nuls. L’ensemble des diviseurs com-
muns à a1, a2, . . . , an admet un plus grand élément, appelé plus grand com-
mun diviseur et noté PGCD(a1, a2, . . . , an).
Soit (a1, . . . , an) ∈ Zn, d = PGCD(a1, . . . , an). Alors il existe des entiers
u1, u2, . . . , un tels que d = a1u1 + a2u2 + · · ·+ anun.

Théorème de Gauss

• a | bc
• a ∧ b = 1

)
⇒ a | c. (a, b, c) ∈ Z3

Nombres premiers

On appelle nombre premier tout entier naturel p ⩾ 2 dont les seuls diviseurs
dans N sont 1 et p lui-même. Un entier naturel n ⩾ 2 qui n’est pas premier est
dit composé. On note P l’ensemble des nombres premiers.
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