
  
    “Matemática não é apenas números, e sim envolve letras e toda a capacidade que o ser humano conseguir expressar.”


    (François Viète)

  


  
    INTRODUÇÃO


    Curva de preenchimento de espaço é o nome dado a uma função matemática sobrejetora cujo domínio está contido em um conjunto unidimensional e cuja imagem está contida em um conjunto de dimensão maior.


    Segundo Byrne [2], Müller e Baier [7] e Sagan [10], o estudo de teoria dos conjuntos é um ramo relativamente novo da matemática, ganhando grande impulsão nos últimos séculos. O cuidado do detalhamento dos conhecidos conjuntos numéricos ganhou força com a caracterização dos números naturais através de G. Peano e seus axiomas, em 1879, junto com a expansão para os inteiros, racionais e reais.


    Grande parte do estudo de conjuntos está na pertinência de seus elementos e da quantidade de entes que os compõem. No estudo de conjuntos numéricos, o principal motivador das pesquisas foi a caracterização da quantidade tomada por “infinito” que especificaria a infinidade de números que cada conjunto numérico comporta.


    Era sabido que, da expansão do conjunto dos números naturais para os inteiros, dos inteiros para os racionais, racionais para reais, e assim sucessivamente, mais e mais elementos iam se agregando aos conjuntos, tornando-os cada vez “maiores”; mas esse termo carecia de definição, uma vez que “infinito” não é um número e, portanto, não era capaz de descrever uma quantidade para tais conjuntos.


    Até que, em 1878, G. Cantor apresenta ao mundo o conceito de cardinalidade: era possível “contar” os elementos no conjunto dos números inteiros utilizando os números naturais; logo, havia tantos números inteiros quanto números naturais, tornando ambos os conjuntos igualmente grandes em mesma “ordem” – dizendo-se, portanto, que ambos os conjuntos possuem a mesma cardinalidade.


    O conceito de cardinalidade se justifica pelo fato de existir uma bijeção entre os conjuntos: existe como se mapear univocamente cada elemento de um conjunto sobre outro através de uma função que desempenha o papel de “contagem de elementos”. Por meio desse conceito, nasce também o conceito de conjuntos finitos, infinitos enumeráveis e infinitos não enumeráveis (caso que recai nos números reais).


    Nesse ambiente da descoberta da possibilidade de se mapearem funções de um conjunto sobre outro aparentemente maior, surge a pesquisa da possibilidade de se mapearem funções em dimensões diferentes. Seria possível criar uma bijeção entre um conjunto de dimensão x em um conjunto de dimensão y, sendo x ≠ y (unidimensional em bidimensional, como no exemplo)? Com isso, a curva de preenchimento de espaço começa a ganhar forma.


    A essa curva deu-se o nome de “preencher espaço” porque a primeira curva investigada tem todos os pontos da imagem (de domínio bidimensional) relacionados a pontos pertencentes a um intervalo de números reais, sendo hoje mais correto nomear a primeira curva de “curva que preenche superfície”, limitando o termo espaço para quando se preenchem três dimensões. Como há de se mostrar adiante, tal curva é necessariamente não injetora, o que consequentemente implica não haver bijeção entre tais conjuntos.


    Nascem aqui os primeiros estudos do ramo hoje conhecido por Topologia como uma expansão da Geometria Euclidiana tradicional, investigando o comportamento dessas funções e conjuntos quanto à sua continuidade, compacidade e conexidade. Nossa curva de preenchimento de espaço, hoje, pode ser vista de maneira mais geral como a existência de uma relação, nesta obra tratada por funções, entre espaços de dimensões não necessariamente iguais.


    Mas um dos grandes entraves no estudo dessas curvas era a análise dos resultados obtidos. O primeiro estudo desenvolvido no tema, por Peano, era meramente algorítmico e de difícil interpretação de como a mudança nas variáveis acarretaria o preenchimento de uma região plana. D. Hilbert, em 1891, foi o primeiro a sugerir tal curva com uma visualização de como cada ponto num espaço plano era imagem de um ponto do segmento de reta através de sucessivas iterações. Finalmente, em 1904, H. Lebesgue estende os conceitos existentes até então para um modelo ainda mais geral de curva criada por interpolação e relação com conjuntos particionados, trabalho possível graças ao notável conjunto de Cantor, descrito por G. Cantor em 1883.


    O propósito desta obra, além de gerar interesse pelo estudo do tema sobre curvas e dimensões espaciais, é o de também criar uma ferramenta de uso bastante básico capaz de gerar tais curvas. Com ela, será capaz de se analisar quais parâmetros são necessários para a criação da curva, como a alteração desses parâmetros implica (ou não) a criação de uma nova curva, e como, dada uma curva, é possível intuir seus aspectos básicos e, com eles, obter os parâmetros.


    Os capítulos subsequentes tratarão das definições matemáticas básicas do tema (curvas de Peano, Hilbert e Lebesgue, a última, na qual se baseia esta obra); definirão como construir um software computacional capaz de visualizar sua curva, baseado nos algoritmos de construção das curvas propostos pelos autores estudados; mostrarão como o software criado é capaz de auxiliar cognitivamente na construção e parametrização das curvas; e, por fim, apresentarão alguns exemplos de abordagens do mundo real capazes de serem modelados pelo software (e, consequentemente, explorados como tais curvas).


    Esta obra não tem a pretensão de servir como um curso completo sobre o tema, mas sim servir de motivação e fomento para mais pesquisas no assunto, bem como instigar a criação de plataformas computacionais mais sofisticadas capazes de gerar visualizações para níveis multidimensionais (como, por exemplo, para o cubo).

  


  
    1. TERMINOLOGIA


    Comecemos, então, a definir a terminologia básica que será utilizada ao longo deste trabalho. Introduziremos as notações adotadas, bem como conceitos tomados por básicos para a correta interpretação dos temas. O conteúdo das definições pode ser consultado em Kaplansky [4] e Lima [5, 6].


    Por fim, sempre que útil, adotaremos proposições e demonstrações que reforcem temas específicos, utilizando os axiomas básicos para desenvolver um raciocínio que complete asserções primitivas em mais complexas.


    Note que, de modo a fomentar a construção do raciocínio que acompanha o estudo histórico do tema, deixaremos alguns conceitos e definições para serem abordados no capítulo correspondente à curva estudada, para que se prove que, dadas as formas de concepção iniciais, o nível de abstração foi sendo construído com o tempo de forma a poder abranger e caracterizar curvas do tipo de preenchimento de espaço com maior precisão.


    1.1 NOTAÇÕES


    Comecemos então introduzindo as notações utilizadas neste trabalho:


    Definição 1.1. O corpo ordenado completo dos números reais será denotado por [image: ]; o espaço cartesiano n-dimensional, por [image: ]; e o corpo dos números complexos, por [image: ]. Usaremos letra cursiva maiúscula para denotar subconjuntos de [image: ] como:


    [image: ] = [0, 1] para o intervalo fechado unitário;


    [image: ] = [0, 1]2 para o quadrado fechado unitário; e


    [image: ] = [0, 1]3 para o cubo fechado unitário.


    Definição 1.2. O complementar de um conjunto [image: ] será denotado por [image: ] quando for claro o contexto de qual conjunto universo o complementar será tomado
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    1.2 TERMINOLOGIA BÁSICA


    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    
      [image: ] .
    


    

    

    

    

    

    

    

    

    

    
      [image: ]
    


    

    
      [image: ]
    


    

    
      [image: ]
    


    
      [image: ]
    


    

    

    

    
      [image: ]
    


    

    
      [image: ]
    


    
      [image: ]
    


    
      [image: ]
    


    

    
      [image: ]
    


    

    
      [image: ]
    


    

    

    
  


  
    BIBLIOGRAFIA


    [1] AMORIM, É. A curva de Peano e um demônio da Tasmânia cego puntiforme infinitamente rápido. Disponível em: http://legal.icmc.usp.br/lib/exe/ fetch.php?media=slides:tasmania.pdf (Acesso 10-2019).


    [2] BYRNE, K. An Introduction to Space-Filling Curves. Disponível em: http:// www.academia.edu/28633281/An_Introduction_to_Space-Filling_Curves (Acesso 02-2019).


    [3] GUEDES, G. T. A. UML 2: Uma Abordagem Prática, 2. ed. São Paulo: Novatec, 2011. 30-41p.


    [4] KAPLANSKY, I. Set Theory and Metric Spaces, University of Chicago. Allyn and Bacon, Inc. Boston, 1972. 67-83p.


    [5] LIMA, E. L. Análise Real, volume 1: Funções de Uma Variável, 12. ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2017.


    [6] LIMA, E. L. Espaços Métricos, 5. ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2017. 1-80p.


    [7] MÜLLER, J. G. BAIER, T. Topologia: Fatos Históricos e Curiosidades, Universidade Regional de Blumenau – FURB/PPGECIM, Santa Catarina, s/d.


    [8] PEANO, G. Sur une courbe, qui remplit toute une aire plane. Mathematische Annalen, 36 No 1, 1890. 157–160p.


    [9] SAADE, J. C# Guia do Programador, 1. ed. São Paulo: Novatec, 2011. 117- 173p.


    [10] SAGAN, H. Some Refiections on the Emergence of Space-filling Curves: The Way it Could Have Happened and Should Have Happened, but did not Happen, Journal of the Franklin Institute, Vol. 328, No 4, 1991. 419-430p.


    [11] SAGAN, H. Space-Filling Curves, Springer Science+Business Media. Nova Ior- que, 1994. 1-82p.

  


  
    APÊNDICE A


    Código da classe estática Curva:


    01 using System.Collections.Generic;


    02 using System.Drawing;


    03 namespace SpaceFillingCurves


    04 {


    05 static class Curva


    06 {


    07 private static int iteracao = 1;


    08 private static int dimensao = 2;


    09 private static List<Point> pontos = new List<Point>();


    10 public static void alterarIteracao(int _iteracao)


    11 {


    12 if (_iteracao > 0 && _iteracao < 11)


    13 iteracao = _iteracao;


    14 }


    15 public static void alterarDimensao(int _dimensao)


    16 {


    17 iteracao = 1;


    18 dimensao = _dimensao;


    19 pontos = new List<Point>();


    20 }


    21 public static void alterarPontos(Point _pontos)


    22 {


    23 if (pontos.IndexOf(_pontos) > -1)


    24 pontos.Remove(_pontos);


    25 else


    26 pontos.Add(_pontos);


    27 }


    28 public static int retornarIteracao()


    29 {


    30 return iteracao;


    31 }


    32 public static int retornarDimensao()


    33 {


    34 return dimensao;


    35 }


    36 public static List<Point> retornarPontos()


    37 {


    38 return pontos;


    39 }


    40 public static void redefinir()


    41 {


    42 iteracao = 1;


    43 dimensao = 2;


    44 pontos = new List<Point>();


    45 }


    46


    47 } }

  


  
    APÊNDICE B


    Código da classe Formulário:


    001 using System;


    002 using System.Drawing;


    003 using System.Windows.Forms;


    004 namespace SpaceFillingCurves


    005 {


    006 public partial class Form1 : Form


    007 {


    008 private Graphics tela;


    009 private Pen caneta = new Pen(Color.Black, 2);


    010 private Pen caneta2 = new Pen(Color.Aquamarine, 1);


    011 private SolidBrush pincel = new SolidBrush(Color.Black);


    012 public Form1()


    013 {


    014 InitializeComponent();


    015 }


    016 private void numericUpDownDimensao_ValueChanged


    017 (object sender, EventArgs e)


    018 {


    019 Curva.alterarDimensao((int) numericUpDownDimensao.Value);


    020 labelDimensao.Text = String.Format(“{0} x {1}”,


    021 numericUpDownDimensao.Value, numericUpDownDimensao.Value);


    022 panelPontos.Invalidate();


    023 }


    024 private void panelPontos_MouseClick


    025 (object sender, MouseEventArgs e)


    026 {


    027 int X = e.X / (panelPontos.Size.Width /


    028 Curva.retornarDimensao());


    029 int Y = (panelPontos.Size.Height - e.Y) /


    030 (panelPontos.Size.Height / Curva.retornarDimensao());


    031 Curva.alterarPontos(new Point(X, Y));


    032 panelPontos.Invalidate();


    033 }


    034 private void panelPontos_Paint


    035 (object sender, PaintEventArgs e)


    036 {


    037 tela = panelPontos.CreateGraphics();


    038 for (int i = 1; i < Curva.retornarDimensao(); i++)


    039 {


    040 int x = i * panelPontos.Size.Width /


    041 Curva.retornarDimensao();


    042 int y = i * panelPontos.Size.Height /


    043 Curva.retornarDimensao();


    044 tela.DrawLine(caneta, x, 0, x,


    045 panelPontos.Size.Height);


    046 tela.DrawLine(caneta, 0, y,


    047 panelPontos.Size.Width, y);


    048 }


    049 int k = 0;


    050 foreach (Point point in Curva.retornarPontos())


    051 {


    052 tela.DrawString((++k).ToString(),


    053 new Font(“Arial”,


    054 160 / (2 * Curva.retornarDimensao())), pincel,


    055 point.X * panelPontos.Size.Width / Curva.retornarDimensao(),


    056 160 - (point.Y + 1) * panelPontos.Size.Height


    057 / Curva.retornarDimensao());


    058 }


    059 }


    060 private void buttonRetornar_Click


    061 (object sender, EventArgs e)


    062 {


    063 if (Curva.retornarPontos().Count < 2)


    064 MessageBox.Show(“Escolha pelo menos dois pontos


    065 do padrão para se definir uma reta.”, “Atenção”,


    066 MessageBoxButtons.OK, MessageBoxIcon.None,


    067 MessageBoxDefaultButton.Button1);


    068 else


    069 {


    070 Curva.alterarIteracao(Curva.retornarIteracao() - 1);


    071 panelCurva.Invalidate();


    072 }


    073 }


    074 private void buttonAvancar_Click


    075 (object sender, EventArgs e)


    076 {


    077 if (Curva.retornarPontos().Count < 2)


    078 MessageBox.Show(“Escolha pelo menos dois pontos


    079 do padrão para se definir uma reta.”, “Atenção”,


    080 MessageBoxButtons.OK, MessageBoxIcon.None,


    081 MessageBoxDefaultButton.Button1);


    082 else


    083 {


    084 Curva.alterarIteracao(Curva.retornarIteracao() + 1);


    085 panelCurva.Invalidate();


    086 }


    087 }


    088 private void panelCurva_Paint


    089 (object sender, PaintEventArgs e)


    090 {


    091 tela = panelCurva.CreateGraphics();


    092 double power = Math.Pow(Curva.retornarDimensao(),


    093 Curva.retornarIteracao());


    094 for (int i = 1; i < power; i++)


    095 {


    096 int x = i * panelCurva.Size.Width / (int) power;


    097 int y = i * panelCurva.Size.Height / (int) power;


    098 tela.DrawLine(caneta2, x, 0, x,


    099 panelCurva.Size.Height);


    100 tela.DrawLine(caneta2, 0, y,


    101 panelCurva.Size.Width, y);


    102 }


    103 int ordem = 0;


    104 double factorX = panelCurva.Size.Width / power,


    105 factorY = panelCurva.Size.Height / power;


    106 double[,] matriz = new double[(int)Math.Pow(


    107 Curva.retornarPontos().Count,


    108 Curva.retornarIteracao()), 2];


    109 iterar(1, ref ordem, factorX, factorY,


    110 new Point(0, 0), ref matriz);


    111 if (matriz.GetLength(0) > 0)


    112 {


    113 double previousX = matriz[0, 0],


    114 previousY = matriz[0, 1];


    115 for (int i = 1; i < matriz.GetLength(0); i++)


    116 {


    117 tela.DrawLine(caneta, (int) previousX, (int) previousY,


    118 (int) matriz[i, 0], (int) matriz[i, 1]);


    119 previousX = matriz[i, 0];


    120 previousY = matriz[i, 1];


    121 }


    122 }


    123 }


    124 private void iterar(int nivel, ref int ordem,


    125 double factorX, double factorY, Point padrao,


    126 ref double[,] matriz)


    127 {


    128 foreach (Point point in Curva.retornarPontos())


    129 {


    130 Point novoPadrao = new Point(


    131 padrao.X * Curva.retornarDimensao() + point.X,


    132 padrao.Y * Curva.retornarDimensao() + point.Y);


    133 if (nivel == Curva.retornarIteracao())


    134 {


    135 matriz[ordem, 0] = novoPadrao.X * factorX


    136 + factorX / 2;


    137 matriz[ordem, 1] = panelCurva.Size.Height


    138 - (novoPadrao.Y * factorY + factorY / 2);


    139 }


    140 else


    141 {


    142 iterar(nivel + 1, ref ordem, factorX,


    143 factorY, novoPadrao, ref matriz);


    144 continue;


    145 }


    146 ordem += 1;


    147 }


    148 }


    149 private void buttonRedefinir_Click


    150 (object sender, EventArgs e)


    151 {


    152 Curva.redefinir();


    153 labelDimensao.Text = String.Format(“0 x 1”,


    154 Curva.retornarDimensao(), Curva.retornarDimensao());


    155 numericUpDownDimensao.Value = Curva.retornarDimensao();


    156 panelCurva.Invalidate();


    157 }


    158 }


    159 }
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