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Prefacio

Uno de los grandes anhelos de la humanidad es comprender y predecir
el comportamiento de la naturaleza. Esto lo hemos venido desarrollando
mediante la formulacién de modelos matema&ticos que representan una abs-
traccion del fenémeno de estudio. Dichos modelos por lo general conllevan
al planteamiento de Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP). Dada la
complejidad creciente de las EDP, en las ultimas décadas se han desa-
rrollado los modelos computacionales que nos permiten resolver numeéri-
camente las EDP y con ello poder comprender a mayor profundidad la
propia naturaleza.

El presente libro aborda una primera introduccion a la teoria y aplica-
ciones de las Ecuaciones en Derivadas Parciales. El texto es apropiado para
cualquier curso basico sobre EDP, teniendo un mayor énfasis en cursos de
ingenieria, estudiantes de matemaéticas aplicadas y posiblemente para un
primer afio de maestria en ciencias.

El texto no intenta ser un tratado exhaustivo. La amplitud de los temas
v la experiencia de los autores ha impedido abordarlos con la minuciosidad
deseada. Sin embargo, constituye un primer acercamiento que presenta una
visién general en el campo de las ecuaciones diferenciales parciales.
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El texto contiene cuatro capitulos, los cuales estdn organizados de la
siguiente manera: en el capitulo uno mostramos la definicién cldsica de
funcién y abordamos la clasificacién de funciones considerando el nime-
ro de elementos del dominio y codominio. En el capitulo dos estudiamos
los conceptos béasicos de ecuaciones diferenciales parciales e indicamos los
tipos de ecuaciones en sus formas lineales y cuasilineales. Aunado a ello,
se muestra el concepto de solucion. Posteriormente, en el capitulo tres se
describen las ecuaciones lineales de primer orden desde un punto de vista
geométrico, la solucién general y el problema de Cauchy. Finalmente, en el
capitulo cuatro se abordan las ecuaciones de segundo orden, en particular
se describe la categoria de funciones de tipo hiperbdlica, parabdlica y elipti-
ca. Se abordan diversos ejemplos que permiten una mejor comprensién del
tema.

En distintas etapas de la escritura de esta obra, varias personas pro-
porcionaron valiosos comentarios. Los autores estdn agradecidos por su
ayuda y cooperacion a todos aquellos que contribuyeron en diversas mane-
ras para esclarecer algunos pasajes oscuros, asi como proporcionarnos una
retroalimentacién constructiva. En particular, expresamos nuestra grati-
tud a Sotero Ordones Nogales y Abimael Jiménez Pérez por su tiempo
dedicado a la revision general de la misma. De igual manera, queremos ex-
presar nuestro agradecimiento a la Universidad de Guadalajara (campus
CUCSUR) por las facilidades otorgadas a los autores para la elaboracién
de este libro.

0. Aguilar Loreto
J. A. Mufioz Gémez

Junio 2016
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Capitulo

Funciones

1.1. Definicion clasica

El concepto de funcién se ha generalizado mucho desde el desarrollo
inicial del Célculo efectuado por Leibniz y Newton [1]. Actualmente la
palabra funcién se usa en un sentido amplio para significar cualquier co-
rrespondencia determinada entre dos clases de objetos.

En nuestro caso, consideraremos funciones que son correspondencias
entre conjuntos de nimeros reales. A este tipo de funciones se les llama
funciones reales de una variable real. El primer conjunto de nimeros se
conoce como dominio de la funcién, el cual consiste en todo el conjunto
de valores que puede tomar la funcién, claro que tomando en considera-
cion las restricciones comunes que surgen en funciones de valor real, como
divisién por cero, el dominio de funciones logaritmicas y raices cuadradas
de ntimeros reales positivos principalmente. El segundo conjunto, formado
por los valores que toma. la funcién, se llama recorrido o imagen. Una vez
especificado el dominio, al cual se le llamard D, la funcién queda definida
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tan pronto como se da una regla especifica de correspondencia que asigna
a cada nimero de D algin nimero correspondiente en el recorrido. Si z es
un simbolo usado para denotar a cualquier miembro de D, se dice que z es
la variable independiente de la funcién. Si a cada valor de z le corresponde
exactamente un numero del recorrido, se tiene una funcién univaluada,
que es propiamente lo que significa el término funcién [2]. En lo sucesivo
se supondrd siempre que todas las funciones a las que se haga referencia
son univaluadas, a menos que se especifique lo contrario. Con dnimos de
ser metddicos, decimos que una funcién consta de lo siguiente [3]:

s Un conjunto D, llamado dominio de la funcién.
s Un conjunto I, llamado codominio o imagen de la funcién.

» Una relacién (o correspondencia) f, que asocia a cada elemento z de
D un solo elemento f(z) en 1.

La combinacién de (D, I, f) es lo que conforma a una funcién. En la
figura 1.1 describimos graficamente el concepto de funcién como una regla
de asociacion entre conjunto de niimeros reales. En el lado izquierdo de la
figura 1.1 se muestra el dominio de la funcién, en el lado derecho se indica
la imagen de la funcién. Observe que f exclusivamente no es la funcién,
lo cual es un error que comunmente se comete al definir funciones. Lo que
representa f es la regla de asociacién o de correspondencia entre D e 1.

En general, el proceso de evaluar una funcién en un punto dado zg
consiste en, al menos, dos pasos:

» Transforma la funcién f(z) de la forma algebraica a una expresién
aritmética.

» Realizar las operaciones aritméticas necesarias para obtener final-
mente el resultado (un nimero).

En la forma original la funcién f(z) es una expresién algebraica (por
ejemplo f(z) = 2z + 1) que contiene operaciones aritméticas con una va-
riable o literal denotada por lo general por z. Al momento de reemplazar
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Figura 1.1: Representacion grafica de una funcién.

la variable z por un nimero dado zq, lo que estamos haciendo es trans-
formar una forma algebraica en una forma aritmética. El segundo paso,
consiste en simplificar o evaluar la expresion aritmética del paso anterior,
para poder tener finalmente el resultado de la evaluacién buscada.

1.2. Funcién de una variable f : R — R

Quiz4 uno de los conceptos de mayor importancia en matemadticas sea el
concepto de funcién. La palabra funcién es sinénimo de relacion, la relacién
que existe entre dos cantidades, ideas u objetos en general. En matematicas
normalmente esos dos objetos son conjuntos de nimeros, letras, funciones
mismas o formas mas abstractas de las matemdticas.

Pensemos en algunos ejemplos cotidianos de funciones. La temperatura
de un objeto depende de la cantidad de calor suministrado al mismo, es
decir, a mayor calor suministrado mayor serd la temperatura en el objeto,
en este sentido el calor se relaciona de manera directa con la temperatura.
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La intensidad del campo eléctrico depende de la magnitud de la carga
eléctrica que genera el campo, si hay m4és carga el campo eléctrico es mds
intenso, si la carga disminuye el campo eléctrico es menos intenso. El campo
eléctrico se relaciona directamente con la carga eléctrica, en términos més
precisos, el campo eléctrico estd en funcién de la carga eléctrica. Por 1iltimo,
la aceleracién que se le imprima a un objeto depende de la fuerza aplicada
al mismo, en otras palabras, la aceleracién estd en funcién de la fuerza
aplicada a un objeto.

Notemos que en todos los casos existen dos cantidades que estdn rela-
cionadas de alguna manera, y en la medida que alteremos una cantidad la
otra también se modifica, podemos enunciarlo como: la cantidad gy estd en
funcién de la cantidad 2, donde a z se le conoce como variable indepen-
diente, y la cantidad y se conoce como variable dependiente

y=f(z).

Esta es una forma tradicional de definir a una funcién pero existe otra defi-
nicién formal méds moderna. Sea un conjunto de objetos al que llamaremos
conjunto A y sea otra coleccién de objetos al que llamaremos conjunto B,
existe una regla de correspondencia a la que llamaremos f que nos rela-
ciona ambos conjuntos. Estos tres objetos, el conjunto A, el conjunto B y
la regla de correspondencia f, conforman lo que se conoce como funcién y
se expresa como:

f:A—B

Analicemos otro ejemplo para mayor claridad. Al estudiar el movimiento
de un objeto, la fuerza que se imprima al mévil serd proporcional a la
aceleracion; cuanta mayor fuerza sea aplicada, la aceleracion del objeto es
mayor.

La relacién anterior la podemos expresar en notaciéon matemdtica co-
mo: a = f (F), donde F es la fuerza aplicada al objeto y a es la aceleracién
que se le imprima. Agqui encontramos toda una gama de valores para la
fuerza en virtud del mecanismo que genere la fuente de energia, asimismo
los valores de la aceleracion dependeran de los valores de la fuerza corres-
pondiente. Isaac Newton [1] dedujo una expresién explicita para relacionar
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ambas cantidades matemdticamente
F =ma

donde m es la masa del objeto. En este caso podemos establecer de manera
especifica la regla de correspondencia entre ambas cantidades. Observemos
que en este ejemplo sencillo la relacién es en proporcion directa, basta
multiplicar por el inverso de m a F' para encontrar la aceleracion

o(F) = %F (1.1)

siendo la aceleracién funcion que depende sélamente de F. Hemos consi-
derado a la masa del objeto como una cantidad fija.

1.3. Funcién de varias variables

Anteriormente habiamos considerado que la aceleracién que se le im-
prima al objeto depende tinicamente de la fuerza aplicada. Sin embargo,
la masa también puede ser modificada.

De la experiencia sabemos que al aumentar la masa del objeto, (man-
teniendo la fuerza constante) la aceleracién se reduce; si la disminuimos, la
aceleracion serd mayor, es decir, la aceleracion que adquiere el objeto tam-
bién depende de la cantidad de masa involucrada, por lo tanto, se puede
escribir la funcién (1.1) como

F
a(m,F)=—
m
podemos concluir que la aceleracién depende de dos cantidades, tanto la
masa como la fuerza.

De esta forma, la segunda ley de Newton se puede interpretar como una
funcién de dos variables, es decir, la aceleracion producida en el objeto, no
s6lo depende de la fuerza aplicada al objeto, sino también depende de la
cantidad de masa que se requiera mover.



