
  
    A todo aquel que se refugia en las matemáticas

  


  
    “La práctica no es lo que haces una vez que eres bueno. Es lo que haces lo que te hace bueno.”


    Malcolm Gladwell

  


  
    Prólogo


    Este libro va dirigido a todos aquellos estudiantes de los grados de ciencias e ingeniería que utilizan las Matemáticas Básicas en el transcurso de su formación educacional. Como su mismo título lo indica, el libro ofrece una parte breve de teoría y luego una recopilación de problemas y sus respectivas respuestas.


    El libro está conformado por cuatro capítulos: Elementos de Álgebra Lineal, Elementos de Análisis Matemático, Elementos de Teoría de la Medida y Suplemento de ejercicios generales. Cada capítulo, a excepción del último, está separado en unas primeras secciones con algunas definiciones, proposiciones, teoremas y notas esenciales sobre temas específicos que abordarán los ejercicios propuestos. Aconsejamos encarecidamente al lector que intente primero resolver los problemas sin acudir a las soluciones y que solo consulte estas después de haber meditado un tiempo suficiente.


    El último capítulo Suplemento de ejercicios generales contiene el enunciado y solución de una lista de ejercicios de temas variados sobre Análisis, Álgebra, Geometría, Topología y Teoría de la Medida. Los problemas se distribuyeron aleatoriamente con el objetivo de que el alumno pueda asociar la rama de las Matemáticas a la cual pertenecen y con ello recordar qué técnicas o métodos se pudiesen aplicar para su resolución.


    Para mejorar la comprensión de algunas respuestas decidimos utilizar algunas gráficas que ayudan a interpretar efectivamente muchos detalles de estas. En algunas soluciones mostramos varias vías aceptadas. Además, en ciertas ocasiones expusimos resultados teóricos que enriquecen el dominio del tema que aborda la problemática del ejercicio.


    Queremos destacar también que algunos de estos ejercicios han sido seleccionados y aplicados en exámenes de la Educación Superior. Ejemplos de instituciones mexicanas que lo han hecho son la Universidad Nacional Autónoma de México y la Universidad Autónoma de Guerrero.


    Agradecemos al lector el que nos haga llegar todos aquellos comentarios, sugerencias y correcciones que estime oportunos y que sirvan para mejorar el texto. Posteriormente en las sucesivas revisiones que se vayan realizando tomaremos en cuenta todas estas sugerencias.


    Esperamos que este texto contribuya satisfactoriamente en la formación académica del que lo lea y sea del agrado de una comunidad amplia de estudiantes.


    Los autores

  


  
    Capítulo 1


    Elementos de Álgebra Lineal


    1.1. Vectores y valores propios


    Sean E un espacio vectorial de dimensión finita n, T un endomorfismo de E. Si T es diagonalizable, es decir, si existe una base de E, {e1, e2, ..., en}, tal que en esta base su matriz asociada M (T, {ei}) tiene la forma siguiente:


    
      [image: ]
    


    entonces los escalares que se encuentran en la diagonal están relacionados con los vectores de la base por la ecuación:


    T (ei) = λiei.


    Definición 1. Sean E un espacio vectorial sobre el cuerpo [image: ], T un endomorfismo de E. Se denomina valor propio de T a todo escalar λ ∈ [image: ] tal que existen vectores no nulos v de E que cumplen:


    T (v) = λv.


    Definición 2. Sea A una matriz de orden n con coeficientes en [image: ]. Se dice que λ ∈ [image: ] es un valor propio de A, si λ es el valor propio del endomorfismo de [image: ]n que determina la matriz A.


    Asociada a la definición de valor propio, está la siguiente definición:


    Definición 3. Sean E un espacio vectorial sobre [image: ], T un endomorfismo de E y λ un valor propio de T. Se denomina vector propio asociado al valor propio λ, a todo vector v de E que satisface la ecuación:


    T (v) = λv.


    Proposición 1. Sean E un espacio vectorial, T un endomorfismo de E y λ un valor propio de T. Entonces el subconjunto de todos los vectores propios asociados al valor propio λ, es un subespacio vectorial de E.


    El subespacio de los vectores propios asociados a un valor propio λ, se denomina subespacio propio asociado a λ y se denota por E(λ).


    Una propiedad importante de los subespacios propios es que las imágenes de los vectores propios son a su vez vectores propios del mismo valor propio. Esta propiedad recibe el nombre de estabilidad y podemos definirla para un subespacio cualquiera.


    Definición 4. Sean E un espacio vectorial sobre [image: ], T un endomorfismo de E. Se dice que un subespacio E' de E es estable por el endomorfismo T si cumple:


    T (E') ⊂ E'.


    Podemos entonces enunciar:


    Proposición 2. Sea T un endomorfismo de un espacio vectorial E sobre [image: ]. Los subespacios propios asociados a los valores propios de T son estables por el endomorfismo T.


    No todo subespacio estable es subespacio propio, pues la estabilidad de los subespacios propios es un tipo muy especial, ya que un vector propio se transforma en otro vector múltiplo de sí mismo. Las rectas generadas por los vectores propios son estables por el endomorfismo.


    1.2. Polinomio característico


    El número λ es valor propio de un endomorfismo T si existen vectores no nulos v ∈ E tales que


    T (v) = λ(v).


    Empleando el endomorfismo identidad de E, escribimos:


     T (v) = λIdE(v),


    T (v) − λIdE(v) = 0,


     (T − λIdE)(v) = 0.


    Entonces, λ es un valor propio de T si existen vectores no nulos tales que


    (T − λIdE)(v) = 0.


    Lo anterior significa que el endomorfismo T − λIdE no sea inyectivo y por tanto que


    ker(T − λIdE) ≠ {0}.


    Para el caso en que E sea un espacio de dimensión finita, sabemos que un operador es inyectivo si y solo si es biyectivo o inversible. Por tanto, se enunciará esta caracterización para el caso de dimensión finita:


    Teorema 1. Sean E un espacio vectorial de dimensión finita sobre [image: ], T un endomorfismo de E. Las siguientes proposiciones son equivalentes:


    1. λ ∈ [image: ] es valor propio de T,


    2. ker(T − λIdE) [image: ] {0},


    3. El endomorfismo T − λIdE no es inyectivo,


    4. El endomorfismo T − λIdE no es inversible.


    Para estudiar los valores propios de una matriz A, tenemos que estudiar los valores propios de la transformación que ella determina en [image: ]n. El escalar λ es valor propio si existen vectores de [image: ]n, X ∈ [image: ]n, no nulos tales que


    AX = λX.


    Empleando la matriz identidad In, obtenemos:


    AX = λX ⇔ AX = λ(InX),


    ⇔ AX − λ(InX) = 0,


    ⇔ (A − λIn)X = 0.


    Por tanto,


    λ es valor propio de A ⇔ ker(A − λIn) [image: ] {0}


    ⇔ A − λIn no es inyectivo,


    ⇔ A − λIn no es inversible,


    ⇔ det (A − λIn) = 0.


    Tenemos que buscar los valores propios de la matriz A entre las raíces de la ecuación:


    det(A − λIn) = 0.


    Definición 5. Sea A una matriz cuadrada de orden n con coeficientes en [image: ]. El polinomio


    det(A − xIn),


    que se obtiene restando la variable x en la diagonal principal de la matriz A y hallando el determinante de la matriz que resulta se denomina polinomio característico de la matriz A.


    El polinomio característico de una matriz de orden n tiene grado n, y sus raíces, que están en [image: ], son los valores propios de A. La ecuación det(A − xIn) = 0 se denomina ecuación característica.


    ¿Podemos establecer alguna relación entre los vectores propios de T y los valores propios de una de sus matrices? La respuesta es afirmativa, pero surge un inconveniente: ¿de cuál de las matrices que representan al endomorfismo se trata? Sabemos que la representación de un endomorfismo por una matriz depende de la selección de una base del espacio E. Para responder a ello, se tiene el siguiente resultado:


    Proposición 3. Dos matrices semejantes tiene el mismo polinomio característico.


    Teorema 2. Sean E un espacio vectorial de dimensión n sobre [image: ], T un endomorfismo de E y A la matriz asociada a T en una base {e1, e2, ..., en} de E. Entonces los valores propios de T son las raíces de la ecuación característica de la matriz A: det(A − xIn) = 0.


    Además el subespacio propio E(λ) asociado al valor propio λ ∈ [image: ], es el subespacio formado por los vectores de E cuyas coordenadas en la base {e1, e2, ..., en}satisfacen el sistema de ecuaciones lineales homogéneo: (A − λIn)X = 0.


    El polinomio característico PT (x) de un endomorfismo T de un espacio vectorial E de dimensión finita n sobre [image: ] es un polinomio de grado n y, por tanto, a lo sumo tiene n raíces, contando las raíces repetidas. Si λ es un valor propio de T que aparece con multiplicidad k como raíz del polinomio característico, decimos que λ es un valor propio de multiplicidad k.


    Otro aspecto importante es que cuando se están calculando los valores propios de un endomorfismo mediante su polinomio característico es importante tener en cuenta cuál es el campo de escalares [image: ] que estamos empleando. El siguiente teorema es evidente por ser una consecuencia del Teorema Fundamental del Álgebra.


    Teorema 3. Sea A una matriz de orden n sobre el campo [image: ]. Entonces A tiene al menos un valor propio.


    Veamos el siguiente teorema:


    Teorema 4. Si se tienen los vectores propios no nulos u1, u2, ..., ur de T, asociados, respectivamente, a distintos valores propios λ1, λ2, ..., λr, entonces estos forman un sistema linealmente independiente.


    Ahora supongamos que tenemos un valor propio λ de una matriz A. La multiplicidad algebraica de λ se define como la multiplicidad de λ como una raíz del polinomio característico de A. Mientras que la multiplicidad geométrica de λ se define como la dimensión de su subespacio propio asociado.


    Teorema 5. Sea λ un valor propio de una matriz A. Entonces la multiplicidad geométrica de λ no excede a su multiplicidad algebraica.


    Remitimos al lector a los libros [3, 8, 13, 14] para una mayor profundización en este tema.


    1.3. Diagonalización


    Definición 6. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre el cuerpo [image: ] y T un operador lineal en V. Diremos que T es diagonalizable si existe una base para V de vectores propios de T.


    Proposición 4. Sea T un operador lineal y c1, c2, ..., cn ∈ [image: ] valores propios distintos de T. Si α1, α2, ..., αn ∈ V son vectores propios de T, asociados a los valores propios c1, c2, ..., cn respectivamente, entonces α1, α2, ..., αn son linealmente independientes.


    Proposición 5. Cualquier matriz A ∈ Mn×n([image: ]) es diagonalizable si y solo si tiene n vectores propios linealmente independientes.


    Teorema 6. Sea T un operador lineal sobre un espacio vectorial V de dimensión finita. Dados c1, c2, ..., cn los valores propios distintos de T y Wi el espacio nulo de T − ciI. Entonces las siguientes afirmaciones


    son equivalentes:


    1. T es diagonalizable


    2. El polinomio característico de T es


    
      [image: ]
    


    donde [image: ]


    3. [image: ]


    Teorema 7. Sea A una matriz simétrica real. Entonces existe una matriz ortogonal P tal que D = P−1AP es diagonal.


    Dos excelentes monografías que abordan este tema se pueden encontrar en [6, 11].


    1.4. Formas bilineales


    Definición 7. Sean E, F espacios vectoriales sobre [image: ], la aplicación f : E × F → [image: ] se llama forma bilineal sobre E × F si es lineal con respecto a cada variable, esto es


    
      [image: ]
    


    Sean ahora E y F de dimensiones finitas n y m, respectivamente. Tomemos dos bases [image: ] de E y F , respectivamente. Sea f una forma bilineal sobre E × F , x ∈ E, y ∈ F . Entonces como


    
      [image: ]
    


    se obtiene que


    
      [image: ]
    


    o sea, [image: ] queda completamente determinada por los [image: ] elementos [image: ]. De esta forma queda determinada una matriz [image: ] que satisface [image: ], donde [image: ] y [image: ] son los vectores de coordenadas de [image: ] y [image: ] con respecto a las bases [image: ] de E y [image: ] de F respectivamente.


    Definición 8. Dos matrices A y B se dicen congruentes, si existen matrices inversibles P y [image: ] tales que [image: ].


    Proposición 6. Dos matrices que representan a una misma forma bilineal f son congruentes.


    Definición 9. Una forma bilineal f sobre E, se llama simétrica si [image: ].


    Definición 10. Una forma bilineal f sobre E, se llama antisimétrica si [image: ], [image: ].


    Definición 11. Una forma bilineal f sobre E, se llama alternada si [image: ].


    Proposición 7. Toda forma bilineal alternada f es antisimétrica.


    Definición 12. Si f es una forma bilineal sobre E, se llama forma cuadrática asociada a f a una aplicación [image: ] dada por [image: ].


    La fórmula


    
      [image: ]
    


    se denomina forma polar de la forma cuadrática q. Llamaremos rango de una forma cuadrática q al rango de cualquiera de sus matrices asociada. La forma canónica de una forma cuadrática q será una expresión en la cual no aparezcan términos rectangulares: [image: ][image: ]


    Teorema 8. Si q es una forma cuadrática no nula, definida sobre un espacio E de dimensión finita, existe una base [image: ] de E, con respecto a la cual q se escribe en forma canónica.


    Proposición 8 (Regla de inercia de Sylvester). El número de coeficientes no nulos en cualquier forma canónica de una forma cuadrática es siempre el mismo y coincide con el rango de la forma cuadrática.


    Consulte las referencias [4, 5] para un estudio detallado de las formas bilineales.


    1.5. Ejercicios


    1. Calcular el determinante


    
      [image: ]
    


    2. Sea A una matriz de 3 × 3 donde el primer renglón es igual al tercero multiplicado por [image: ]. Probar que |A| = 0.


    3. Probar que si A es una matriz diagonal entonces su determinante es igual al producto de los elementos de la diagonal principal.


    4. Probar que si en una matriz cuadrada se intercambian dos columnas consecutivas entonces el determinante cambia de signo.


    5. Pruebe que si se suma un múltiplo escalar de una columna a otra, entonces el valor del determinante no cambia.


    6. Probar si A y B son matrices de 3 × 3 entonces |AB| = |A||B|.


    7. Probar que el determinante de la inversa de una matriz A es el recíproco del determinante de A.


    8. Ejemplificar que en general no se tiene que cumplir que |A + B| = |A| + |B| .


    9. Sea


    
      [image: ]
    


    Calcular el rango de A.


    10. Probar que el siguiente sistema es compatible determinado y resolverlo usando la regla de Cramer:


    
      [image: ]
    


    11. Encontrar el área del triángulo cuyos vértices en coordenadas cartesianas están dados por A = (2, 3), B = (4, 6), C = (1, 1).


    12. Encontrar el área del paralelogramo cuyos vértices en coordenadas cartesianas están dados por A = (3, 0), B = (6, 0), C = (4, 1), D = (7, 1).


    13. Encontrar la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos: (1, 0), (0, 1), y (0, 0).


    14. Balancear la ecuación química siguiente:


    
      [image: ]
    


    15. Calcular el determinante:


    
      [image: ]
    


    16. Sea T una aplicación lineal sobre [image: ] definida por


    
      [image: ]
    


    Encuentre todos los valores y vectores propios de T .


    17. Sea [image: ] una matriz de probabilidad. Una matriz de probabilidad es por definición toda matriz cuadrada tal que sus elementos [image: ] para toda [image: ]y la suma de las entradas en cada columna es [image: ]


    Demuestra que 1 es un valor propio de A.


    18. Sea un cuerpo [image: ] y A, B [image: ] dos matrices semejantes. Demostrar que A y B tienen el mismo polinomio característico.


    19. Demostrar que una matriz cuadrada A y su traspuesta At tienen el mismo polinomio característico. ¿Tienen los mismos vectores propios? Fundamente.


    20. Suponga que p(λ) y q(λ) son los polinomios característicos de las matrices A y A − cI, respectivamente. Demuestre que q(λ) = p(λ + c).


    21. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre un cuerpo [image: ] y sea T un endomorfismo en V. Demuestre que el polinomio [image: ] no depende de la base B de V . Aquí [image: ] denota la matriz de T respecto a la base B.


    22. Calcule el espectro de la matriz [image: ]


    
      [image: ]
    


    23. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre un cuerpo [image: ] y sea T un endomorfismo en V tal que todo vector de v ∈ V es un vector propio de T . Probar que T es un escalar multiplicado por el operador identidad.


    24. Demostrar que el valor de un determinante no cambiará si a cada fila excepto la última se le añade la fila siguiente.


    25. En las siguientes matrices determine si la matriz dada A es diagonalizable. Si lo es, encuentre una matriz C tal que B = C−1AC, donde B es una matriz diagonal.


    
      [image: ]
    


    26. Demuestra que si A es semejante a B y B es semejante a C, entonces A es semejante a C.


    27. Si A es equivalente a B, demuestra que Aⁿ es equivalente a Bⁿ para todo [image: ].


    28. Sea [image: ]. Calcule A20.


    29. Si A es semejante a B, demuestra que |A| = |B|.


    30. Sean A y C dos matrices cuadradas tales que [image: ] siendo B diagonal. Muestre que para todo entero n, se cumple


    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    1.6. Soluciones
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