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Préface
Edouard Gentaz
Présenter des difficultés en mathématiques représente un véritable handicap dans la vie scolaire d’un enfant, dans la formation professionnelle d’un adolescent ou d’un jeune adulte, dans la vie quotidienne d’une personne. Les compétences en mathématiques des enfants sont effectivement associées à l’emploi futur, le bien-être et la qualité de vie (Crawford & Cribb, 2013). L’évaluation des habiletés mathématiques représente donc un défi majeur dans la prise en charge d’un enfant. Elle est non seulement le moyen de poser un diagnostic et de reconnaître les difficultés vécues par un enfant, mais elle représente aussi l’opportunité de préparer l’intervention dans le but d’améliorer les apprentissages et les performances en mathématiques.
Si l’on porte intérêt, sans toutefois être spécialiste, aux mathématiques et à leurs liens au monde, le site web « Images des maths » (https://images.math.cnrs.fr/), à travers son journal et son blog, offre une approche originale qui mérite d’être soulignée.
Les mathématiques ont un statut particulier dans l’espace public car la plupart des gens ont une opinion et une attitude sur cette discipline, construites en partie sur la base de leur expérience scolaire et familiale. En effet, les mathématiques suscitent des réactions très variées, voire contradictoires, de la fascination au rejet. L’enquête « Les Français et la science en 2020 » conduite auprès d’un échantillon de 3 500 adultes représentatif de l’ensemble de la population française vise à établir non pas tant l’état de leurs opinions que celui de leurs attitudes et représentations à l’égard des sciences et techniques (Bauer et al., 2021). Les résultats montrent que les disciplines les plus citées comme étant des sciences sont, d’une part, celles dont les applications sont ancrées dans la vie quotidienne des Français (85 % pensent que la médecine est une science) et, d’autre part, celles qualifiées de « scientifiques » par le système des filières scolaires : la biologie (84 %), la physique (82 %) ou les mathématiques (75 %). Un point remarquable est qu’il n’existe pas de différence significative entre les femmes et les hommes dans la distribution des perceptions respectives de la scientificité des disciplines alors que ces filières recrutent traditionnellement davantage d’hommes. En outre, il est étonnant de relever que la statistique n’est reconnue comme une science que par 43 % des Français (23 % ne la considérant pas comme telle et 27 % estimant que « ça dépend des cas »). Notons avec inquiétude ici que la psychologie n’est perçue comme scientifique que par seulement la moitié des enquêtés (48 % pour la psychanalyse).
Il n’en demeure pas moins que leur apprentissage et leur enseignement font l’objet d’intenses recherches à travers le monde et suscitent de nombreux débats passionnés. Parmi les débats qui enflamment régulièrement l’espace médiatique, on retrouve les fameux résultats des enquêtes PISA qui évaluent notamment la « culture mathématique » chez les adolescents à travers le monde. Dans ce cadre, la culture mathématique est définie comme « l’aptitude d’un individu à raisonner de façon mathématique et à formuler, à employer et à interpréter les mathématiques pour résoudre des problèmes dans un éventail de contextes du monde réel ». Ainsi, les élèves ne sont pas seulement évalués sur des connaissances au sens strict mais sur leurs capacités à les mobiliser et à les appliquer dans des situations variées, parfois éloignées de celles rencontrées dans le cadre scolaire. En mai 2022, environ 8 000 élèves de 15 ans scolarisés dans 335 collèges et lycées ont participé aux épreuves de l’enquête PISA, ainsi que leurs homologues de 80 autres pays. Si les résultats de cet échantillon français montrent un score global qui se situe dans la moyenne des 37 pays de l’OCDE, les performances sont inférieures par rapport à celles obtenues en 2012. Cette baisse est commune à la plupart des pays de l’OCDE et s’interprète dans le contexte particulier lié à la pandémie mondiale de Covid-19 (Bernigole et al., 2023). PISA mesure par ailleurs le « climat disciplinaire » dans la classe de mathématiques à partir de la fréquence déclarée par les élèves d’événements tels que : « les élèves n’écoutent pas le professeur » ou « il y a du bruit et de l’agitation pendant les cours de mathématiques ». Le « climat disciplinaire » est positivement corrélé avec la performance mathématique dans presque tous les pays. Néanmoins, cette corrélation est faible et plus encore lorsque l’on prend en compte le niveau socio-économique et culturel des élèves. La France se situe parmi les pays (Chili, Finlande, Australie, Nouvelle-Zélande, Suède, Norvège et Pays-Bas) où le « climat disciplinaire » est le moins serein. En France 13,6 % des élèves déclarent qu’il n’y a jamais ou presque jamais de bruit ou d’agitation pendant leur cours de mathématiques. Ils sont deux fois moins nombreux qu’en moyenne dans l’OCDE (27 %). En 2012, ces taux se portaient à 16 % en France et à 26,1 % pour l’OCDE. Le Japon et la Corée du Sud sont les deux pays où le « climat disciplinaire » est le meilleur en mathématiques : les taux sont respectivement de 68,6 % et de 59,5 %.
Concernant les effets du genre, les résultats de PISA (Bernigole et al., 2023) montrent de nouveau que les adolescents en France ont des performances supérieures à celles des adolescentes en culture mathématique, avec une différence analogue à celle de la moyenne des pays de l’OCDE, correspondant à environ 10 % d’écart-type (cette différence n’ayant pas évolué depuis 2003). Ce phénomène est observable dans la plupart des pays de l’OCDE à l’exception de la Belgique, la Grèce, la Turquie, la Pologne, la Corée du Sud, l’Islande, la Suède, la République slovaque, la Norvège et la Slovénie. Ce nombre de pays a considérablement augmenté depuis 2012 où seuls deux pays, la Suède et la Finlande, étaient en situation d’équité selon ce critère. Fait remarquable : en 2022 en Finlande, le score en mathématiques des adolescentes est supérieur à celui des adolescents.
Intéressant, la mesure par PISA de l’anxiété des adolescents face aux mathématiques révèle aussi des résultats et évolutions intéressants. En effet, dans les enquêtes en 2003 et 2012, la France se trouvait parmi les pays de l’OCDE dont les élèves déclaraient la plus forte anxiété vis-à-vis des mathématiques. Ce n’est plus le cas en 2022, où la France se trouve dans la moyenne de l’OCDE concernant cet indicateur. Par exemple, en 2022, 64,2 % des élèves sont d’accord avec l’affirmation suivante : « J’ai peur d’avoir de mauvaises notes en mathématiques » (64,9 % le sont en moyenne dans les pays de l’OCDE) alors qu’ils étaient 73 % en 2012 (61 % en moyenne dans l’OCDE). L’interaction entre le genre et l’anxiété est aussi intéressante à souligner. En effet, en France, les adolescentes sont toujours beaucoup plus anxieuses que les adolescents vis-à-vis des mathématiques. La France est, avec l’Allemagne et la Norvège, le pays où cette différence d’anxiété selon le genre est la plus grande : 55,6 % des garçons se déclarent d’accord avec l’affirmation précédemment prise en exemple contre 71,9 % des filles. Ce constat est à situer dans un contexte où l’on observe une différence de performance en culture mathématique en faveur des garçons en France et en Allemagne, contrairement à la Norvège où les adolescentes et adolescents ont une performance égale (Bernigole et al., 2023).
Pour tenter de mieux comprendre ces résultats, les recherches en sciences cognitives s’intéressent depuis longtemps à la cognition mathématique chez l’enfant et l’adulte, son apprentissage, ses difficultés et son enseignement (voir, par exemple, le débat sur le développement cognitif et les mathématiques modernes, Piaget, 1998). C’est plus récent pour les sciences affectives mais la question de l’anxiété face aux mathématiques posée dans l’enquête PISA illustre cette évolution. Ainsi, les recherches montrent, d’une part, que les émotions et la cognition sont étroitement liées (MacCann et al., 2020), d’autre part que les émotions négatives ont des effets préjudiciables sur la réussite scolaire, en particulier sur les performances mathématiques. Le rôle des émotions et des processus affectifs sur l’apprentissage n’est pas nouveau, avec, par exemple, les concepts de « punition » et de « récompense ». Déjà en 2014, Pekrun et Linnerbrink-Garcia critiquent le fait que la recherche dans le domaine de l’éducation se concentre principalement sur l’anxiété, en négligeant d’autres émotions qui sont censées exercer des influences négatives ou facilitatrices sur la réussite et avoir un impact sur les stratégies cognitives utilisées dans le processus d’apprentissage et la motivation. Les émotions négatives peuvent être un vecteur d’échec et de perte de confiance lorsqu’elles sont inappropriées ou ignorées mais les émotions positives peuvent représenter un puissant catalyseur pour le bien-être et la réussite scolaire.
Cependant, les études sur les effets des émotions ressenties lors de la résolution de différents types de problèmes numériques sont rares. Ainsi, notre équipe (Liverani et al., 2023) a récemment examiné les émotions épistémiques et de réussite ressenties pendant la résolution de deux types de problèmes mathématiques (Rivier & Gentaz, 2020) : les problèmes applicatifs, dont la résolution suppose l’utilisation d’un algorithme spécifique et qui sont régulièrement proposés à l’école (par exemple : « Paul a 6 paquets de biscuits. Il y a 7 biscuits dans chaque paquet. Combien de biscuits Paul a-t-il en tout ? ») et les problèmes non applicatifs, qui ne peuvent être résolus directement avec un algorithme et qui permettent différentes stratégies de résolution (par exemple : « Quatre équipes participent à une rencontre de football. Chaque équipe doit rencontrer toutes les autres. Combien de matches auront lieu au total dans ce tournoi ? »). Ce type de problèmes apparaît moins fréquemment dans les programmes scolaires. Quand on propose à des adultes et à des élèves de 9 ans de résoudre ces différents types de problèmes puis d’évaluer ensuite leurs émotions ressenties après la résolution sur une échelle de Likert, les adultes rapportent des émotions positives épistémiques et de réussite plus élevée envers les problèmes applicatifs par rapport aux problèmes non applicatifs. D’autre part, chez les adultes comme les élèves, les problèmes non applicatifs sont davantage associés à la surprise que les problèmes applicatifs. Chez les élèves, l’anxiété est plus fréquemment ressentie après la résolution des problèmes non applicatifs par rapport aux problèmes applicatifs. Ces résultats préliminaires suggèrent l’importance de diversifier les types de problèmes proposés dans les programmes scolaires pour que les élèves s’habituent à utiliser différentes stratégies de résolution. Cette approche pourrait être utile pour diminuer les émotions négatives envers les mathématiques, telles que l’anxiété, qui commencent à se manifester dès l’école primaire.
Enfin, concernant les plus jeunes enfants, on sait peu de choses sur la manière dont la connaissance des émotions peut être liée à leurs compétences numériques. Pour travailler à combler cette carence, nous avons examiné les liens entre cette connaissance des émotions et les compétences numériques chez 706 élèves âgés de 3 à 6 ans scolarisés dans des écoles maternelles en France (Cavadini et al., 2021). Les résultats révèlent que les performances en mathématiques corrèlent significativement et positivement avec les connaissances et la compréhension des émotions chez les enfants âgés de 3 à 6 ans. Le premier mécanisme pour expliquer ce lien est fondé sur le fait que pour apprendre et se développer, les enfants (en particulier les jeunes enfants) ont besoin d’adultes et de pairs : les enfants ayant une meilleure connaissance de leurs émotions seraient plus à même de les réguler. Une meilleure gestion de ces émotions faciliterait les interactions sociales, permettant aux enfants d’établir de meilleures relations avec leurs enseignants, leurs pairs et leur famille. Cela peut également influencer indirectement les résultats scolaires en offrant aux élèves un réseau de soutien social qui les protège en période de stress et les soutient lorsqu’ils sont confrontés à une nouvelle situation ou à un défi d’apprentissage nécessitant l’aide d’un expert (pair, enseignant). Le deuxième mécanisme expliquant le lien entre la compréhension des émotions et la réussite scolaire pourrait être lié au chevauchement entre la compréhension des émotions et les compétences cognitives : la connaissance des émotions pourrait faire partie d’une sous-dimension de la connaissance/aptitude verbale. L’apprentissage de nouveaux mots relatifs aux émotions pourrait en fait déboucher sur l’acquisition de compétences cognitives telles que l’orthographe ou le vocabulaire. Ainsi, les enfants qui maîtrisent la compréhension des émotions peuvent également performer dans d’autres domaines à l’école (comme l’acquisition du langage ou des nombres). Ces premiers résultats observés chez les jeunes élèves peuvent avoir des implications pédagogiques dans le type des différentes activités proposées en école maternelle et leur mise en œuvre (Richard & Gentaz, sous presse).
Ces études conduites dans des contextes scolaires francophones ne sont que des illustrations du très grand nombre de recherches conduites par les chercheurs et chercheuses en sciences cognitives sur la cognition mathématique chez l’enfant et l’adulte.
Pour mieux en connaître la richesse et leurs apports théoriques et pratiques, cet ouvrage arrive à point car il a l’ambition de fournir des synthèses accessibles de différents modèles, de leurs implications pédagogiques, cliniques ou neuropsychologiques, aussi bien auprès d’enfants ou d’adultes ayant ou pas des difficultés ou des troubles de la cognition mathématique.
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Introduction
Anne Lafay et Marie Villain
« Les maths, ça prend le relais dans les situations où l’intelligence habituelle est en panne. Les chaussures sont un instrument pour marcher, les maths sont un instrument pour penser. On peut marcher sans chaussures, mais on va moins loin. » (Jean-Marie Souriau, mathématicien français)


Chaque jour de notre vie, nous devons manipuler des nombres et des quantités : compter le nombre de couverts à déposer sur la table pour éviter d’oublier les couverts de papy, mesurer une quantité de farine pour éviter d’obtenir un gâteau trop sec, lire l’heure pour ne pas manquer un rendez-vous, compter le nombre de chaussettes nécessaires à mettre dans une valise pour éviter de faire une lessive tous les deux jours durant un voyage, retenir une adresse pour éviter de sonner à la mauvaise porte et se trouver face à un inconnu, calculer une somme pour éviter une situation désagréable, planifier l’achat d’un logement à long terme pour éviter l’endettement, etc. En somme, comprendre et manipuler les nombres sont indispensables à l’autonomie de vie, mais aussi à la réussite scolaire et professionnelle.
Pourtant, pour certaines personnes, toutes ces manipulations mathématiques ne sont pas faciles et automatiques. En particulier, le trouble des apprentissages en mathématiques (dyscalculie) touche jusqu’à 10 % de la population d’âge scolaire (par exemple, 6.2 % des enfants franco-québécois de 8-9 ans selon Lafay et al., 2016), et le trouble acquis de la cognition mathématique (acalculie) touche entre 30 et 68 % des survivant·e·s d’un accident vasculaire cérébral dans la population adulte (par exemple, Benn, 2023).
Au fil des années, on observe une augmentation des recherches dans le domaine de la cognition mathématique. À titre d’exemple, une recherche avec le mot dyscalculia sur Pubmed donnait 126 occurrences jusqu’en 2000, 98 occurrences entre 2001 et 2010, puis 518 occurrences entre 2011 et 2024. De même, une recherche avec le terme acalculia sur la même base de données donnait 200 occurrences jusqu’en 2000, 155 occurrences entre 2001 et 2010, puis 592 occurrences entre 2011 et 2024. Si la recherche en cognition mathématique est de plus en plus productive à l’international (par exemple, Allemagne, Canada, Chine), cet ouvrage est aussi le témoin de cette recherche active dans le milieu francophone.
Pour autant, d’après le décret de compétences des orthophonistes de France (ministère de l’Enseignement supérieur et de la Recherche, 2013), les orthophonistes ont la charge de l’évaluation selon l’acte « Bilan de la cognition mathématique (troubles du calcul, troubles du raisonnement logico-mathématique…) » et aussi celle de l’intervention selon l’acte « Rééducation des troubles de la cognition mathématique (dyscalculie, troubles du raisonnement logico-mathématique…) ». Toutefois, d’après l’enquête de la DREES (Direction de la Recherche, des Études, de l’Évaluation et des Statistiques) parue en janvier 2024 concernant le recours à un·e orthophoniste en libéral pour les enfants et adolescent·e·s (0-18 ans), en 2019, seulement 7 % des actes étaient cotés cognition mathématique (contre 35 % pour les troubles des apprentissages du langage écrit par exemple). Bien que la prise en charge des difficultés mathématiques soit un acte inscrit au décret de compétences des orthophonistes, peu sont ceux et celles qui choisissent cette voie.
Une analyse menée dans le cadre d’un mémoire d’orthophonie encadré par Marie Villain (Lelou, 2021) a conduit à observer que, parmi 330 orthophonistes travaillant auprès de patient·e·s adultes victimes de lésions cérébrales, très peu étaient ceux et celles qui évaluaient et prenaient en charge les difficultés relatives à l’acalculie. Parmi les orthophonistes interrogé·e·s, 55 % ne se considèrent « pas du tout à l’aise » dans le domaine de l’acalculie. Parmi les 280 orthophonistes n’investiguant pas les troubles du calcul lors de l’anamnèse et/ou n’utilisant pas de tests standardisés pour les évaluer, 162 le justifient par un manque de formation dans ce domaine. Sur le versant des apprentissages, un travail mené par Anne Lafay (2023) identifiait également plusieurs barrières à la pratique avec les enfants ayant un trouble des apprentissages en mathématiques : l’anxiété mathématique parfois ressentie par les orthophonistes, un manque de préparation dans leur formation initiale et, de ce fait, un manque de connaissances relatives au développement mathématique de l’enfant, au trouble des apprentissages en mathématiques, à son évaluation et à l’intervention auprès de ces enfants. Le travail réalisé par Galland (2024) dans le cadre de son mémoire de fin d’étude démontre que les étudiant·e·s sont de plus en plus réticent·e·s vis-à-vis du domaine de la cognition mathématique au fur et à mesure de leur formation car ils et elles ont l’impression de ne pas être suffisamment formé·e·s et qu’ils et elles développent une appréhension grandissante à mesure que le diplôme et la pratique autonome approchent. Dans ce contexte, le présent ouvrage, qui regroupe pour la première fois des chapitres abordant la question des troubles développementaux mais aussi des troubles acquis, vise à fournir un support de connaissances utiles pour promouvoir la pratique dans le domaine de la cognition mathématique.
De plus, l’observation sur le terrain nous a conduit à constater que les méthodes diagnostiques et les approches d’intervention en orthophonie dans le contexte francophone sont historiquement distinctes et souvent contradictoires dans leur application. Effectivement, certaines approches ou formations (initiales et continues) des orthophonistes, en particulier avec les enfants, restent fortement influencées par le structuralisme, notamment par les travaux de Piaget. Les étudiant·e·s interrogé·e·s par Galland (2024) indiquent d’ailleurs qu’ils et elles reçoivent des informations parfois contradictoires et incompatibles lors des différents cours et stages, cela conduisant à un sentiment de confusion entre les approches et à propos de l’efficacité de celles-ci. Le présent ouvrage a ainsi l’ambition de rendre accessible et de fournir une synthèse des données issues de la littérature scientifique nécessaires à une pratique basée sur les données probantes.
Sur le plan de la formation, la maquette universitaire en orthophonie en France (ministère de l’Enseignement supérieur et de la Recherche, 2013) comprend un total de 65 heures de cours magistraux et 75 heures de travaux dirigés, répartis de l’année de Licence 2 à l’année de Master 2, consacrés à la cognition mathématique. Le présent ouvrage se donne ainsi la mission de fournir un support de connaissances utiles pour tout le milieu de l’enseignement universitaire francophone. Nous espérons que ce livre pourra devenir une référence pour les enseignants et les enseignantes dans les départements universitaires et pour leurs étudiants et leurs étudiantes.
La vocation ultime de cet ouvrage est donc de fournir aux chercheurs et chercheuses ainsi qu’aux professionnel·le·s de l’enseignement et de la santé (orthophonistes, psychologues, ou encore ergothérapeutes) une mise à jour des connaissances en cognition mathématique. L’ouvrage traite, en 30 chapitres, le développement mathématique chez l’enfant, le fonctionnement mathématique chez l’adulte, les troubles de la cognition mathématique (trouble des apprentissages en mathématiques et acalculie), puis la démarche et les outils d’évaluation, les outils de dépistage et d’évaluation et, enfin, les données probantes en termes d’intervention dans différents domaines des mathématiques auprès d’enfants et d’adultes ayant un trouble de la cognition mathématique.
Nous tenons enfin à remercier pour leur contribution l’ensemble des auteurs et autrices de cet ouvrage, comptant parmi les expert·e·s francophones de la question, ainsi que quelques collègues anglophones de renom.
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PARTIE 1 
CADRAGE ET MODÈLES THÉORIQUES
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      1. Introduction

      L’apprentissage élémentaire des mathématiques comme système symbolique (Hiebert, 1988) comporte trois niveaux et/ou moments plus ou moins intriqués au cours de leur évolution dans les sociétés dotées d’un système scolaire (voir pour les effets de l’absence de système de scolarisation O’Shaughnessy et al., 2023). Le premier a trait aux apprentissages préscolaires du traitement non-symbolique des quantités et des grandeurs réalisés en fonction de la maturation et des conditions environnementales, physiques et sociales. Ces apprentissages s’effectuent souvent en milieu familial, mais de nombreuses cultures se dotent d’une organisation de préscolarisation visant à préparer voire assurer certains apprentissages. Le deuxième apprentissage, majeur au plan du nombre, est celui de l’acquisition des symboles (et des signes) et du traitement précis des données symboliques, verbales et indo-arabes (voire signées) : apprendre à associer avec précision les symboles sociaux aux quantités auxquelles ils correspondent (valeur cardinale), apprendre à les ordonner de manière à ce qu’ils respectent le principe du successeur (valeur ordinale) (Izard et al., 2008 ; Sarnecka & Wright, 2013). Le troisième apprentissage concerne celui des combinaisons des signes numériques (nombres) et des signes associés aux opérations (=, >, <, +, –, x, :) afin de formaliser l’équivalence (et les différences), d’additionner, soustraire, multiplier et diviser de sorte que le résultat aboutisse à une quantité elle-même précise et exacte, mais aussi découvrir et apprendre les propriétés de ces combinaisons de signes. Ces propriétés – commutativité, inversion, etc. – sont fondamentales pour parvenir à une « mathématisation », à savoir les traitements algébriques qui combinent les signes ou symboles en suivant des règles et ceci indépendamment des valeurs des nombres et de leur association à des référents (Hornung et al., 2022 ; Wu, 2001). Comment les enfants parviennent à atteindre ces trois objectifs reste matière à débat (Hutchison et al., 2020 ; Nunez, 2017 ; O’Shaughnessy et al., 2022). Toutefois des données existent, qui décrivent avec une bonne précision l’évolution des performances des enfants et leur enchaînement dans le temps ; et des recherches portant sur des interventions permettent, au moins dans certains cas, de suggérer voire d’établir des relations de causalité et d’envisager de prédire les éventuels impacts des interventions (Darnon & Fayol, 2020).

    

    
    
      2. Les apprentissages des traitements non-symboliques des grandeurs et quantités

      Les données de la recherche suggèrent que les enfants disposent dès la naissance de deux capacités leur permettant de traiter les quantités et les grandeurs.

      D’une part, les enfants, dès trois ou quatre jours après la naissance, sont en mesure de discriminer et représenter de petites quantités visuellement, vraisemblablement sous forme de « fichiers d’objets » (objet 1 ; objet 2 ; objet 3), et auditivement (entre deux et trois syllabes) (Antell & Keating, 1983). Quelque temps plus tard, ils réagissent aux ajouts et retraits de petites quantités : un objet et encore un autre aboutissent à une configuration de deux objets ; deux objets avec retrait de un donnent un objet (Wynn, 1992). Ces toutes petites quantités, de un à trois ou quatre, qui correspondent au subitizing, ont ceci de particulier que leur traitement ne fait pas appel au comptage, est précoce – il existe avant toute influence culturelle – et sa précision le rapproche des symboles numériques ultérieurement appris (Clements et al., 2019 ; Sokolowski et al., 2022). Il semble universel.

      D’autre part, les bébés parviennent à discriminer, en les comparant, des collections ou des aires de grandes quantités ou surfaces. Toutefois, cette discrimination n’est possible que si les « tailles » des collections diffèrent initialement selon un rapport de un à trois chez les plus jeunes (par exemple de 8 à 24 ou de 12 à 36) puis, ultérieurement, de un à deux (de 8 à 16), avant de s’affiner progressivement sous l’effet conjoint de la maturation et de l’expérience dans la vie courante puis à l’école, cela jusqu’à parvenir aux performances adultes (Halberda & Feigenson, 2008 ; Piazza et al., 2013). Ces traitements, correspondant à l’ANS (Approximate Number System ou système approximatif analogique), restent toujours approximatifs et suivent la loi de Weber-Fechner, qui se traduit par des effets de distance (la discrimination de deux collections est d’autant plus facile que la différence – la distance – entre les deux est importante) et de rapport. Plus important, il existe dès les premiers temps, aussi bien pour le subitizing précoce que pour les traitements par l’ANS, des différences interindividuelles. Ces différences seraient prédictives des différences ultérieures de performance en mathématiques, bien que le poids de variance expliquée reste modeste (Decarli et al., 2023 ; Starr et al., 2013)2.

      Plusieurs recherches ont essayé d’évaluer dans quelle mesure ces premiers traitements préverbaux présentaient des propriétés susceptibles de les rattacher à celles s’appliquant aux futurs nombres entiers, notamment au cardinal et à l’ordinalité. La cardinalité est une notion abstraite, une propriété des ensembles et non des objets : comprendre la notion de « trois » nécessite que tous les ensembles de trois éléments soient considérés équivalents, quels que soient leurs contenus (étoiles, arbres, fourmis), leurs formes, leurs couleurs et leurs dispositions spatiales (massés ou dispersés). Cette abstraction requiert un apprentissage. Par exemple, Michie (1985) a montré que, jusque vers 4-5 ans, l’équivalence de cardinal dépend des caractéristiques des entités mises en relation. Ainsi, deux collections équipotentes ne sont initialement jugées telles que si les éléments qui les composent (billes, escargots, voitures) partagent certaines de leurs caractéristiques (couleurs, positions, tailles, etc.) (Mix, 1999, 2008). Progressivement, les caractéristiques non pertinentes perdent leur effet et l’abstraction du cardinal s’améliore (Huang et al., 2010). Il faut attendre l’accès au « principe dit cardinal » (voir plus loin) pour que la plupart des propriétés concrètes perdent de leur importance dans la détermination du cardinal.

      Izard et al. (2014) ont exploré le rôle potentiel que pourrait jouer la correspondance terme à terme comme fondement possible de la cardinalité chez des enfants de moins de 3 ans ne comprenant pas la signification des nombres au-delà de 4, et donc ne disposant pas du principe d’égalité exacte. Ces enfants ont été soumis à une épreuve de discrimination de quantités proches (5 et 6). Les recherches ont montré que les enfants parvenaient à trouver 3 mais également 6 à condition que les entités ne subissent pas de modification (substitution), mais qu’ils échouaient au-delà de ces quantités (avec 11 par exemple). Ainsi, la correspondance terme à terme était mobilisable mais seulement jusqu’à un certain point ; elle ne constituait pas une procédure abstraite généralisable (Schneider et al., 2022).

      En résumé, les performances préverbales des enfants font bien apparaître une capacité primaire à discriminer, reconnaître voire constituer de petites quantités, mais cette capacité ne présente ni le caractère abstrait de la cardinalité (Michie, 1985 ; Mix, 2008), ni la possibilité de recourir systématiquement à la CTT (correspondance terme à terme) (Izard et al., 2014), ni la réussite aux comparaisons de séries linéaires de jetons au-delà de 2 et partiellement 3 (Starkey & Cooper, 1995), ni la possibilité d’ordonner les quantités non-symboliques (objets, jetons) au-delà de 3 (Michie, 1985). C’est la mise en place des codes analogiques puis symboliques qui permettrait la transition vers l’abstraction.

    

    
    
      3. L’apprentissage du traitement symbolique des quantités

      Le traitement symbolique des quantités se caractérise par sa précision (la cardinalité), qualité que le système approximatif analogique (ANS) ne comporte pas et à laquelle il ne parvient jamais malgré les entraînements et l’expérience qui en raffinent la précision, chez les adultes (Park & Brannon, 2014) comme chez les enfants (Hyde et al., 2014). Il respecte également le principe dit du successeur (ou prédécesseur) : à chaque ajout d’un élément d’une collection, la dénomination avance de un dans la chaîne verbale (ou dans la suite des chiffres indo-arabes) (Izard et al., 2008). Compte tenu des propriétés de l’ANS, il paraît peu probable que les traitements symboliques s’enracinent dans les traitements analogiques approximatifs (De Smedt et al., 2013). Les données longitudinales mettent d’ailleurs en évidence le fait que les performances aux comparaisons de quantités non-symboliques ne prédisent que de manière faible au préscolaire et très faible les scores en mathématiques aux épreuves scolaires (Lyons et al., 2014 ; Schneider et al., 2017).

      L’accès aux traitements symboliques apparaît étroitement lié au langage, bien que la relation ne soit pas encore totalement comprise (Fayol, 2001 ; Mix et al., 2005). Les recherches ayant étudié les associations entre les performances aux épreuves impliquant l’ANS (comparaisons de grandes quantités non-symboliques) et les performances arithmétiques ont fait apparaître que cette relation allait initialement des résultats non-symboliques (NS) vers les performances symboliques (S), étayant plutôt la thèse d’un effet allant des représentations non-symboliques vers les représentations symboliques (NS → S) et d’un impact des performances non-symboliques sur les performances mathématiques ultérieures (Wang et al., 2021). L’évolution se caractérise ensuite par une médiatisation des influences des performances non-symboliques sur les performances mathématiques par le biais des dimensions symboliques, connaissance explicite des nombres et des chiffres arabes notamment (van Marle et al., 2014). Dès lors, les performances non-symboliques progressent sous l’influence des progrès des dimensions symboliques, suggérant une relation bidirectionnelle entre le traitement non-symbolique et le traitement symbolique avec une dominance variable de l’une sur l’autre dont nous connaissons mal le décours temporel et l’impact des différentes activités impliquées (Fazio et al., 2014 ; pour une synthèse, voir Goffin & Ansari, 2019 et Ouyang et al., 2021). Les données relatives aux enfants présentant des difficultés en mathématiques confortent cette conception : la méta-analyse de Schwenk et al. (2017) portant sur 19 études révèle que les enfants ayant des difficultés en mathématiques présentent des déficits des traitements symboliques plutôt que non-symboliques, en accord avec les données rapportées par Rousselle et Noël (2007).

      Les enfants savent précocement compter verbalement, parfois très loin (au moins jusqu’à 10), souvent sous forme d’une litanie (ou chaîne verbale sans réelle distinction des noms de nombres : undeuxtroisquatre… ; Fuson, 1988) sans pour autant comprendre ce que signifie compter ou à quelle quantité correspond tel ou tel nom de nombre (Condry & Spelke, 2008). Ils assignent peu à peu une signification de plus en plus sophistiquée aux noms de nombres, en mettant ces derniers en relation avec des entités discrètes, des quantifications et la numérosité. Cette signification est établie dans toutes les langues du monde pour un, deux, et moins clairement trois (parfois assimilé à « beaucoup »). Son installation varie selon les langues, par exemple en fonction de la présence d’une opposition entre singulier et pluriel ou de difficultés spécifiques (Hodent et al., 2005). Les enfants en arrivent à saisir la logique du comptage et la compréhension intuitive de la fonction de successeur. Cette évolution s’avère lente et relativement complexe pour aller de un jusqu’à dix dans toutes les langues ; au-delà de dix, les différences de vitesse d’acquisition deviennent très importantes selon les caractéristiques des systèmes verbaux de numération (Miller et al., 1995 ; Miller, 1999). L’évolution se traduit également par d’importantes différences interindividuelles associées aux conditions sociales.

      Toutefois, l’apprentissage des traitements numériques précis ne se réduit pas à celui des associations entre noms de nombres (ou chiffres indo-arabes) et quantités. L’environnement social et physique comporte également des formes conventionnelles fréquemment utilisées, tels les dés, les dominos, les cartes à jouer, voire les abaques dans les cultures asiatiques (Frank & Barner, 2012). Certaines de ces formes représentent des quantités limitées (souvent de 1 à 6, parfois 8, voire 12) par des configurations et agencements qui en facilitent le traitement visuel (la reconnaissance rapide ; Mandler & Shebo, 1982). Ceci vaut également, au moins partiellement, pour les configurations de doigts, encore que le caractère conventionnel de celles-ci soit moins clairement attesté (Guedin et al., 2018). Ces représentations externes (signifiants) sont qualifiées de codes analogiques car elles conservent avec les quantités représentées (signifiés) une ressemblance relative facilitant les traitements des quantités correspondantes ; ce qui n’est pas le cas des codes symboliques, abstraits et arbitraires : noms de nombres et chiffres indo-arabes. Plusieurs travaux ont envisagé la possibilité que ces codes analogiques constituent une transition entre représentations initiales biologiquement déterminées et codes symboliques culturels.

      
        3.1. LES CODES ANALOGIQUES CONVENTIONNELS

        Le traitement des petites quantités relevant du subitizing est limité mais précis. Les quantités correspondantes pourraient donc constituer une base analogique plausible pour l’acquisition des premières associations entre des symboles numériques verbaux ou indo-arabes et les quantités correspondantes (Fayol & Seron, 2005 ; Hutchison et al., 2020) et pour l’apprentissage des propriétés de base du nombre : le principe cardinal, le principe du successeur (ajouter un à une quantité correspond à avancer de un dans la séquence des noms de nombres), la cardinalité voire l’ordinalité (Benoit et al., 2004, 2013 ; Clements et al., 2019 ; Izard et al., 2008 ; Sarnecka et al., 2015 ; Schneider et al., 2021a ; Schneider et al., 2021b).

        Plusieurs données de la littérature évoquent cette possibilité en s’appuyant sur des résultats issus de performances d’enfants en difficulté mathématique, sur des études longitudinales mettant en évidence des corrélations voire sur des interventions. De manière sommaire, elles rapportent l’existence de relations – faibles mais significatives – entre les traitements précoces portant sur des configurations conventionnelles analogiques (dés, dominos, configurations de doigts) de un à trois ou quatre éléments et des performances arithmétiques ultérieures à des épreuves symboliques à plusieurs mois ou années d’intervalle (par exemple, résolution d’opérations) (Halberda et al., 2008 ; Mazzocco et al., 2011 ; Xenidou-Dervou et al., 2017). Ces configurations symboliques mais analogiques pourraient, du fait des ressemblances qu’elles conservent avec les quantités représentées, constituer des intermédiaires supportant et favorisant une transition entre les traitements précoces et les traitements symboliques abstraits (noms de nombres ou chiffres indo-arabes) précis, bases de la numération et de l’arithmétique (Starkey & Cooper, 1995 ; Von Glasersfeld, 1982) et fournissant une base pour l’apprentissage du nombre (Clements et al., 2019 ; Le Corre & Carey, 2007 ; Vilette, 1994). Ainsi, selon Klahr et Wallace (1976), les épisodes de comptage acquièrent leur signification sémantique par la mise en relation avec les associations aux quantités traitées par le subitizing : le dernier mot du comptage correspond à la dénomination associée – elle sans comptage – au subitizing.

        Les configurations de doigts, par exemple de 1 à 5, correspondant à une seule main, au sein d’une culture donnée, présentent un caractère conventionnel visuospatial à la fois pour la monstration (montrer trois doigts pour commander trois glaces) et pour le dénombrement (en France, lever successivement le pouce, l’index et le majeur de la main droite) (Guedin et al., 2018 ; Sato & Lalain, 2008). À cette propriété s’en ajoute une autre, sensorimotrice (incarnée), permettant à celui ou celle qui mobilise ses doigts pour montrer ou compter de ne pas seulement voir mais aussi de ressentir en les activant les mouvements des doigts (Di Luca & Pesenti, 2011 ; Sixtus et al., 2023). On connaît mal l’utilisation des doigts dans l’environnement familial et même scolaire (mais voir Poletti et al., 2022) ; il est donc difficile d’estimer la fréquence avec laquelle les enfants sont amenés à mobiliser leurs doigts ou à observer les adultes et autres enfants le faire. Une importante question a trait aux possibilités que les configurations visuospatiales correspondant aux dés et aux dominos ou les configurations visuospatiales et sensorimotrices associées à l’usage des doigts contribuent à l’installation des premières connaissances des symboles numériques, ici les chiffres indo-arabes allant de 1 à 5 (Andres et al., 2008 ; Fayol & Seron, 2005).

        En vue d’établir une éventuelle relation entre le subitizing et l’apprentissage des premières étapes de la numération symbolique, Gray et Reeves (2014) rapportent que la dénomination de petites quantités (de 1 à 5) chez des enfants de 4 ans prédit partiellement, en complément de la mémoire de travail, la résolution d’additions et de soustractions simples. Paliwal et Baroody (2020) ont entraîné des enfants de 2 à 4 ans au subitizing portant sur des configurations de diverses entités ayant différentes propriétés (poissons, jetons, etc.) et ont observé que seuls les enfants parvenant au subitizing de 4 comprenaient à quoi servent le comptage et le statut du dernier nom de nombre lors du dénombrement (Le Corre & Carey, 2007).

        L’une des questions les plus importantes a trait à l’éventuel rôle que pourraient jouer les configurations conventionnelles sur l’apprentissage des systèmes symboliques abstraits. Des hypothèses précises ont été émises, notamment par Fayol & Seron (2005), selon lesquelles les doigts et leurs propriétés sensorielles et motrices pourraient constituer la base des apprentissages symboliques ultérieurs (Fayol et al., en préparation) et conduire à l’évocation et l’automatisation de l’activation des quantités de référence par les signes indo-arabes, en accord avec les données rapportées par Girelli et al. (2000).

      

      
        3.2. L’APPRENTISSAGE DES RELATIONS ENTRE SYMBOLES – VERBAUX OU ÉCRITS – ET QUANTITÉS REPRÉSENTÉES

        Les études portant sur l’apprentissage des premières relations entre noms de nombres et quantités recourent à deux procédures (O’Rear et al., 2024). La première consiste à présenter aux enfants des paires de cartes comportant des quantités d’entités diverses (étoiles, billes, escargots) contrastées, par exemple ** et ****, et à énoncer un nom de nombre ou de montrer un chiffre indo-arabe, par exemple 4. L’enfant doit montrer la carte correspondante. Ce dispositif permet de contrôler la proximité des quantités (dit effet de distance : entre 3 et 4 la distance est de 1 ; entre 3 et 5 elle est de 2) mais aussi la connaissance préalable des enfants. Ainsi, les cartes peuvent comporter des quantités correspondant à ce que savent les enfants ou allant au-delà de ces connaissances, voire un mélange des deux (Mix, 1999). La seconde procédure, généralement considérée comme la plus fiable, propose aux enfants de donner une quantité énoncée verbalement (par exemple : donne 4) à partir d’entités diverses mises à disposition des enfants (jetons, jouets divers) (Le Corre et al., 2006). Baroody et al. (2023) ont comparé les performances d’enfants de 3 ans et 7 mois confrontés à des reconnaissances (dire combien) ou à des productions (donner x) des quantités un (*), deux (**) et trois (***) à partir d’objets divers (par exemple, donne-moi trois petits cochons). Les enfants apprennent les nombres en suivant l’ordre 1, 2, 3 et 4. Ils n’attribuent jamais les nombres qu’ils connaissent à d’autres quantités (Sarnecka & Lee, 2009). Les performances sont meilleures avec 1 et 2 qu’avec 3 (voir déjà Starkey & Cooper, 1995) mais pour 3, « Dire combien (3) » précède « Donne 3 », ce qui peut conduire à surestimer la compréhension des enfants de cette quantité. La question de l’équivalence des deux modalités d’évaluation reste posée : Mou et al. (2021) trouvent une corrélation de r = .77 entre les deux épreuves. Marchand et al. (2022) rapportent que la fiabilité est excellente pour 0, 1, 2 mais beaucoup moins pour 3, 4 et 5.

        Les chercheurs utilisent majoritairement l’épreuve « Donne x » pour catégoriser les enfants en fonction de leur niveau de performance : ils distinguent ainsi ceux qui sont « ne sachant rien » (non-knowers, qui donnent une poignée d’objets sans idée de quantité, par devinement), les « sachant un » (one-knowers, qui donnent un sans erreurs), les « sachant deux » (two-knowers, qui donnent un quand un est demandé, deux quand c’est deux, mais ne savent plus ensuite), et ainsi de suite pour les « sachant trois » puis « sachant quatre » (three-knowers et four-knowers). Au-delà, les enfants parviendraient au principe de cardinalité à l’épreuve de Gelman et Gallistel (1978), ils sont dits « connaisseurs du principe cardinal » (cardinal-principle knowers ; Sarnecka & Carey, 2008) : lors d’un dénombrement par comptage, le dernier nom de nombre émis correspond au cardinal de la collection. Cet accès au principe cardinal impulserait l’apprentissage des associations entre quantités et noms de nombres (Geary & van Marle, 2018) et permettrait de généraliser aux nombres suivants, sans que cette extension s’applique nécessairement d’emblée à tous les nombres.

        L’acquisition de la signification cardinale des noms de nombres soulève deux problèmes (Fayol, 2001). Le passage du code analogique (ANS ou subitizing) au code verbal précis constitue une étape difficile au cours de laquelle les enfants doivent acquérir, d’une part, la capacité à associer et à évoquer mentalement les quantités à partir des dénominations et cela indépendamment des caractéristiques concrètes des entités concernées et, d’autre part, la compréhension de ce que l’ordre des noms de nombre code de manière conventionnelle l’accroissement des quantités. Ces deux dimensions soulèvent chacune des problèmes spécifiques qui existent dans toutes les langues et se traduisent par la lenteur de l’acquisition.

        Le premier problème a trait à la capacité de catégoriser comme équivalents des ensembles qui diffèrent sur de nombreuses dimensions sauf une : la cardinalité. Le lexique aide à considérer comme équivalentes les cardinalités de collections dont les apparences conduiraient plutôt à les traiter différemment (Mix, 1999). Les noms de nombre doivent évoquer par association les cardinalités de manière précise et automatique, sauf à énoncer la suite des noms de nombres par le biais du comptage. Cette évocation ne va pas de soi et constitue sans doute un problème majeur pour les jeunes enfants.

        Le second problème concerne le codage de l’accroissement des quantités. Dans la vie quotidienne, cet accroissement se traduit par une augmentation de longueur, de surface, de densité ou de volume (English & Halford, 1995) : plus le nombre d’éléments s’élève, plus la taille s’accroît. Le langage, lui, encode la quantité d’une manière conventionnelle, par le rang des dénominations (ou l’ordre des signes) : « six » renvoie à une quantité plus importante que « cinq » puisque « six » vient après « cinq », alors que « six » ne comporte aucun indice de ce que la cardinalité qu’il évoque est supérieure à celle de « cinq ».

        L’acquisition de la suite des noms de nombre, initialement (de un à dix) aussi lente et difficile pour tous les enfants du monde, devient ensuite d’autant plus ardue que les systèmes de dénomination des nombres s’écartent du système décimal. Au contraire, il est facilité par les systèmes verbaux reposant sur la base dix, tel le système chinois (dix un pour 11, dix deux
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