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Avant-propos

Découvrez, à travers une série de problèmes résolus, les démonstrations des grands
théorèmes et des résultats fondamentaux du programme d’analyse des premières an-
nées universitaires et des classes préparatoires.

Cet ouvrage présente les démonstrations des principaux théorèmes et résultats mathé-
matiques sous forme d’exercices corrigés. Il offre ainsi une approche pratique et in-
teractive de l’apprentissage des mathématiques vous faisant découvrir ou redécouvrir
ces théorèmes et résultats de manière approfondie et engageante. Ainsi, ce véritable
outil polyvalent propose une exploration stimulante des théorèmes et résultats essen-
tiels, qui vous fera plonger au cœur des concepts mathématiques pour en saisir toute
la profondeur. Chaque démonstration est menée de manière claire et détaillée, sous
forme de problèmes résolus, permettant ainsi aux lecteurs non seulement de "faire
des maths", mais aussi de comprendre les étapes cruciales des démonstrations et les
conditions de leur application.

Ce livre est bien plus qu’un simple recueil d’exercices corrigés ou une compilation
de démonstrations mathématiques. C’est un véritable instrument d’apprentissage, qui
vous fera plonger dans le monde fascinant de l’analyse. Que ce soit pour consolider
des connaissances existantes, se préparer à des examens ou à un concours, ou sim-
plement nourrir votre curiosité mathématique, vous y trouverez dans cet ouvrage une
ressource précieuse.

Il est important de noter que la sélection des théorèmes n’est pas exhaustive ni rigou-
reusement alignée sur les programmes en vigueur en licence ou en classes prépara-
toires. Le livre ne se substitue donc pas aux cours de mathématiques traditionnels,
mais propose une lecture plus globale et transversale des concepts mathématiques.
Cependant, il a l’ambition d’être autonome, car les théorèmes sont présentés dans
une progression logique et tous sont démontrés, sauf indication contraire, les uns
jouant le rôle de lemme ou de corollaire des autres.

Chaque section relative à un théorème ou à une série de résultats clés est généralement
structurée selon les rubriques suivantes :

— Prérequis et niveau mathématique : liste des notions prérequises et niveau
de difficulté (de 1 à 4 losange(s)).

— Contexte : définitions et cadre théorique des concepts abordés.
— Résultats : énoncés du théorème et des résultats de la partie mathématique

étudiée.
— Historique : clin d’œil historique et présentation d’un mathématicien.
— Sujet : problème mathématique menant à la démonstration des résultats énon-

cés ci-dessus
— Correction : solution détaillée du sujet.
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1 L’inégalité triangulaire

♦♢♢♢ Notions prérequises : Cours de Terminale sur les nombres complexes

1.1 Résultats

1 L’inégalité triangulaire

Soit (a,b) ∈ C2. On a :

|a+b| ≤ |a|+ |b|, et ||a|− |b|| ≤ |a−b|.

Cas d’égalité :
— Dans R : |a+b|= |a|+ |b| ⇐⇒ a et b sont de même signe.
— Dans C : |a+b|= |a|+ |b| ⇐⇒ a = 0 ou ∃ k ∈ R+, b = ka.

1.2 Historique

L’inégalité triangulaire est une propriété mathématique essentielle qui stipule que,
dans un triangle, la somme des longueurs de deux côtés est toujours supérieure à la
longueur du troisième côté. Cette notion remonte à l’Antiquité, avec Euclide, dans
son ouvrage Les Éléments (vers 300 av. J.-C.), qui en fait une des propriétés fon-
damentales des triangles dans le Livre I, proposition 20. Au XXe siècle, l’inégalité
triangulaire a été généralisée aux espaces vectoriels normés, où elle est devenue un
principe clé en théorie des normes. Dans ces espaces, l’inégalité triangulaire garantit
que la distance entre deux points reste positive et que la distance entre un point et
lui-même est nulle. Aujourd’hui, l’inégalité triangulaire est enseignée dès le collège
comme une base de la géométrie et continue à être étudiée au lycée, notamment à
travers les concepts de valeur absolue et de module pour les nombres complexes.

Zoom sur le mathématicien Euclide
Euclide est un mathématicien grec de l’Antiquité, considéré comme l’un des pères
fondateurs des mathématiques en Occident. Vivant probablement autour de 300 avant
notre ère, bien que peu d’informations fiables sur sa vie soient disponibles, il est sur-
tout connu pour son œuvre monumentale Les Éléments. Cet ouvrage, l’un des plus an-
ciens traités de mathématiques connus, systématise un large ensemble de théorèmes
géométriques et arithmétiques, en les démontrant rigoureusement à partir d’axiomes
et de postulats. De son nom dérivent des concepts fondamentaux tels que l’algorithme
d’Euclide, la géométrie euclidienne, la géométrie non euclidienne, et la division eu-
clidienne. L’approche méthodique d’Euclide a façonné la manière dont les mathéma-
tiques sont enseignées et comprises depuis plus de deux millénaires.
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1.3 Sujet

Partie A - Inégalité triangulaire - Cas réel

Soit (a,b) ∈ R2.

1. Soit x ∈ R. Simplifier l’expression |x|2.
2. Développer l’expression |a+b|2.
3. En déduire que : |a+b|2 ≤ (|a|+ |b|)2.
4. Finalement, démontrer la première inégalité triangulaire :

|a+b| ≤ |a|+ |b|.

5. Utiliser cette première inégalité pour majorer judicieusement
|a|, |b|, |a|− |b| et |b|− |a|.

6. Pour conclure, démontrer la deuxième inégalité triangulaire :

||a|− |b|| ≤ |a−b|.

Partie B - Égalité - Cas réel

1. Supposons que |a+ b| = |a|+ |b|. En s’inspirant de la démarche proposée
dans la partie A, démontrer que a et b sont de même signe.

2. Supposons a et b de même signe. Démontrer que |a+b|= |a|+ |b|.

Partie C - Inégalité triangulaire - Cas complexe

Soit (a,b) ∈ C2. Si z est un nombre complexe, alors on note ℜ(z) sa partie réelle.
1. Démontrer que, pour tout z ∈ C, on a les propriétés suivantes :

|z|2 = zz̄, z+ z̄ = 2 ℜ(z) et ℜ(z)≤ |z|.
2. En utilisant ces propriétés, majorer judicieusement |a+b|2, puis démontrer la

première inégalité triangulaire : |a+b| ≤ |a|+ |b|.
3. En s’inspirant de la démarche proposée dans la partie A, utiliser la première

inégalité triangulaire pour démontrer la deuxième inégalité triangulaire :
∣∣|a|− |b|

∣∣≤ |a−b|.

Partie D - Égalité - Cas complexe

1. Soit a = x+ iy et b = x′+ iy′ tels que (x,y,x′,y′) ∈ R4.
Démontrer que : |a+b|2 = (|a|+ |b|)2 ⇐⇒ xx′+ yy′ = |a| |b|.

2. En se plaçant dans le plan complexe et en introduisant le produit scalaire de
deux vecteurs judicieusement choisis, démontrer que :
|a+b|= |a|+ |b| ⇐⇒ a = 0 ou ∃ k ∈ R+, b = ka.
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1.4 Correction

Partie A - Inégalité triangulaire - Cas réel

1. Pour x réel, on a |x|2 = x2.

2. D’après le résultat établi précédemment, on a : |a+b|2 = a2 +2ab+b2.

3. Il s’ensuit l’inégalité : |a+b|2 = |a|2 +2ab+ |b|2 ≤ |a|2 +2|a||b|+ |b|2.
Et par conséquent, on a :

|a+b|2 ≤ (|a|+ |b|)2.

4. Notons que 0≤ |a+b| et 0≤ |a|+ |b|. En utilisant la croissance de la fonction
racine carrée sur R+, on peut en déduire la première inégalité triangulaire :

|a+b| ≤ |a|+ |b|.

5. D’après cette première inégalité, on en déduit :
|(a−b)+b| ≤ |a−b|+ |b| et donc |a| ≤ |a−b|+ |b|.
De même, on a : |b| ≤ |b−a|+ |a|.
On obtient alors, d’une part |a|−|b| ≤ |a−b| et d’autre part, |b|−|a| ≤ |b−a|.
Pour conclure, on peut donc écrire la deuxième inégalité triangulaire :

||a|− |b|| ≤ |a−b|.

Partie B - Égalité - Cas réel

1. Supposons que |a+b|= |a|+ |b|. Il s’ensuit que |a+b|2 = (|a|+ |b|)2.
On en déduit rapidement que 0 ≤ |ab| = ab et donc que les nombres a et b
sont de même signe.

2. Supposons a et b de même signe. On a donc 0 ≤ ab = |ab|.
D’où |a+b|2 = a2 +2|ab|+b2 = (|a|+ |b|)2.
En utilisant, la fonction racine carrée sur R+, on peut en déduire que :

|a+b|= |a|+ |b|.

Pour conclure, on a donc démontré :
|a+b|= |a|+ |b| ⇐⇒ a et b sont de même signe.

Partie C - Inégalité triangulaire - Cas complexe

1. (a) Soit z = x + iy tel que (x,y) ∈ R2. On a, d’une part, |z|2 = x2 + y2, et
d’autre part, zz̄ = (x+ iy)(x− iy) = x2 − ixy+ ixy+ y2 = x2 + y2.
Par conséquent, on a l’égalité : |z|2 = zz̄.
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(b) De façon triviale, z+ z̄ = (x+ iy)+(x− iy) = 2x = 2ℜ(z).
(c) Par définition, on a (ℜ(z))2 = x2. Or, x2 ≤ x2 + y2 et donc (ℜ(z))2 ≤ |z|2.

D’où, la dernière inégalité demandée : ℜ(z)≤ |ℜ(z)| ≤ |z|.
2. Remarquons que :

|a+b|2 = (a+b)(ā+ b̄) = aā+bb̄+ab̄+ āb = |a|2 + |b|2 +2ℜ(ab̄).
Or, on a : ℜ(ab̄)≤ |ab̄|= |a||b|. Il s’ensuit, par ricochets :
|a+b|2 ≤ |a|2 + |b|2 +2|a||b|, et donc |a+b|2 ≤ (|a|+ |b|)2.
En utilisant à nouveau la fonction racine carrée, nous obtenons la première
inégalité triangulaire dans le cas complexe :

|a+b| ≤ |a|+ |b|.

3. D’après cette première inégalité, on a :
|(a−b)+b| ≤ |a−b|+ |b| et donc |a| ≤ |a−b|+ |b|.
De même, on peut écrire : |b| ≤ |b−a|+ |a|.
On obtient alors, d’une part, |a|− |b| ≤ |a−b| et, d’autre part :
|b|− |a| ≤ |b−a| et donc pour finir :

∣∣|a|− |b|
∣∣≤ |a−b|.

Partie D - Égalité - Cas complexe

1. On a, d’une part : |a+b|2 = |a|2 +ab̄+bā+ |b|2, et d’autre part :
(|a|+ |b|)2 = |a|2 +2|a||b|+ |b|2.
Ainsi, |a+b|2 = (|a|+ |b|)2 ⇐⇒ ab̄+bā = 2|a||b|.
Remarquons que : ab̄+bā = 2(xx′+ yy′).
Par conséquent :

|a+b|2 = (|a|+ |b|)2 ⇐⇒ xx′+ yy′ = |a||b|.

2. Introduisons, dans le plan complexe, les vecteurs u⃗(a) et v⃗(b). Leur produit
scalaire est donné analytiquement par l’égalité suivante : u⃗.⃗v = xx′+ yy′.
Or, d’autre part, on a l’égalité faisant intervenir l’angle formé par les deux
vecteurs introduits : u⃗.⃗v = |a||b|cos(⃗u, v⃗).
Il s’ensuit que |a+b|2 = (|a|+ |b|)2 ⇐⇒ a = 0 ou (⃗u, v⃗) = 0 (mod 2π).
On en conclut que

|a+b|= |a|+ |b| ⇐⇒ a = 0 ou ∃k ∈ R+, b = ka.
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2 Caractérisations de la borne supérieure

♦♦♢♢ Notions prérequises : Inégalité triangulaire

2.1 Contexte

Définition - Suite convergente vers une limite ℓ

Une suite (un)n∈N de réels converge vers le réel ℓ
⇐⇒ ∀ε > 0,∃n0 ∈ N,∀n ∈ N, (n0 ≤ n =⇒ |un − ℓ| ≤ ε).

Remarque : On peut remplacer, si besoin, l’inégalité large |un−ℓ| ≤ ε par l’inégalité
stricte |un − ℓ|< ε .

Définition - Borne inférieure et borne supérieure d’un ensemble

Soit A un sous-ensemble majoré de R.

1. La borne supérieure de A, notée sup(A), est, s’il existe, le plus petit
des majorants de A.

2. La borne inférieure de A, notée inf(A), est, s’il existe, le plus grand
des minorants de A.

Axiome de la borne supérieure

— Tout sous-ensemble A, non vide et majoré de R, admet une borne su-
périeure.

— Tout sous-ensemble A, non vide et minoré de R, admet une borne in-
férieure.

2.2 Résultats

2 Caractérisation formelle de la borne supérieure

Soit A un sous-ensemble majoré et non vide de R, et M un majorant de A.
On a : M = sup(A) ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃x ∈ A, M− ε < x.

3 Caractérisation séquentielle de la borne supérieure

Soit A un sous-ensemble majoré non vide de R, et M un majorant de A.
M = sup(A) si, et seulement si, il existe une suite (an)n∈N d’éléments de A qui
converge vers M.
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2.3 Historique

Historiquement, le concept de borne supérieure est né de la nécessité de structurer
rigoureusement l’ensemble des nombres réels. La notion a été formalisée au XIXe

siècle, une période marquée par une révision profonde des fondements des mathé-
matiques. C’est notamment grâce à Bernard Bolzano, que cette idée a commencé à
prendre forme, dans ses travaux sur la continuité des fonctions. Cependant, pour une
formalisation rigoureuse du concept, il a fallu attendre les travaux de mathématiciens
tels que Weierstrass, Cauchy, Dedekind et Cantor.

Zoom sur le mathématicien Bolzano
Bernard Bolzano, né en 1781 à Prague, est un mathématicien, logicien et philosophe.
Après des études en mathématiques, physique, philosophie, il devient prêtre en 1805
et enseigne la théologie à l’Université de Prague. Il publie en 1817, son premier ou-
vrage Rein analytischer Beweis, dans lequel il démontre le théorème des valeurs in-
termédiaires sans utiliser d’approche géométrique comme on le faisait avant. Bolzano
prône des idées pacifistes et critique le régime de l’empire austro-hongrois, ce qui lui
vaut d’être démis de ses fonctions d’enseignant en 1820. Réfugié chez des amis, il se
consacre à ses recherches en mathématiques et en philosophie malgré une santé fra-
gile. Ses travaux influencent les générations ultérieures malgré leur reconnaissance
tardive. Il décède en 1848 des suites de la tuberculose.

2.4 Sujet

Soit A un sous-ensemble majoré non vide de R, et M un majorant de A.

1. Démontrer que : M = sup(A) ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃x ∈ A, M− ε < x.

2. En déduire que : M = sup(A) si, et seulement si, il existe une suite (an)n∈N
d’éléments de A qui converge vers M.

2.5 Correction

1. Travaillons par double implication.
— Supposons M = sup(A). Le réel M est le plus petit des majorants de A.

Soit ε > 0. On sait que M−ε < M, et ainsi le nombre M−ε ne peut donc
pas être un majorant de A. Car dans le cas contraire, on aurait trouvé un
majorant de A, plus petit que le plus petit des majorants, contradiction.
Par conséquent, il existe donc un élément x ∈ A tel que M− ε < x.

— Réciproquement, raisonnons par l’absurde et pour cela, supposons que
d’une part, on a : ∀ε > 0,∃x ∈ A tel que M−ε < x, et d’autre part que M
n’est pas le plus petit des majorants.
Soit a0 le plus petit des majorants de A. On a a0 < M.
Posons ε =M−a0 > 0. Il existe donc x∈A tel que M−(M−a0)< x≤ a0.
Il s’ensuit que a0 < a0, contradiction. On en déduit que M = sup(A).
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Pour conclure, on a ainsi démontré l’assertion suivante :
M = sup(A) ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃x ∈ A, M− ε < x.

2. Travaillons, ici aussi, par double implication :
— Supposons que, pour tout ε > 0, il existe x ∈ A tel que M− ε < x.

Soit n ∈N∗. On peut affirmer, en posant ε =
1
n

, qu’il existe an ∈ A tel que

M− 1
n
< an. Or, M est un majorant de A, il s’ensuit la double inégalité :

−1
n
< an −M <

1
n
.

Par passage à la limite, la suite (an)n∈N converge bien vers M.
— Supposons qu’il existe une suite (an)n∈N d’éléments de A qui converge

vers M. Ainsi en revenant à la définition de la limite d’une suite :
pour tout ε > 0, il existe n0 ∈ N tel que, pour tout n ≥ n0, on a :
−ε < an −M < ε. En particulier, on a : M− ε < an0 .

On a ainsi démontré : M = sup(A) si, et seulement si, il existe une suite
(an)n∈N d’éléments de A qui converge vers M.

3 Les grands théorèmes des suites convergentes

♦♦♢♢ Notions prérequises : Cours de Terminale sur les suites, inégalité triangu-
laire, borne supérieure, définition d’une suite convergente

3.1 Contexte

Définition - Suite de Cauchy

Une suite réelle (un)n∈N est une suite de Cauchy lorsque

∀ε > 0,∃n0 ∈ N,∀(p,q) ∈ N2, (n0 ≤ p ≤ q =⇒ |uq −up| ≤ ε) .

Définition - Suites extraites

Soit (un)n∈N une suite de nombres réels. Une suite de la forme (uϕ(n))n∈N, où
ϕ : N → N est une application strictement croissante, est appelée sous-suite
ou suite extraite de la suite (un)n∈N.

3.2 Résultats

4 Théorème de l’unicité de la limite d’une suite convergente

Si une suite (un)n∈N de réels converge, alors sa limite est unique.


