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Comment utiliser cet ouvrage ?

L’ouvrage que vous tenez entre les mains fait la synthése de 40 ans de sujets de
concours en adoptant un parti pris original : présenter la trés grande majorité des
questions qui tombent aux concours et les décrypter a I'aide des méthodes les
plus fréquemment mobilisées. Les rappels de cours systématiquement mis en
avant couvrent la totalité du programme et vous donnent 1’occasion de les apprendre
« en situation ». Ainsi, un(e) candidat(e) qui maitrisera sur le bout des doigts tout
ce qui suit ne sera pas surpris aux concours.

Pour faire une utilisation optimale de I'ouvrage et ainsi maximiser vos progres, voici
quelques conseils précieux que nous vous invitons vivement a respecter :

e La maitrise de cet ouvrage doit se faire en complément de ’apprentissage
du cours de votre professeur. Bien utilisé, il vous aidera a digérer les notions
que vous aurez vues en classe.

e Annotez le sommaire présent au début de chaque chapitre afin de cadrer
au mieux vos séances de travail : cochez les questions parfaitement maitrisées,
celles qu’il vous faudra reprendre et rajoutez un code couleur par niveau de
difficulté.

e Annoter également le coeur des différents chapitres en vous servant des
marges sur le coté de chaque page : vos notes manuscrites (par exemple code
couleurs par niveau de difficulté, timing, astuce a retenir, méthodes & revoir) vous
permettront de mieux suivre votre progression et ainsi optimiser vos séances de
travail. En moyenne, vous devriez refaire chacune des questions 4 a 5 fois sur vos
deux années de prépas.

e Forcez-vous a recopier les rappels de cours en rouge avant de faire les exercices
relatifs a une méthode : c’est comme cela que vous assimilerez le plus rapidement
le cours et ses enjeux.

e Lors de vos recherches d’exercices ou de devoirs maison donnés par votre professeur,
si vous butez sur une question, utilisez la table des matiéres du chapitre
en jeu pour aller identifier une question qui s’en rapproche et faites toutes
les méthodes et exercices proposés pour y répondre. Vous trouverez ainsi plus
facilement réponse a toutes les questions qui vous seront posées dans les exercices
de votre professeur de prépa.

e Avant chaque DS important ou concours blanc, entrainez-vous sur les sujets
de fin de chapitre souvent issus des concours de la BCE et ECRICOME.

Ne négligez aucun chapitre, aucune question, aucune méthode : a la fin
de vos deux années de prépa, idéalement, tout doit étre maitrisé.

Enfin, méme si cet ouvrage s’utilise comme un dictionnaire de méthodes et vous fera
gagner beaucoup de temps et de points aux concours, il n’est pas un livre de recettes :
il ne vous exonere pas de réfléchir et de profondément comprendre les concepts
et objets mathématiques que vous manipulerez et que vous aurez vus avec votre
professeur de prépa.

En espérant que vous prendrez autant de plaisir & naviguer dans ’ouvrage que nous en
avons pris a le concevoir et le rédiger.

Bonne continuation.

Les auteurs
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Chapitre 1
Logique,
récurrence,
ensembles,
applications

On commence par un chapitre trés structurant pour vos deuzx années.
Les démonstrations par récurrence seront notamment présentes dans
bien des chapitres (suites, séries, probabilités, variables aléatoires,
matrices. .. ) tandis que les démonstrations par labsurde ou les
raisonnements par équivalences vous suivront a peu prés partout !
Les notions d’applications injectives, surjectives ou bijectives
interviendront quelque peu en analyse mais mobiliseront surtout
votre attention sur les chapitres d’algébre linéaire. Vous laurez
compris, il ne faut pas négliger ce chapitre introductif alors n’hésitez
pas a vous y plonger et a y revenir réqulierement.

DANS CE CHAPITRE

16 questions classiques
38 méthodes
44  exercices
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1.1. Logique

Question1  Comment déterminer le contraire
d’une proposition ?

Méthode 1 En écrivant le contraire de chaque élément de la
proposition

@ | RAPPEL DE COURS S e .

Soit A un ensemble, P et ) des propositions.
On note TP le contraire de P.
On rappelle que V se lit "pour tout" et 3 se lit "il existe".
e Le contraire de > est <
e Le contraire de (Vx € A, P) est (3z € A,1P)
Ex :le contraire de Ve > 1, f(z) < lest:3z > 1, f(z) > 1
e Le contraire de (3 € A, P) est (Vx € A,71P)
e Le contraire de (P = Q) est (P et 71Q)
Ex : Soit x un réel. Le contraire de x € Ry = f(z) > g(x)
est :x € Ry et f(z) < g(z)
e Le contraire de (P <= Q) est ((P et 71Q) ou (7P et Q))
e Le contraire de (P et Q) est (TP ou 11Q)
e Le contraire de (P ou Q) est (TP et Q)

POINT METHODOLOGIQUE ....................................... !

$* !

Oﬁ' . Pour déterminer le contraire d’une proposition, on procede
: en respectant les régles sur les contraires ci-dessus, en
écrivant le contraire de chaque composant de la proposition.
On commence par 1’élément de gauche, puis on écrit le
contraire des différents éléments jusqu’au dernier élément de
droite. Le brouillon de I'exercice ci-dessous permet de mieux

comprendre la méthode a appliquer.

Exercice 1 Ecrire le contraire de :

S

Vx>0, AN €N, Vn € N, (nZN):><<x>”

Logique 13



Corrigé

Question 2

Méthode 2

o

Exercice 2

Corrigé

O [

e Le contraire de Vz > 0, P; est 3z > 0, P,
e Le contraire de AN € N, P, est

VN € N, P,

e Le contrairede Vn € N, Pyest dn € N, TP
e Le contraire de (n > N) = (1 < 2) est :
(n>N) et (+>x)

Le contraire de la proposition est :

Jr >0, VYNeN, 3ne N, (n>N) et <1>x>
n

Comment montrer qu’une
proposition est vraie ?

Pour un V, en montrant que pour un x quelconque
vérifiant les conditions, la proposition est vérifiée

POINT METHODOLOGIQUE

Pour A un ensemble, "Vx € A, ...” signifie que quel que soit x
pris dans A, on a la proposition qui suit qui est vérifiée. Pour
montrer que cela est vrai, on prend donc un x quelconque
dans A (on commence le raisonnement par "soit x € A"), puis
on va chercher & montrer la proposition qui suit.

Montrer que Vz € R, 22 +22 > —1

Soit z €R, > +2z+1=(z+1)2>0
Donc 22 4+2x+1>0et 22422z > —1

Ainsi | Vo € R, 2% + 22 > 1]

14 Chapitre 1 - Logique, Récurrence, Ensembles, Applications



Méthode 3

Exercice 3

Corrigeé
Méthode 4

o

Exercice 4

Corrigé

Pour un 3, en trouvant un x tel que la proposition
soit vérifiée

POINT METHODOLOGIQUE ....................................... 5

Pour A un ensemble, ”dx € A, ...” signifie qu’on peut trouver
x dans A tel que la proposition qui suit soit vérifiée. Pour
montrer que cela est vrai, il faut donc trouver un z tel que la
proposition soit vérifiée (un tel raisonnement peut se terminer

par exemple par "Donc pour z = ..., on a bien...")
. R—R
ot 47 x = x2 — 51+ 2

Mountrer que Jz € R, f(x) > 2

Pour z =0, f(z) =
Donc ’33@ eER, f(z

f(0)=22>2
) > 2|

En combinant les deux méthodes précédentes s’il
y a a la fois un V et un 3

POINT METHODOLOGIQUE ....................................... 5

Souvent, la proposition a prouver contiendra & la fois V et 3.
Il faudra donc combiner les méthodes 2 et 3 vues ci-dessus
pour pouvoir montrer que la proposition est vraie.

Montrer que Vz € R, dJy e R, z <y

Soit x € R, posons y =z + 1.
Onaxz+1>zdoncy >z
On a donc bien Jy e R, z <y

Ainsi| Vx €eR, JyeR, 2 <y

Logique 15



Méthode 5

Exercice 5

Corrigé

Méthode 6

o

Exercice 6

Si la phrase est écrite avec des mots et non des
termes quantifiés, en traduisant D’expression en
termes quantifiés puis en utilisant les méthodes
précédentes

Si la proposition & montrer est du type "Montrer que..." avec
des termes en frangais et non des termes quantifiés, il suffit de
traduire la phrase en termes quantifiés pour pouvoir ensuite
utiliser les méthodes 2, 3 et 4 vues ci-dessus pour montrer
que la proposition est vraie.

Soient f et g deux fonctions de R dans R décroissantes sur
Reth= fog.
Montrer que h est croissante sur R.

Montrons que h est croissante sur R

i.e. montrons que V(z,y) € R?, 2 <y = h(z) < h(y)
Soit (z,y) € R?, supposons x < y.

On a alors g(x) > g(y) car g est décroissante sur R
Donc f(g(z)) < f(g(y)) car f est décroissante sur R
Donc h(z) < h(y)

Donc ’ h est croissante sur R‘

Par I’absurde

POINT METHODOLOGIQUE ....................................... :

Pour montrer qu’une proposition est vraie, on peut raisonner
par 'absurde : on suppose que le contraire de la proposition
est vrai, puis on poursuit le raisonnement jusqu’a aboutir a
une contradiction. Notre supposition étant fausse, le contraire
de la proposition est donc faux, et donc la proposition est
vraie.

Les raisonnements par ’absurde sont tres utiles, notamment
dans les chapitres d’algebre linéaire.

x+1

Montrer que Vz € R\{-2}, 12
x

£1

16 Chapitre 1 - Logique, Récurrence, Ensembles, Applications



Corrigé

Méthode 7

o

Exercice 7

Corrigé

®

z+1 1
T+2
On a alors £+ 1=2x+ 2 donc 1 =2, ce qui est absurde.
On a une contradiction, donc la supposition est fausse.
z+1

1
T+ 2 7

Supposons par absurde 3 z € R \{-2},

Donc | Vo € R\{-2},

Pour un 3! (ou un 3), par analyse synthése

POINT METHODOLOG'QUE ....................................... .

Pour A un ensemble, "Jlx € A, ..." se lit "il existe un unique x
appartenant & A tel que..." et signifie qu’on peut trouver un et
un seul z dans A telle que la proposition qui suit soit vérifiée.
Pour montrer cela, on peut procéder par analyse synthese,
c’est un raisonnement en deux étapes :

e Etape 1 : L’analyse (pour montrer 'unicité si existence).
On suppose 'existence et on va par une série de déductions
montrer qu’il n’y a quun seul élément z (que l'on va
expliciter) qui peut vérifier les conditions.

e Etape 2 : La synthése (pour montrer I'existence).

On prend cet élément = explicité au cours de la phase
d’analyse et on montre qu'’il vérifie bien les conditions.
Cette méthode peut aussi permettre de montrer un 3, dans la
mesure ou si I'on montre I'existence d’un unique, on montre
alors I’existence.

Notons F' I’ensemble des fonctions définies de R dans R, P
I’ensemble des fonctions paires définies de R dans R et [
I’ensemble des fonctions impaires définies de R dans R.
Montrer que Vf € F, Al(p,i) e PxI, f=p+1

RAPPEL DE COURS  [HE :

e Pour A et B deux ensembles, (z,y) € A x B signifie que
reAetycB

e p: R — R est paire <= Vz € R, p(—z) = p(x)

e i:R — R est impaire <= Vz € R, i(—x) = —i(x)

Soit f € F, montrons que 3(p,i) € Px I, f=p+1i
Procédons par analyse-synthese.

Analyse :

Supposons qu’il existe (p,i) € P x I tels que f=p+i

Logique 17



Soit z € R, f(x) =p(x) +i(z) (%)
F(=2) = p(-a) +i(x) = ple) ~ i

et ¢ impaire

En sommant les égalités (x) et (%),
On obtient : f(z) + f(—x) = 2p(z)
donc p(z) = W
On a alors d’apres (),
i(@) = f(@) — pl@) = (o) - LD
_ @) - f(=a)
2
Donc Vz € R, p(z) = /(@) +2f(7x)
o () = L0 1C)
Syntheése :

Posons p et ¢ définies pour tout x dans R par :

pie) = LI iy [0 =)

Soit € R, on a bien : f(x) = p(x) +i(x)

pir) = JCA ) T D)

Donc p est paire.

Z(—ZL‘) _ f(_m)z_ f(LL') _ _f(&?) _Qf(_x) — _Z(x)

Donc ¢ est impaire.

De plus p(x) + i(z) = f(x) pour tout x dans R, donc p et

1 conviennent, et ’Vf eF, J(pi)ePxI, f =p+i‘

Méthode 8 Pour un 3!, en trouvant un « vérifiant les
conditions telle que la proposition soit vérifiée,
puis en montrant que si y vérifie aussi la
proposition alors x = y

Oﬁ' ¢ Pour montrer "3z € A,..” on peut démontrer d’abord
¢ lexistence en donnant un = dans A pour lequel cela
fonctionne.

Pour l'unicité, on prend un y quelconque dans A vérifiant
également les conditions et on montre que = = y.
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Exercice 8

e

Soit E l’ensemble des fonctions dérivables de R dans R.
Soit K € R*.

1) Soit f € F vérifiant f' = K f et f(0) = 1.

Montrer que f ne s’annule pas. (On pourra introduire la
fonction ¢ :z— f(z)f(—2z))

2) Montrer que f : x + eX% vérifie f/ = Kf et f(0) =1
3) Soit h € E tel que b/ = Kh et h(0) = 1.

Montrer que ¢ = % est constante sur R, égale a 1.
4) En déduire que AIf € E, f'=Kfet f(0) =1

RAPPEL DE COURS R e e e e e RS LR PP P R

Soient u et v deux fonctions dérivables sur R.
o u x v est dérivable sur Retona: (uxv) =o' xv+v xu

. U -
e Si v ne s’annule pas, — est dérivable sur R et on a :
v

(u)’ w xv—v xXu

v V2

e Si on note Vz € R, w(z) = u(—=x), w est dérivable sur R et
onaVeeR, w'(z)=—u'(-x)

e SiVz € R,u(x) = e avec a € R, alors u est dérivable sur
R et Vz € R, v/(z) = ae™

e u est constante sur R < dc € R,Vz € R, u(z) = ¢

= VreRu(z)=0
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Corrigé 1) Posons ¢ : x+— f(z)f(—x), g est dérivable sur R et pour
x réel, on a :

g'(x) = f'(x)f (=) = f'(=2) f(2)
= Kf(@)f(-z) - Kf(=z)f(z)
=0

Donc g est constante sur R, i.e. 3c € R,Vz € R, g(z) =¢
Or g(0) = f(0)f(0) =1 donc e =1

Donc Vz € R, g(z) = 1ie. f(z)f(—x)=1

Donc Vo € R, f(x) # 0 et f(—x) # 0 car sinon on aurait
g(z) = 0.

Ainsi ’ f ne s’annule pas sur R‘

2) Vx € R, f'(x) = Kef® = K f(x)
fO) = =1

Ainsi ’ f a7 vérifie f' = Kf et f(0) =1 ‘

3) Soit h € E tel que ' = Kh et h(0) =1

Posons ¢ = i, d’apres 1), h ne s’annule pas.

Donc i est d}érivable sur R et :
(o) - £ @hE) ~ @) /(@)
h?(z)
_ Kf(@)h(z) — Kh(z)f(2)
h?(z)

Donc Vz € R, #'(z) = 0 et i est constante sur R
Donc Jec € R, ¥z € R,i(x) = c.

, f(0)

1 = = 1
Or (0) n(0)

Donc ’Vaj eR, i(z) = 1‘

‘ fl) . _
4) Alors Vx € R, W) 1ie. f(z) = h(x)

Donc f = h et on a bien 'unicité de f.
Donc’EI!f €E, f'=Kfet f(0)= 1\
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Méthode 9

Exercice 9

Corrigé

Méthode 10

POINT METHODOLOGIQUE

Pour un 3!, en raisonnant par équivalence
9

POINT METHODOLOGIQUE

Pour montrer un 3! lorsqu’il s’agit d’une équation, et
qu’on cherche donc a prouver que cette équation admet une
unique solution, on peut partir de I’équation et raisonner par
équivalences successives jusqu’a arriver a une unique solution.
Attention, [lutilisation des équivalents est source de
nombreuses erreurs : si vous procédez par équivalences
successives, assurez-vous que le sens direct et le sens
réciproque sont vérifiés pour chaque équivalence. Trop
souvent, les étudiants écrivent une équivalence alors qu’il n’y
a en réalité qu’une implication.

Montrer que 3!(z,y) € R?, x+2y=1et 3z —2y=1

Soit (z,y) € R?,

r+2y=1 r+2y=1
Jr—2y=1 dor =2
_1
<:>{ i:ﬁ
2

Donc’ﬂ!(m,y) ER? z42y=1let3z—2y=1

S’il s’agit de montrer qu’une propriété est vraie
pour tout entier n d’un sous-ensemble de N, en

raisonnant par récurrence

Le raisonnement par récurrence sera détaillé dans le
paragraphe 1.2.
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Question 3

Méthode 11

o

Exercice 10

Corrigé

Méthode 12

o

Exercice 11

Corrigé

Méthode 13

Comment montrer qu’une
proposition est fausse ?

S’il s’agit d’un V, en trouvant un contre-exemple

POINT METHODOLOG'QUE ....................................... .

Pour montrer qu’une proposition commencant par "Vo € A”
est fausse, il suffit de trouver un contre-exemple (un seul
suffit, il ne faut pas raisonner dans le cas général), i.e. trouver
un z dans A telle que la proposition ne soit pas vérifiée.

La proposition suivante est-elle vraie ?
V(z,y) €R? z <y=a® <y?

Pourx:—letyz%,ona <y
Et pourtant :52:1>i:y2

Donc ’ la proposition est fausse

S’il s’agit d’un 3, en montrant que quel que soit le
x choisi, la proposition qui suit n’est pas vérifiée

POINT METHODOLOGIQUE ....................................... .

Pour montrer qu’une proposition du type "dxr € A, P" est
fausse, il faut montrer que "Vo € A, T1P”. En effet, si quel
que soit x dans A, P n’est pas vérifiée, alors on ne peut pas
trouver de x dans A tel que P soit vérifiée.

La proposition suivante est-elle vraie ?
Iz eR, 22 -1=-2

Soit z € R, 22 > 0 donc 22 —1> —1 donc 22 —1 > —2
Donc Vo € R, 22 — 1 # —2

Donc | la proposition est fausse‘

En combinant les deux méthodes précédentes s’il
y a a la fois un V et un 3
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POINT METHODOLOGIQUE ....................................... 5

$F b
ﬁﬂ' : Le plus souvent, la proposition est composée a la fois de 3
¢ et de V. Il faudra donc combiner les méthodes 11 et 12 vues
ci-dessus pour montrer que la proposition est fausse.

Exercice 12 La proposition suivante est-elle vraie ?

VneN, dpeN, n=2p

Corrigé Posons n = 1.
Vp € N, n # 2p car 2p est pair et n = 1 est impair
On a donc trouvé un contre-exemple.

Donc ’ la proposition est fausse ‘

Question4 Comment montrer une implication
directe (H — P)?

Méthode 14 En supposant H vraie, et en montrant P vraie
" POINT METHODOLOGIQUE ....................................... :
0‘11' Pour montrer que (H = P), on commence la rédaction par 5

"'supposons H", et on cherche & montrer que P est vraie.

Exercice 13 Montrer que V(z,y) € R?, e =¥ = 2 =y.

Corrigé Soit (z,y) € R?, supposons que e* = eY.
e” et e¥ sont strictement positifs.
Donc en composant par In définie sur R7, on a :
In(e”) = In(e¥)
Or Vu € R, In(e*) = u
Donc z =y

Ainsi ’V(w,y) ER?, " =eY=>ax=y

Méthode 15 Par contraposée
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@ | RAPPEL DE COURS  [EE e PR R R P ERPUEEREE .

e La contraposée de P = Q est 1Q = 1P
e Une implication est vraie si et seulement si sa contraposée
est, vraie

POINT METHODOLOGIQUE [[EE e e e 5

Oﬁ' . Pour montrer qu'une implication est vraie, on peut montrer
:  que sa contraposée est vraie. On va donc montrer que le
contraire de @ implique le contraire de P.

Exercice 14 Soit (a,b) € R?, montrer : (Ve > 0,a < b+¢e) = (a < b)

Corrigé Montrons la contraposée : (a > b) = (e >0, a > b+¢).
Supposons a>b. Ona a—b>0.
Posons e =a—b, on a alors € > 0.
Onabien a>b+ecarb+e=b+a—-b=a
Donc (a>b) = (Fe >0, a>b+e¢)

Ainsi, par contraposée : ’ (Ve>0,a<b+e)=(a<D) ‘

Question5 Comment montrer une équivalence
(H <= P)?

@ RAPPEL DE COURS  |H :

Vocabulaire

On dit que P est une condition nécessaire pour H si et
seulement si H = P

On dit que P est une condition suffisante pour H si et
seulement si P = H

On dit que P est une condition nécessaire et suffisante
pour H si et seulement si H <= P
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Méthode 16 En raisonnant par équivalences successives

3 POINT METHODOLOGIQUE ....................................... )

Qﬂ' :  Pour montrer une équivalence (H <= P), on peut raisonner
! par équivalences successives, en partant de H jusqu’a arriver
a P (ou dans l'autre sens). On a un raisonnement de la forme
suivante : H < A<= B <= ...<— P
Attention, ce raisonnement peut étre source d’erreurs car
de nombreux étudiants mettent des <= alors qu'il y
a seulement une implication. Il faut donc s’appliquer pour
chaque <= a vérifier qu’il y a bien implication et implication
réciproque pour ne pas faire d’erreur dans le raisonnement.

X

Si l'on applique une fonction f a une égalité ou une
inégalité de réels, il faut justifier la bijectivité de f (le
plus souvent en disant que f est strictement croissante ou
strictement décroissante et continue sur lintervalle auquel
appartiennent les éléments de 1’équivalent) pour obtenir une
relation d’équivalence, et pas juste une implication.

Soit # € R*, montrer que (z > 1)

Exercice 15 _
. (f L o)

Corrigé (x > 1) <= (v/z > 1) par stricte croissance de la fonction
racine carrée sur R™

<:>(\/5120)<:><\/i120> car x>0

Done (:t:Zl)(:)(\/ilz )

o

Méthode 17 Par implication directe puis implication
réciproque

POINT METHODOLOGIQUE ....................................... .

$F
Qﬁ' : Pour montrer une équivalence lorsqu’on ne peut pas raisonner
:  par équivalences successives, il faut raisonner par implication
directe puis implication réciproque.
On montre d’abord limplication directe (H = P)
"Supposons H, montrons P". Puis on montre I'implication
réciproque (P = H) :"Supposons P, montrons H".
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Exercice 16

Corrigé

Question 6

Méthode 18

o

Exercice 17

Pour A une partie de R, on note 14 la fonction définie par :
1 sized

Ve € I, Lafle) = 0 sinon

Soient A et B deux parties de R.

Montrer que : (14 =1p) <= (A = B)

e Supposons (14 = 1p), montrons que A = B
-Soit x € A, 1a(x) =1 car z € A.

Or 14(z) =1p(x) donc 1g(z) =1donc z € B
Donc A C B.

- Soit x € B, 1g(x) =1 car z € B.

Or 1p(z) =14(x) donc 1la(z)=1 donc z€ A
Donc B C Aetainsi A=1B

e Supposons A = B, montrons que (14 = 1p)
Soit z € R,

Casl:z€ A(doncz € B),onalu(z)=1=
Cas2:x¢ A(doncz & B),ona lu(x)=0=
Donc Vz € R, 14(x) =1p(x) et ainsi 14 = 1p

Ainsi | (14 = 1p) <= (A = B)|

lB(QZ)
1B($)

Comment montrer une triple
équivalence (A <— B <— C)?

En montrant A— B, B—C et C — A

PO'NT METHODOLOG'QUE ....................................... .

Pour montrer une triple équivalence A <— B <— C,
on peut raisonner par implications successives en montrant
A= B, B=CetC = A(ouC = B, B= Aet
A = () de sorte a former un « cercle » d’implications A =
B = C = A permettant ainsi d’avoir des équivalences
entre les 3 propositions.

Pour montrer une quadruple ou quintuple équivalence, il
faudrait procéder de la méme maniére en montrant les
implications successives.

Pour f une fonction de R dans R, on note f* (pour k €
N*) la fonction définie par récurrence par : f! = f et
Vk € N*, fF = fo f*
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On aalors Vk € N*, f* = fofo..of
—_—

k fois
Soit N > 2. Soit f une fonction de R dans R telle que
o Vk € N*, f*(0) =
eVE e N* Vz R, fF(z) >0

nnote
(1) Jpel2,N], fF=0
(2) 3p e [2,N], Vk>p, fk:o

(3) Ipel2N, ka Zf’“
k
Montrer que (1) <:>1(2) = (3)

@ - RAPPEL DE COURS I

Soient E, F' et G des ensembles, f: E— Fetg: F — G.
On appelle "composée de f par g" et on note go f la fonction
de F dans G définie par :

Vz € E, go f(x) = g(f(x))

Corrigé e Supposons (1), montrons (2).
Ipe[2,N], f=0
Soit k > p+ 1.

Vo € R, fF(z) = f"Po fP(z) = fFP(f7(2))

Donc Vo € R, fF(z) = f*~P(0) = 0 d’apres 'énoncé
AinsiVk >p+1, fF =0

Cela reste vrai pour k = p donc (2) est vrai.

e Supposons (2), montrons (3).

Ipe2,N], VE>p, fF=0

N

> 1 Zf’“+Z /!

k=1 =p 5 —0

D’ou ka ka et (3) est vrai.

. Supposons (3), montrons (1).

N p—1
Ipel2N], Y =)
k=1

k=1
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N p—1
Donchk—ka:O
k=1 k=1
N
Dot Y f* =0
k=p

N
VxeR,ka(a:)zO
k=p
OrvVr eR, Vk >p, ff(x) >0

Et une somme de termes positifs ou nuls est nulle si et
seulement si chacun de ses termes est nuls.

En particulier le terme pour k = p est nul.
Donc Vx € R, fP(z) =0

D’ott f? =0 et (1) est vrai.

Ainsi (1) = (2) = (3) = (1)

Done | (1) <= (2) <= (3)|

1.2. Récurrence

Remarque

1. Lorsque l'on doit faire une récurrence, deux cas de figure peuvent se
présenter :

e L’hypothése de récurrence est donnée par ’énoncé : il suffit alors
d’appliquer la méthode de récurrence adaptée.

e L’hypothese de récurrence n’est pas donnée par 1’énoncé : il faut alors
réfléchir au brouillon pour déterminer cette hypothese de récurrence.

2. Attention a ces erreurs fréquentes :

e Dans le cas d’une récurrence portant sur un entier n, le Vn doit étre
placé avant la proposition P(n) et non & I'intérieur de celle-ci.

e Au niveau de ’hérédité on choisit de raisonner sur un entier n quelconque
fixé et non Vn.

28 Chapitre 1 - Logique, récurrence, ensembles, applications



Question

Méthode 19

7 Comment prouver une proposition
par récurrence ?

Par récurrence simple

POINT METHODOLOGIQUE

aﬁ' i On utilise une récurrence simple sur n dans N pour montrer

Exercice 18

Corrigé

un résultat faisant intervenir une somme ou un produit fini
indexé sur n, une suite de la forme u,4+1 = f(u,), ou encore
une expression explicitée directement en fonction de n.

1. Poser la propriété de récurrence, Vn > ng, P(n).

2. Initialiser la propriété pour ng : montrer P(ng) vraie.

3. Procéder a I’hérédité. On pose un n fixé supérieur ou égal
a ng et on suppose P(n). On montre alors P(n + 1).

4. On conclut.

Montrer que Vo € RT, Vn €N, (1+2z)" > 1+ nz

Soit z € RT. Posons Vn € N, P(n): (1 +z)" > 1+ nx”
en=0:(1+2)°"=1>1+0.z et P(0) est vraie.

e Soit n € N.

Supposons P(n) vraie, i.e. (14+2)" > 1+ nx

En multipliant par 1 +2 > 0, on a :

(1+2)"" > A +nzx)(14+2) =1+ (n+ 1z +ns?

Or nz? >0, et donc (1 +z)"" > 1+ (n+1)x
Dot P(n+1) vraie.

Donc’VazER*, Vn €N, (1+:17)”21+nx‘

b S Remargue

L’expression en jeu dépend ici de deux éléments distincts :
un réel z et un entier n. Il y a alors deux possibilités de
rédaction :

1. Poser le réel z en amont puis rédiger la propriété de
récurrence en fonction de n. Le réel x est, dans toute la
récurrence, quelconque et fixé.

2. Ne pas poser le z en amont et 'inclure dans la propriété
de récurrence. La rédaction, appliquée a cet exercice, serait
alors la suivante :

Soit Vn € N, P(n): Vo € RT, (14 2)" > 1+ na”

On répetera alors le pour tout x dans toute la récurrence.

Récurrence 29



Méthode 20 Par récurrence double

* PO'NT METHODOLOG'QUE ....................................... .

Qﬁ' : Ce type de récurrence s’utilise quasiment exclusivement pour
:  montrer un résultat portant sur une suite sur laquelle on

possede une relation liant uy,12, Un+1 €t uy.
Voici le raisonnement a appliquer :
1. Poser la propriété de récurrence, Vn > ng, P(n)
2. Initialiser la propriété pour pour ng et ng + 1.
Attention a ne pas oublier d’initialiser la propriété pour
deux entiers, et pas uniquement pour ng.
3. Procéder a I'hérédité : on pose un n fixé supérieur ou égal a
ng et on suppose P(n) et P(n+1). On montre alors P(n+2).
4. On conclut.

Exercice 19 La suite de Fibonacci est définie par ug =0 et uqy =1 et
Vn €N, Upto = Upt1 + up
Montrer que Vn > 2, u,, € N*.
Corrigé Posons Vn € [2,+oo[, P(n): "u, € N*”

en=2ectn=3: uy=u; +ug=1€N*" et P(2) vraie.
us =ug +u; =1+ 1=2€ N* et P(3) vraie.

e Soit n > 2, supposons P(n) et P(n+ 1) vraies.

Alors u, € N*, upy1 € N* et upi0 = upy1 + u, Donc
Unt2 € N* d’ou P(n+2) vraie.

Donc ’Vn € [2,4+o0[, u, € N*

b Sl ermaraue

Nous avons jusqu’ici vu les récurrences simples et doubles.
Des récurrences triples, quadruples ou plus peuvent de méme
étre menées. Pour réaliser une récurrence d’ordre p, il faut :
1. Poser la propriété de récurrence, Vn > ng, P(n).

2. Initialiser la propriété pour les p premiers termes.

3. Procéder a I'hérédité. On pose un n fixé supérieur ou égal
a mg et on suppose P(n), P(n+1),... et P(n+p—1). On
montre alors P(n + p).

4. On conclut.

L’exercice ci-dessous illustre une récurrence triple.
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Exercice 20

Corrigé

Méthode 21

o

Exercice 21

Extrait A’ ESSEC 1994

On consideére les suites réelles (uy,),>1 vérifiant :
Vn Z 1, 9un+3 — 9un+2 — 7Un+1 = 7Un =0 (1)
Soit v une suite vérifiant (1) avec v1 = vy =v3 =0
Montrer que Vn > 1, v, =0

Soit Vn € N, P(n): v, =07

o Initialisation : v; = vy =wv3 =0 d’ou P(1), P(2) et P(3).
e Soit n € N*. Supposons P(n), P(n+ 1) et P(n+ 2).
(vy,) vérifie (1) donc v,43 = V40 + TUp41 — TU,

Et par hypotheses de récurrence : 9v, 13 =0 i.e. v,43 =10
D’ou P(n + 3) vraie.

Ainsi, ona’VnEN, vn:O‘

Par récurrence forte

POINT METHODOLOGIQUE [EErrr e R R :

Cette méthode s’applique quasiment exclusivement aux suites
définies avec une relation liant w,11 & Ung, Ung+1; ---» Un
Voici comment raisonner pour faire une récurrence forte :

1. Poser la propriété de récurrence, Vn > ng, P(n)

2. Initialiser la propriété pour ng

3. Procéder a I’hérédité. On pose un n fixé supérieur ou égal
a ng et on suppose P(ng), P(no+1),...,et P(n). On montre
alors P(n + 1).

4. On conclut

Si la récurrence simple est possible, elle doit étre priviligiée
a la récurrence forte. La récurrence forte ne doit étre utilisée
que si la récurrence simple ne fonctionne pas.

On cousideére la suite (uy,)nen définie par :

U():l
VneN, upt1 =ug+u+... +uy,

On rappelle que Vg € R\{1},

1iqn+1
Vn € N, 1—|—q+q2—|—...+qn:17—q

Montrer que Vn € N, u,, < 2™

Récurrence 31



Corrigé Posons ¥n € N, P(n): "u, <2"”
ePourn=0: ug=1<2% donc P(0) vraie
e Soit n € N. Supposons Vk € [0,n], P(k) vraie.
Par sommation des (n + 1) inégalités des hypothéses de
récurrence, et comme 2 # 1, il vient :

ug Fup 4o uy <204 284 427

1— 27z+1
Donc Up+1 S 17 — 2""!‘1 -1 S 27L+1

Dolt  w,p1 < 2" et P(n + 1) est vraie

Donc’VnGN, Up, §2”‘

1.3. Ensembles

@ - RAPPEL DE COURS I e .

e R? désigne I'ensemble des couples (z,y) ot = et y sont des
réels.

e R™ désigne l’ensemble des n-uplets (z1,z3,...,2,) oOU
1, To,...,T, sont des réels.

e Pour a et b deux entiers, [a, b] désigne 'ensemble des entiers
compris entre a et b inclus.

e Pour n entier, [n,+oo] désigne l’ensemble des entiers
supérieurs ou égaux a n.

e Pour n entier, | — oo,n] désigne l’ensemble des entiers
inférieurs ou égaux a n.

e Soit F un ensemble et soit A C E. Le complémentaire de
A, noté A, est I'ensemble des x € E tels que = ¢ A.

Question 8 Comment montrer une inclusion
d’ensembles (A C B)?

Méthode 22 En montrant que pour x € A,onax € B

@ | RAPPEL DE COURS PP PP PP :
LS Vre A, € B alors ACB

" POINT METHODOLOGIQUE ....................................... 5

ﬁﬁ' ¢ Cette méthode est la plus utilisée pour montrer I'inclusion
d’un ensemble dans un autre. Pour montrer que A C B, on
va, choisir un = quelconque dans A puis montrer que x € B.
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Exercice 22

®

Corrigé

Exercice 23

Montrer que [—1,0[C {z € R, |z|* > 1}

RAPPEL DE COURS [EEIrrr e P PR .

e Soit € R. On appelle "valeur absolue" de x et on note |z|

le réel égal a x si x est positif ou nul, et a I'opposé de z sinon.
o >0

Ainsi |z| = {I L= et Vx €R, |z| >0

—zsiz <0

o V(a,b) € RY xR, ab = ebin(@

e Un produit de deux réels négatifs est positif.

Soit x € [—1,0[. Montrons que x € {z € R, |z|® > 1}.
|I|I _ ezln(\m\)

Or -1<z<0donc0< |z|] <1

Donc In(|z|) < In(1) par croissance de In sur R*,
D’ott In(]z|) <0 car In(1) =0

De plus = < 0, donc zIn(jz|) >0

Et e?(2]) > €0 par croissance de exp sur R
Ainsi [z|* > 1care® =1let z € {z €R, |z > 1}

D'oit|[-1,0(C {z € R, [a]* > 1}]

Soient (A;)ien, (B;)ien et C des ensembles tels que
Vi € N, Zl C El

Montrer que : Vn € N, C U (U Ai> C ﬂ(CUEi)

=0 =0
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@ | RAPPEL DE COURS RS ERRRURPURRRER .

erxc AUBsiet seulementsiz € Aoux € B
erxc BNCsietseulementsize BetxeC

Distributivité :

e Soient A, B et C' des ensembles. On a :
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

e Soient (A;);en et B des ensembles. Pour tout n > 0, on a :

Brw(£%fh> = ((}(Aimlﬂ>

=0

B <mA> - (ﬁmiUB))

Lois de De Morgan :
e Soient A et B des ensembles. On a :

AUB=ANB
ANB=AUB

e Soient (A;);en des ensembles. Pour tout n > 0, on a :

()= (U7) = (U2)-(0)

Corrigé

Soit n > 0, C'U (UAl) =CU (ﬂAZ) =((CU4A)
i=0 i=0 i=0
Soit x € ﬂ(CUZi), onaVie [0,n], z€CUA;
i=0
Soit ¢ € [0,n]. Ou bien z € C, et alors # € C U B; -
Oubienz € A;,or A; C B; donc z € B; et doncx € CUB;

Donc Vi€ [0,n], z€ CUB; et z € ﬂ(CUEi)
i=0

D'ou | C U (0 AZ) c(CuB)
=0 i
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Méthode 23

®

o

Exercice 24

®

Corrigé

Question 9

Méthode 24

®

En montrant que pour £ € B,ona = € A

RAPPEL DE COURS [HEEE :

eSi Vz€B,onax€ A, alors ACB
e ACB < BCA

Cette méthode est a maitriser absolument et peut rendre
tres facile une démonstration qui peut sembler difficile. Dans
certains cas, il est quasi-impossible de montrer I'inclusion en
procédant classiquement : il faudra donc avoir le réflexe de
passer par les complémentaires.

Soient A = {n € N, n? pair} et B = {n € N, n pair}
Montrer que A C B.

RAPPEL DE COURS [EEI I e PP PP .

en € Nest pair <= Jk € N, n =2k
o n € Nest impair <= Fk e N, n=2k+1

Soit n € B={n €N, n impair}

Alors 3k € N, n =2k +1

Dot n? = (2k 4+ 1)? = 4k* + 4k + 1 = 2(2k? + 2k) + 1
Or (2k% + 2k) € N donc n? est impair.

Ainsi n € A= {n € N, n? est impair} et B C A

On a donc

Comment montrer une égalité
d’ensembles 7

Par double inclusion

RAPPEL DE COURS [HTT T :
© SiACBetBCA alors A=DB :
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" POINT METHODOLOGIQUE ....................................... :

Qﬁ' ¢ Il s’agit d’un grand classique pour montrer 1’égalité de deux
. ensembles. Pour montrer que A = B, on va d’abord montrer
que A C B en utilisant les méthodes vues précédemment. On

montre ensuite de méme que B C A.

Exercice 25 Montrer que {z € Ry, 2 <z} =[0,1]

Corrigé e Soit 7 € {z € Ry, 2% < x}
Onaalorsz>0et 22 <z
Donc 22 —z < 0ie. z(z —1) <0 (%)
Si z = 0, alors on a bien x € [0, 1]
Si x>0, alors d’aprés (x) onaxz —1 <0
Donc z <1let x>0, et on a bien z € [0,1]
Dans tous les cas on a donc x € [0, 1].
e Soit x € [0, 1].
Alors 22 —x =x(r—1)<0Ocarz>0et x —1 <0
Donc z? <z etz € {xr € Ry, 2% <ux}

Finalement, on a ’ {xr eRy, 22 <z} =[0,1] ‘

Méthode 25 Par équivalence

@ RAPPEL DE COURS  |H S s :

Sizx€e A<= x € Balors A=B

* PO'NT METHODOLOG'QUE .......................................

Oﬁ' i Dans certaines situations, il est possible de raisonner
¢ directement par équivalence pour montrer 1’égalité de deux
ensembles. Il faut néanmoins faire attention car souvent les
étudiants font I’erreur de conserver une équivalence alors que
seule une implication est valable. Il faut donc bien s’assurer
que le raisonnement par équivalence est possible! Sinon, on
raisonnera par double inclusion.
Le raisonnement par équivalence est trés utilisé pour
déterminer les solutions d’une équation ou d’un systeme
d’équations.
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Exercice 26 Soit B = {(un)nen, (un) est une suite géométrique telle

que uop=1et Vn €N, 2u, 3+ 3upio —u, =0}

Démontrer que B = {((_1)n)”€N; ((;)TL) neN}

Corrigé Soit (un)neny une suite géométrique telle que ug = 1 done
dg € R*,Vn € N,u,, = ¢" (¢ # 0 car sinon, ug = 0 # 1)
(up) € B<=VYneN, 2¢"3 +3¢"t2 —¢" =0
= q"[2¢+3¢2 -1 =0
<= 2¢> +3¢> — 1 =0 car ¢ est non nul.
On remarque que -1 est une racine évidente de 2¢% +3¢? —1
Donc

2¢°+3¢4° —1= (q+1)(2q2+q— 1)
=(g+1)*(2¢—1)

1
Ainsi (up)pey € B <= ¢=-1 ou ¢= 3

Donc |B = {((1)”)7161\17 ((;>n>nEN}

1.4. Applications

1 Remarque

Les notions d’injectivité, de surjectivité et de bijectivité seront réabordées
sous un nouvel angle avec des nouvelles méthodes dans le Chapitre 7
- Applications linéaires. Ici sont décrites les méthodes permettant de
résoudre les questions concernant des applications générales (linéaires ou
non).

@ - RAPPEL DE COURS IrrIEr e e PP

Soient E et F' deux ensembles. Une application f de E dans
F (notée f : E — F) est une relation entre E et F, qui & tout
élément de F, associe un unique élément de F'.

............................................................................................
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Question10 Comment déterminer I’image directe
d’un ensemble A par une application

f?

Méthode 26 Par utilisation de la définition de 'image directe
d’un ensemble A

@ | RAPPEL DE COURS [EErIIr e e PP .

Soient E et F' deux ensembles. Soit A C E. Soit f: E — F.
On appelle image directe de A : f(A) = {f(a),a € A}.
On a (y € f(A)) si et seulement si (3a € A, f(a) =v)

POINT METHODOLOGIQUE ....................................... :

{3
Qﬁ' © Pour déterminer l'image directe d’un ensemble A par une
:  application f, on va montrer une égalité d’ensemble du type

f(A) = B tout en pensant & utiliser la définition de f(A).
Deux cas se présentent :
e Si I’énoncé est du type "montrer que f(A) = B", alors on
cherche directement & montrer une égalité d’ensembles.
e Si I’énoncé demande de trouver f(A), il faut alors réfléchir
au brouillon pour trouver I'ensemble B auquel est égal f(A),
et ensuite montrer ’égalité d’ensembles.

Exercice 27 2
R —R
i . Dé i A
Soit f {(a, b) o [ab] éterminer f(A)
Corrigeé “ :‘

On remarque V(a,b) € R?,|ab| > 0.
On va chercher a4 montrer que f(A) = R*.

Montrons que f(A) = R*.

e Soit = € f(A), montrons que x € Rt.

x € f(A) donc 3(a,b) € R?, f((a,b)) =z ie. |abl ==z

Or |ab| >0 donc x>0 donc z € RT

e Soit x € RT, montrons que z € f(A).
Posonsa=xzetb=1.Onaab=2 >0 donc |ab] ==z
On a donc bien 3(a,b) € R?, f((a,b)) =2 donc = € f(A)
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Question 11

Méthode 27

®

Exercice 28

Corrigé

Comment montrer qu’une
application f est injective ?

Par utilisation de la définition de l’injectivité

RAPPEL DE COURS [Fr .

Soient E et F' deux ensembles et f: E — F.

[ est injective <= V(z,y) € E%, (z #£y) = (f(z) # f(y))
< VY(z,y) € E?, (f(z) = f(y)) = (z =y) (cest cette
définition qu’on utilisera le plus souvent).

Pour comprendre le sens de U'injectivité, il faut se dire que (f
est injective) si et seulement si (les éléments de F' admettent
0 ou 1 antécédent par f, mais pas plus) si et seulement si (2
éléments distincts de E ont des images différentes par f)

PO'NT METHODOLOG'QUE ....................................... .

Pour montrer qu'une application f de E dans F' est injective,
on prend deux éléments quelconques x et y de E, on suppose
que f(x) = f(y) puis on cherche & montrer que x = y.

Soient F, F' et G trois ensembles non vides. Soient f une
application de F dans F' et g une application de F' dans G.
Montrer que (g o f injective) => (f injective)

Supposons g o f injective. go f: E — G.

Alors ¥(z,y) € E?, go f(z) =go f(y) =z=y (1)
Soit (z,y) € E? tel que f(z) = f(y),

on applique g, donc go f(x) =go f(y)

Et d’aprés (1) : =y

Ainsi V(z,y) € B, f(z) = f(y) = =y

b [ Fnjctve|
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Méthode 28

®

Exercice 29

Corrigé

Question 12

Méthode 29

o

Exercice 30

Si f est une fonction définie sur un intervalle I de
R, par utilisation de la stricte monotonie

RAPPEL DE COURS [EErrrr e e PP .

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I de
R:

Vo €I, f'(x) > 0= f est strictement croissante sur [

Ve €I, f'(x) < 0= f est strictement décroissante sur I

Si f est strictement monotone sur I, alors f est injective sur

Soit f la fonction définie sur R* par : f(z) =

Montrer que f est injective.

f est définie et dérivable sur RT (c’est une fonction
rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas),

et Vo >0, f'(z) = ﬁ

Donc Vz > 0, f’(z) < 0, donc f est strictement décroissante
sur RT.

Ainsi| f est injective

Comment montrer qu’une
application f n’est pas injective ?

En trouvant x et y différents tels que f(x) = f(y)

PO'NT METHODOLOG'QUE ....................................... .

Pour montrer qu’une application f de E dans F n’est pas
injective, il faut trouver un contre-exemple a la définition,
i.e. trouver (z,y) € E? avec & # y tels que f(x) = f(y).

Soit n > 2, on considere m : P([1,n]) — [0,n], qui &
A € P([1,n]) associe meaf)‘((x) (et m(2) = 0).

m est-elle injective ?
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