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Se repérer dans le livre

Ouverture de chapitre

B QCM pour se tester sur les
prérequis de Terminale.

B Un exemple concret pour
introduire le sujet du
chapitre.

B Ce que l'on maitrisera
a lafin du chapitre.

Le cours

B Le cours estillustré par des
figures et de nombreux exemples.

B Les focus développent un sujet
de recherche, une application,
un théme d’actualité.

W Des repéres historiques.

Il Des conseils et erreurs a éviter.

Les nombres

complexes

Pour bien démarrer

polynbma X - 24 + 157

Objectifs
. Savoir calculeravec es nombres complexes.
« En maitise les critues algébrique et polaire.

L soit K un nombre satistalsant 4. Quelles sont les racines réeles du
K= 2. Que vaut alrs le produit
@S-k
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nombres complexes.
. Utilser les nombres complexes en trigonomtri.

CHAPITRE 3 | Les nombres complexes

Extension algébrique

i constr st i lgébriquementclos.

o
Informateuement dela gométie dns I spac.

[3:2] Racines éniémes

Proposition 3.27

Soitr € 0 deforme polire

a1
Alors T racines itmes

e i =1 o=

S X € 2 ouonde M . .

I Racines de polyndmes

ﬁ Pour aller plus loin : corrigeons les erreurs
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Ce qu’il faut retenir

Enfinde chapltre i Exercices

Corigs page 235

B Unrésumé de ce qu’il faut retenir.

M Les QCM et exercices permettent
de vérifier ses connaissances
et de s’entrainer aux examens.

W Les corrigés sont détaillés
alafindu livre.

1. Quelles égalis se déduisnt de clle s .

1

2

4. Dans dans )

aquells Egalies som justs? s
Cla. WVESOO = EV

Testez-vous

Testez-vous
e & 2a; 3d; 8bc; Sb; 6b; Th

N Chapitres

A 1064 20mc 3abd; 4ne Se
Q Exercice 2: Equations
(U PR FRER

0. & £ 5 Vemenble
2570, 8 pus weliment

Chapitre2

Pour bien démarrer
14; 2b; 3b4; 4c Sa

2 Testez-vous
v 4b; Sabd

Indicateur d'Euler

Chapitre s
48015) =St o51) = 32 5
o) =p -t Pour bien démarrer

wations rationnelles | 14; 2a; 3a,bc; Abd
Testez-vous
14; 26 3bc; 41; 5
Exercice 1:Factorisation

a2 i+ 1,

Chapitre3
Pour bien démarrer
14 26 3a; 49; Sc

En fin d’ouvrage

M Unindex pour retrouver
rapidement les notions
principales.

Les + en ligne

Retrouvez sur la page dédiée a 'ouvrage sur le site dunod.com :
B Des compléments de cours.
B Les corrigés détaillés de tous les exercices.
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A Joseph, Raphaél et Sonja.

Avant-propos

Lorsqu’on arrive dans I’enseignement supérieur scientifique, on découvre rapide-
ment que le monde mathématique se divise en deux grands domaines : 1’algébre et
I’analyse'. La séparation entre ces deux disciplines n’est pas aussi nette que celle
qui existe entre la géométrie (le monde des figures) et I’arithmétique (le monde
des nombres entiers).

Le novice comprend rapidement que 1’analyse s’intéresse aux nombres réels et
aux fonctions réelles et que 1’algebre s’intéresse a des objets mathématiques de
nature différente pour lesquels nous disposons d’opérations élémentaires. Mais
cette distinction lui semble souvent un peu artificielle.

De fait, il n’a pas complétement tort. Pourquoi les nombres complexes sont-ils le
plus souvent traités dans un cours d’algebre alors qu’ils sont une émanation des
nombres réels ? Pourquoi 1’étude des polyndmes releve-t-elle de 1’algebre et non
de I’analyse comme cas particuliers de fonctions réelles ?

A linverse, pourquoi les logarithmes sont-ils présentés dans les cours d’analyse ?
Certes leur rdle dans le cadre de la dérivation et de I'intégration des fonctions
usuelles n’est pas discutable, mais c’est bien dans des traités d’algebre qu’on les a
longtemps trouvés. Ils ont en effet été introduits par John NAPIER au XVII® siecle
pour leur propriété fondamentale : log(a x b) = log(a) + log(b). Ils transforment
ainsi une multiplication en une addition, ce qui fut un outil de calcul important,
avant I’arrivée des calculatrices. Les logarithmes mettent donc en relation deux
opérations élémentaires, il s agit d’une propriété algébrique.

De la méme maniere, de nombreux chapitres d’analyse ressemblent en partie a
des cours d’algebre. On définit ’addition des suites réelles, la multiplication des
fonctions et on en étudie les propriétés structurelles. Par exemple, I’énoncé : « Une
somme de fonctions continues est encore une fonction continue » est évidemment
de nature analytique, sa démonstration repose essentiellement sur la définition de
la continuité. Mais il est également de nature algébrique : on exprime le fait qu’une
certaine propriété des fonctions est préservée par 1’addition.

Cette situation paradoxale est en définitive facile a résoudre : I’algebre n’est plus
vraiment une discipline mathématique. Elle est une fagon de raisonner et de calcu-
ler abstraitement, avec une capacité de généralisation tellement puissante qu’elle a
imprégné presque tous les domaines mathématiques : géométrie, logique, topolo-
gie, calcul différentiel, etc. L’algebre et I’analyse en particulier sont profondément
interdépendantes. Cela se constatera dans ce livre par le fait que vous trouverez
des nombres réels dans presque tous les chapitres.

Contenu

Le premier chapitre de cet ouvrage tentera de préciser ce qui définit I’algebre.
Nous le ferons dans une perspective historique afin de comprendre comment cette
définition a évolué jusqu’a aujourd’hui et de justifier la place qu’a désormais 1’al-
gebre dans les sciences. Ce rapide voyage dans le temps, allant de la manipulation
des équations dans I’Antiquité jusqu’a I’évocation de la mécanique quantique, nous

1. Les probabilités arrivent un peu plus tard et la géométrie est réduite a peu de choses en
premicre année.



permettra de présenter les notions générales qui seront déclinées dans les chapitres
suivants : les propriétés des opérations élémentaires, les bases du raisonnement
algébrique, les structure algébriques.

Les quatre chapitres suivants seront dédiés aux objets algébriques élémentaires :
les nombres entiers et rationnels, les nombres complexes, les polyndmes et les ma-
trices. Le point de vue adopté pour introduire ces objets sera toujours le méme : ils
sont de nature algébrique car nous disposons d’opérations élémentaires (addition
et multiplication) pour les manipuler. Ce sont les propriétés de ces opérations qui
rendent ces objets particulierement intéressants.

Nous retrouvons le paradoxe déja mentionné : il manque visiblement un chapitre
sur les nombres réels entre celui sur les nombres rationnels et celui sur les nombres
complexes. Méme si les nombres réels mériteraient également un traitement al-
gébrique, cet aspect ne serait pas tres différent de ce que nous connaissons déja
pour les nombres rationnels. L’originalité profonde des nombres réels releve bien
de I’analyse et nous vous renvoyons donc a un ouvrage qui lui est consacré pour
combler le vide laissé entre nos chapitres.

Les trois derniers chapitres constituent un cours de ce qu’on appelle 1’algébre li-
néaire. Non seulement cette théorie joue un réle fondamental en sciences, mais
elle est dans cet ouvrage une excellente illustration de ce qu’est 1I’algébre moderne :
I’étude d’une structure algébrique (ici I’espace vectoriel), et des applications na-
turellement adaptées a cette structure, (ici les applications linéaires). Cette théorie
repose sur les objets algébriques et leurs propriétés présentés dans les chapitres
précédents.

Tout au long de I’ouvrage, nous nous effor¢cons de mettre en valeur ce qu’est pro-
fondément I’algebre et le raisonnement algébrique. Ce point de vue lie tous les
chapitres les uns aux autres. Mais cela ne nous empéche pas de présenter des
applications propres a chaque chapitre dans des domaines scientifiques variés.

Nous montrerons par exemple comment les nombres complexes et le calcul matri-
ciel permettent de faire de la géométrie. Nous expliquerons pourquoi les nombres
complexes, et plus précisément les exponentielles complexes, sont si utilisés dans
les sciences physiques.

Les équations différentielles, systemes différentiels et autres équations aux déri-
vées partielles jouent un rdle central dans toutes les sciences, de la biologie aux
sciences humaines. Leur nature est analytique, mais lorsqu’ils sont linéaires, leur
résolution passe par des méthodes algébriques. Nous les croiserons ainsi dans plu-
sieurs chapitres (polynomes, espaces vectoriels, réduction d’endomorphismes).
Un domaine fondamental commun a I’algebre et a I’informatique est celui du cal-
cul formel ou calcul symbolique. Ses principes et de nombreux programmes
I’illustrant ont été présentés dans I’ouvrage Analyse de cette méme collection, nous
vous y renvoyons. Nous nous contenterons ici d’illustrer certaines notions par des
codes élémentaires rédigés en langage PYTHON, et nous présenterons quelques
méthodes de codage et de cryptage de I’information reposant sur des propriétés
algébriques des nombres entiers, des polynomes ou encore des matrices.



Qu’est-ce que

’algebre

~—-3000
~-2000

-700—700

820

XVI€ siécle

XVII® siécle
XVIII® siécle
XIXE siécle

XX¢ siecle

Mésopotamie, écriture cunéiforme, représentation des nombres
Mésopotamie, tablettes scolaires d’apprentissage des quatre
opérations, racines carrées et cubiques

Du monde méditerranéen a la Chine, étude d’équations linéaires,
quadratiques et cubiques

Empire arabe, apparition du mot algébre ;

formalisation des méthodes algorithmiques de résolution des
équations de degrés un et deux

Europe, méthode générale de résolution d’équations de degrés trois
et quatre ; introduction d’un symbolisme pour écrire et

manipuler les équations ; développement du calcul littéral ;
apparition des nombres complexes

Europe, définition algébrique des courbes du plan, algébrisation de
la géométrie

Europe, étude des systemes linéaires de taille quelconque, apparition
du déterminant

Europe, premieres structures algébriques, groupes, espaces
vectoriels ; développement du calcul matriciel

Monde entier, développement de la topologie algébrique, de la
géométrie algébrique, de I’analyse algébrique ; algébrisation de la
physique théorique ; résolution de grandes conjectures
d’arithmétique.

Objectifs

. Comprendre ce que représente l'algebre en mathématiques et com-
ment elle s’est développée historiquement.

. Etudier les propriétés des opérations élémentaires : associativité, dis-
tributivité et commutativité.

. Savoir raisonner algébriquement.

. Introduire la notion de structure algébrique.
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Qu’est-ce que l'algebre ? Commengons par donner une réponse simple : 'algébre est [’étude
des opérations algébriques élémentaires sur les nombres : addition, soustraction,
multiplication et division. Ces opérations permettent de définir des équations pour lesquelles
les mathématiciens déterminent des méthodes de résolution depuis l’Antiquité.

A partir du xviii® siécle, ces derniers ont peu a peu réalisé que les raisonnements algébriques
qu’ils élaboraient pouvaient s’appliquer a bien d’autres domaines que celui des nombres. Ils se
mirent & additionner des mots, multiplier des tableaux, soustraire des entrelacements ou
encore inverser des rotations.

Depuis, 'algébre est devenu un domaine extrémement vaste des mathématiques et des
sciences en général dont l'objet est I’étude des opérations dans un ensemble mathématique et
de leurs propriétés.




CHAPITRE 1 | Qu'est-ce que l’algeébre

EJ Aljabr wa-l-mugabala

B Muhammad ibn
Misa
AL-KHWARIZMI,
~780-850, savant

persan.
Son ouvrage sur la ré-
solution des équations
est considéré comme
le premier traité d’al-
gebre.

]

B Al-jabr, signifie en
arabe restauration, re-
construction, mais éga-
lement réduction d’une
fracture.

On manipule les mem-
bres d’une équations
comme on manipule les
membres d’un corps.

|

Nous avons retrouvé des traces d’équations algébriques de degré deux sur des ta-
blettes babyloniennes du XVIII® siecle avant notre eére. Dans toute I’Antiquité, de la
Chine a la Grece en passant par I'Inde, des mathématiciens se sont intéressés aux
équations de degrés un et deux, voire trois, le plus souvent en lien avec des pro-
blémes de géométrie. Puis, notamment avec le développement de 1’arithmétique,
les équations devinrent un sujet d’étude indépendant de la géométrie.

C’est au IX® siecle que le mot algebre fait son apparition dans le titre d’un ou-

vrage d’ AL-KHWARIZMI. Il y décrit notamment des méthodes de traitement des

équations d’ordre un et deux, en s’appuyant sur deux principes :

o La restauration (al-jabr) : une égalité est préservée si on ajoute a chacun de ses
membres le méme nombre.

o La comparaison (al-mugabala) : une égalité est préservée si on retranche a
chacun de ses membres le méme nombre.

Nous traduirions ces principes par les axiomes suivants relatifs a 1’égalité :

Pour tous nombres a,betc, sia=>b alors a+c=b+c et a—c=b—c.

Exemple 1.1

Appliquons ces principes a I’équation : 4x — 7 = 4 + x.

Ajoutons 7 des deux cotés : 4x — 7+ 7 =4+ x+ 7,donc 4x = 11 + x.

Retranchons x des deux cOtés : 4x — x = 11 +x — x, donc 3x = 11.

Les principes d’AL-KHWARIZMI s’appliquent également a la multiplication et la division.

Divisons ainsi chaque membre par 3 : % = % doncx = % C’estla solution de I’équation.

Oui, ce n’est pas trés impressionnant mais nous touchons la a I’essence de
I’algebre : I’art de manipuler les égalités.

Exemple 1.2

Regardons une équation d’ordre deux : x> 4 6x = 5.

Evitons les formules magiques avec A et contentons-nous de manipuler cette équation.
Ajoutons 9 des deux cotés : x> + 6x + 9 = 14.

Nous reconnaissons a gauche une identité remarquable ; ¢’est le développement de (x+3)2.
Ainsi (x + 3)% = 14.

Nous avons besoin d’un nouveau principe : si deux nombres élevés au carré sont égaux,
alors ces nombres sont égaux au signe pres.

Passons ainsi a la racine carrée des deux cotés de I’égalité : x + 3 = ++/14.

Retranchons enfin 3 des deux cotés et nous obtenons ainsi les deux solutions de 1’équation :

x=+14—-3 ou x=—+14-3.



