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Avant-propos

Réussir en classes préparatoires nécessite d’assimiler rapidement un
grand nombre de connaissances, mais surtout de savoir les utiliser, a bon escient, et
les rendre opérationnelles au moment opportun. Bien sfir, I'apprentissage du cours
de votre professeur jour apres jour est indispensable. Cependant, on constate que
pour beaucoup, c’est loin d’étre suffisant. Combien d’entre vous ont bien appris leur
cours et pourtant se trouvent démunis lors d'un DS, et plus grave, le jour du concours.

Cette collection a été congue pour répondre a cette difficulté. Suivant scrupu-
leusement le programme, chaque ouvrage est scindé en chapitres, dont chacun
correspond, en gros, a une semaine de cours. Leur structure est identique pour chaque
niveau, en mathématiques comme en physique ou chimie.

Le résumé de cours est la pour vous remettre en mémoire tous les résultats a
connaitre. Sa relecture est indispensable avant un DS, le passage d'une colle relative
au theme traité et lors des révisions précédant les concours. Ils sont énoncés sans
démonstration.

La partie « méthodes » vous initie aux techniques utiles pour résoudre les
exercices classiques. Complément indispensable du cours, elle I'éclaire et I'illustre.

La partie « vrai/faux » vous permet de tester votre recul par rapport au
programme et de remédier a quelques mauvais réflexes. Son corrigé est 'occasion de
mettre en garde contre des erreurs classiques.

Les exercices sont incontournables pour assimiler le programme et pour
répondre aux exigences du concours. Des indications, que les meilleurs pourront
ignorer, permettront de répondre aux besoins de chacun, selon son niveau. Les
corrigés sont rédigés avec soin et de maniere exhaustive.

Ainsi l'ouvrage de maths comme ceux de physique et de chimie vous accom-
pagneront tout au long de I'année et vous guideront dans votre cheminement vers
la réussite aux concours.

Bertrand Hauchecorne
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Chapitre
Logique
et railsonnements

Né dans une famille de commercants, George Boole

est un parfait autodidacte. Il apprend seul

le latin et le grec et lit avec passion les textes

de grands mathématiciens tels Joseph Lagrange

et Pierre-Simon Laplace. Dans sa principale publication,
An investigation into the Laws of Thought, publié en 1854,
il innove en fondant sur des bases mathématiques

le raisonnement logique, jusque-la considéré

comme une branche de la philosophie.

B Un peu d'histoire

On considere les Grecs anciens comme les fondateurs des mathématiques car les
premiers, ils ont eu le souci de justifier leurs résultats par des démonstrations. Des philo-
sophes comme Aristote ou les Stoiciens ont méme réfléchi a la notion de raisonnement.
Au milieu du XIX¢, les mathématiciens anglais George Boole et Augustus De Morgan
s'intéressent au raisonnement logique en tant que tel. Le premier définit des opérations
logiques telles la négation d'une proposition, la conjonction ou la disjonction de deux
d’entre elles. Le second, s'inspirant d’Aristote, introduit la notion de quantificateur.
Au tournant du XX¢ siecle, des mathématiciens comme Giuseppe Peano ou Bertrand
Russell utilisent le langage de la théorie des ensembles pour fonder le raisonnement
mathématique sur des bases solides.



mm Objectifs

B les incontournables

m Manipuler les quantificateurs.
m Raisonner par implication ou par équivalence.
m Utiliser un raisonnement par ’absurde ou par contraposition.

m Effectuer un raisonnement par récurrence simple ou double.

B et plus si affinités

m Appliquer une récurrence forte.

m Raisonner par analyse-synthese.



mm Résumé de cours

B Rudiments de logique
Connecteurs logiques
Définition : Une proposition (ou assertion) est un énoncé mathématique qui peut prendre deuz
valeurs : vrai (V) ou faux (F).
Définition : Soit P et Q deux propositions.
La négation de P est la proposition, notée non P, définie par :
e non P est vraie lorsque P est fausse ;
e non P est fausse lorsque P est vraie.
La conjonction de P et de Q est la proposition, notée P et Q, définie de la maniére suivante :
e P et (Q est vraie lorsque P et (Q sont vraies ;
o P et Q est fausse lorsque l'une au moins des deux propositions est fausse.
La disjonction de P et de Q est la proposition, notée P ou Q, définie de la maniére suivante :
o P ou Q est vraie lorsque l'une au moins des deux propositions est vraie ;
e P ou Q est fausse lorsque P et Q) sont fausses.
Définition : Soit P et Q deux propositions.
Limplication P entraine @ est la proposition, notée P = Q définie par non P ou Q.
L’équivalence de P et de Q est la proposition, notée P <= Q, définie par la conjonction
P=QetQ=P.
Vocabulaire : La proposition P = @Q se lit < P implique QQ > ou encore < si P alors Q >. La
proposition P < @Q se lit également < P si et seulement si QQ >.
Remarques :

e Lorsque P = () est vraie, on dit que P est une condition suffisante pour avoir @), ou que
Q@ est une condition nécessaire pour avoir P.

e Lorsque P <= ( est vraie, P est une condition nécessaire et suffisante pour avoir Q.
Ainsi, les équivalences sont les conditions nécessaires et suffisantes.

Table de vérité des connecteurs logiques

P| Q||lnonmP|PetQ|PouQ|P=Q|P<Q
V|V F \Y% \Y% \Y% \Y%
vV | F F F A% F F
F |V \% F \% \% F
F | F \Y% F F \% \%

Remarque : d’apres cette table de vérité, si P et P = (Q sont vraies alors () est vraie. C’est le
principe de déduction.

LOGIQUE ET RAISONNEMENTS 5 Enm



Regles de calcul

Proposition 1.1.— Regles de calcul pour la conjonction, la disjonction —. Soit P, ) et R trois
assertions. Alors

e Pou@ <= QouP e Pet() < QetP

e (PouQ)ouR <= Pou(QouR) e (PetQ)etR < Pet(QetR)

e Pou(QetR) <= (PouR)et(PouR) e Pet(QouR) < (PetQ)ou(PetR)
Proposition 1.2.— Reégles de calcul pour la négation —. Soit P et ) deux assertions. Alors

e non (non P) <= P e non (P ou Q) <= (non P) et (non Q)

e non (P et Q) <= (non P) ou (non Q) e non (P = Q)<= P et (non Q)

Théoreme 1.3.— Soit P et ) deux propositions.

(P = Q) < (non Q = non P)

Vocabulaire : L’ implication non @Q = non P est appelée la contraposée de l'implication P = Q.

B Quantificateurs
Définition : Soit P(x) une propriété dépendant d’un paramétre x, ot x est un élément d’un en-
semble E.

e Quantificateur universel : Pour signifier que la propriété P(x) est vraie pour tous les éléments
x de E, on écrit :

Vo € E, P(x)

Le symbole V' est appelé quantificateur universel et se lit < quel que soit >.

e Quantificateur existentiel —. Pour signifier que la propriété P(z) est vraie pour au moins
un €lément x de E, on écrit :

dr e E, P(x)

Le symbole 3 est appelé quantificateur existentiel et se lit < il existe >.

Proposition 1.4.— Négation des propositions avec quantificateurs —.
e La négation de la proposition Vo € E, P(z) est : 3z € E, non P(x).
e La négation de la proposition dx € E, P(x) est : Vo € E, non P(x).

Remarque : attention, I'ordre des quantificateurs est tres important. Lorsque plusieurs quantifi-
cateurs apparaissent dans une proposition, on ne peut pas intervertir leur ordre sans changer (en
général) le sens de la proposition. Pour s’en convaincre, on pourra consulter le Vrai/Faux.

EE G CHAPITRE 1



B Modes de raisonnement

Théoreme 1.5.— Soit P et ) des propositions.

e Preuve par déduction

e Si (@ est vraie

o Si(Q= P est vraie Alors P est vraie

e Preuve par disjonction de cas

e Si (@ = P estvraie

e Sinon(Q)= P est vraie Alors P est vraie

e Preuve par I'absurde

e Sinon(P)= Q est vraie

e Sinon(P) = non(Q) est vraie Alors P est vraie

B Raisonnement par récurrence

Théoreme 1.6.— Propriété fondamentale de N —. Toute partie non vide de N admet un plus
petit élément.

Théoreme 1.7.— Principe de récurrence —. Soit P(n) une proposition dépendant de n € N, et
no € N. Si

e Initialisation : la proposition P(ng) est vraie,
e Hérédité : pour tout entier n > ng, P(n) implique P(n+1);

alors la proposition P(n) est vraie pour tout entier n > ng.

Théoreme 1.8.— Récurrence double —. Soit P(n) une proposition dépendant de n € N, et
no € N. Si

e Initialisation : les propriétés P(ng) et P(ng + 1) sont vraies,
e Hérédité : pour tout entier n > ng, (P(n) et P(n + 1)) implique P(n + 2);

alors la proposition P(n) est vraie pour tout entier n > ny.

Théoreme 1.9.— Principe de récurrence forte (ou récurrence avec prédécesseurs) —. Soit
P(n) une proposition dépendant de n € N, et ng € N. Si

e Initialisation : la proposition P(ng) est vraie,

e Hérédité : pour tout entier n > ny, (P(no) et P(no+1) et --- et P(n)) implique P(n+1);

alors la proposition P(n) est vraie pour tout entier n > ny.

LOGIQUE ET RAISONNEMENTS 7 mnm




mm Méthodes

B Démontrer une proposition

() Méthode 1.1.— Comment démontrer une proposition par déduction
Si P et P = @ sont vraies, alors @) est vraie. C’est le principe de déduction. C’est un
principe tres simple que ’on utilise en permanence : si ’on sait qu’une proposition P est
vraie (propriété du cours, résultat d’une question antérieure...) et que l’'on sait démontrer
P = @, alors on a démontré que la proposition @) est vraie.

Exemple : montrer que, pour tout z € R, 22 — 42 +5 > 0.
Onaz?—4z+5=2>-4x+4+1=(z—-2)2+1.0r, (z—2)2 >0 (le carré d'un réel est positif)
et 1> 0. Par conséquent, (z — 2)% + 1 > 0, c’est-a-dire 2% — 42 + 5 > 0.

Mise en ceuvre : tous les exercices!

( Méthode 1.2.— Comment démontrer une proposition par disjonction de cas
On est parfois amené a distinguer plusieurs cas pour démontrer qu’une proposition est
vraie. C’est le principe d’une démonstration par disjonction de cas. En particulier, si
I’on souhaite démontrer qu'une proposition P(z) est vraie pour tous les éléments = d’un
ensemble E on peut prouver la proposition pour tous les éléments d’une partie A de F,
puis pour les éléments de E' n’appartenant pas a A.

Exemple : montrer que, pour tout n € N, w est un entier naturel.

Soit n € N. On va démontrer que w € N en distinguant les cas n pair ou impair.
» Sin est pair, on peut écrire n = 2k, ot k € N. Alors n(";l) = 2k(2§+1) =Fk(2k+1) eN.
» Sin est impair, onan =2p+1, ot p € N. Alors "(n;l) = (2p+1)2(2p+2) =2p+1)(p+1)eN.

Finalement, pour tout entier naturel n, % e N.

Mise en ceuvre : exercice 1.5, exercice 1.6.

() Méthode 1.3.— Comment démontrer une proposition par I’absurde
Pour démontrer qu’une proposition P est vraie, on peut utiliser un raisonnement par

Pabsurde. Pour cela, on suppose que P est fausse et on démontre que ’'on aboutit alors
a une contradiction.

Exemple : montrer qu’il n’existe pas d’entier naturel supérieur a tous les autres.

Nous allons démontrer cette proposition en raisonnant par I’absurde. Pour cela, on suppose qu’il
existe un entier naturel Ny supérieur a tous les autres. On a alors, pour tout n € N, n < Ny. La
relation est donc vraie pour l'entier n = Ny + 1, donc Ny + 1 < Ng; d’ou 1 < 0, ce qui est faux!
Par conséquent, il n’existe pas d’entier naturel supérieur a tous les autres.

Mise en ceuvre : exercice 1.9, exercice 1.12.

EE 8 CHAPITRE 1



B Démontrer une implication

 Méthode 1.4.— Comment démontrer une implication par raisonnement direct
Pour montrer directement 'implication P = @, on suppose que P est vraie et on

démontre que @ est vraie. La démonstration commence par < supposons que P est
vraie > et se termine par < () est vraie >.

Exemple : démontrer que, pour x et y réels, 22 = y> = |2| = |y|.
Soit x et y deux réels tels que 22 = 2. On a donc 2% — y? = 0, soit (v — y)(x +y) = 0.
Par conséquent, © —y = 0 ou 2 4+ y = 0. Ainsi, x = y ou = —y, ce qui signifie que |z| = |y| (x et

y sont égaux ou opposés). On a donc démontré 'implication attendue.

) Méthode 1.5.— Comment démontrer une implication par contraposition
Le raisonnement par contraposition est basé sur le théoreme 1.3 :

Iimplication P = @ est équivalente a sa contraposée non Q = non P.

Ainsi, pour montrer que I'implication P = @ est vraie, on peut prouver que l'implication
non Q = non P est vraie. En pratique, on suppose donc que non @ est vraie et on montre
que non P est vraie.

Exemple : soit n un entier naturel. Montrer que, si n? est pair, alors n est pair.

La proposition & démontrer s’écrit : < n? est pair = n est pair ». Nous allons raisonner par
contraposition en démontrant la proposition (équivalente) : < n n’est pas pair = n? n’est pas
pair >, c’est-a-dire < n est impair = n? est impair ». Considérons un entier impair n : il existe
donc k € N tel que n = 2k + 1. On a alors n? = (2k + 1)? = 4k? + 4k + 1, ce qui s’écrit aussi
n? = 2p+1, olt p = 2k%2+2k. Par conséquent, n? est un entier impair, ce qui démontre I'implication :
si n est impair, alors n? est impair. Par contraposition, nous avons donc montré I'implication : si
n? est pair, alors n est pair.

Exemple : montrer U'implication « 2 ¢ Q = 1+ 2 ¢ Q ».

Nous allons de nouveau utiliser la contraposée en démontrant 'implication « 1+x € Q =z € Q >.
Soit « un réel tel que 1+ z € Q. On peut écrire z = (1 +x) — 1. Or 1 + z est un nombre rationnel
(hypothese), et 1 aussi. Par conséquent, (1 + ) — 1 est un nombre rationnel, ce qui montre que
x € Q. Par contraposition, on a démontré I'implication « z ¢ Q = 1+ 2 ¢ Q >.

Mise en ceuvre : exercice 1.8

(' Méthode 1.6.— Comment démontrer une implication par I'absurde
L’implication P = @ est la proposition non P ou @, sa négation est donc P et non Q.
Pour démontrer par ’absurde I'implication P = @ :

e on suppose que P est vraie et que Q) est fausse;

e on montre que cela aboutit & une contradiction.

LOGIQUE ET RAISONNEMENTS 9 Em



Exemple : soit x,y € RT. En raisonnant par I’absurde, montrer que, si ﬁ = 1+ar’ alors z = y.
On raisonne par 'absurde en supposant que 7, = T4 et x #y (P est vraie, Q est fausse). Il en
résulte que (1 + x) = y(1 + y), d’ott l'on tire 22 — y? = y — x, soit (x —y)(x +y) =y — x, dou
(r—y)(z+y+1)=0. Comme z # y, on en déduit que z +y + 1 =0, donc « +y = —1. Absurde

vu que z et y sont positifs! leur somme ne saurait étre négative. D’ou le résultat.

B Démontrer une équivalence

() Méthode 1.7.— Comment démontrer une équivalence par double implication
Par définition, I'équivalence « P < @ > est la proposition « P = Q et Q = P >.
Démontrer par double implication I’équivalence P < @, c’est démontrer que les implica-
tions P = @ et @ = P. En pratique, pour démontrer P < () par double implication :

e on démontre P = @Q;

e puis on démontre Q) = P.

Dans ce cas, il y a donc deux démonstrations a faire pour obtenir I’équivalence.

Exemple : on pose f(x) = max + 1. Montrer que f garde un signe constant sur R si et seulement
si m = 0. Nous allons prouver cette équivalence en raisonnant par double implication.

Sim =0, f est constante et égale & 1, elle garde donc un signe constant (positif) sur R.
Réciproquement, montrons que, si f garde un signe constant sur R, alors m = 0. Pour cela,
on raisonne par contraposée en supposant que m # 0. On a alors :

fl@) =m(z+ %),

et f change de signe en — L (du signe de m pour > —L du signe de —m pour z < —-1). Ainsi,
si m # 0, f change de signe sur R.

Nous avons montré les deux implications. Ainsi, f garde un signe constant sur R si et seulement
sim = 0.

Exemple : résoudre dans R I’équation 2z = /22 + 1.
On va raisonner par double implication.
e Si 2 est solution de I’équation, alors (27)? = 22 + 1, soit 422 = 2% + 1, d’ott 322 = 1. On obtient

donc z = L :_L.
onc 3 ouz 73

e Réciproquement, f et ﬁ sont-ils solutions de I’'équation ? Si x est égal a \/ig ou — \/g, alors
2 — 4 N b)
v =./4/ . Par conséquent, f est solution mais — \/5 ne l'est pas.

1

Finalement, I'unique solutlon de I'équation est Nk

( Méthode 1.8.— Comment démontrer une équivalence par raisonnement direct
Pour démontrer I'équivalence P < @, on peut également enchainer les équivalences.
On passe de P a @ par une succession d’équivalences en s’assurant, & chaque étape du
raisonnement, que ’équivalence est bien conservée.

mm 10 CHAPITRE 1



Remarque : Cette méthode est particulierement adaptée a la résolution d’équations ou d’inéquations
Notons qu’il n’est pas toujours possible d’appliquer cette méthode directe pour démontrer une
équivalence. Il est parfois nécessaire de procéder par double implication (méthode 1.7).

Exemple : résoudre dans R 1’équation 2z = V22 + 1.
Pour x < 0, ’équation n’a pas de solution (un nombre strictement négatif ne peut pas étre égal a
une racine carrée). Pour > 0, on a :

1 1
20 = V22 +1 <= (22)® = ( x2+1)2<:>4$2:x2+1<:>x2:§<:>x=%

Ainsi, 'unique solution de I’équation est %

Mise en ceuvre : exercice 1.7.

B Utiliser un contre-exemple

( Méthode 1.9.— Comment utiliser un contre-exemple
La négation de la proposition «<Vz € E, P(z)> est <3z € E,non P(x)>.
Si 'on souhaite démontrer qu’une proposition du type «<Va € E, P(x)»> est fausse, il
suffit de trouver une valeur de « de E pour laquelle la proposition P(z) est fausse. On
parle alors de contre-exemple.

Exemple : la fonction sinus n’est pas paire. Par exemple, sin(%) # sin(—7).

Exemple : la proposition < tout entier naturel est somme de trois carrés > est-elle vraie ?

On peut facilement vérifier que cette proposition est vraie pour tout entier n € {0,---,6}. Par
exemple, 0 = 02402402 et 5 = 22412402, En revanche, la proposition est fausse pour n = 7. Sinon,
on pourrait écrire 7 = a? + b% + ¢7, avec nécessairement a, b, c € {0,--- ,2} (puisque 3% = 9). Mais,

avec trois des carrés 02, 12 et 22, il est impossible de former 7. Ainsi, 7 constitue un contre-exemple
et la proposition énoncée est donc fausse.

Mise en ceuvre : voir le Vrai/Faux.

B Raisonner par analyse-synthese

( Méthode 1.10.— Comment raisonner par analyse-synthése
Le raisonnement par analyse-syntheése est une méthode qui permet de déterminer les
solutions d’un probléme. Ce raisonnement se déroule en deux étapes.

e Phase d’analyse : on suppose le probleme résolu et on en déduit des conditions
nécessaires.
e Phase de synthése : on montre que ces conditions obtenues sont suffisantes et on
résout le probleme.
En pratique, on démontre que, si x est solution du probleme, il ne peut prendre que
certaines valeurs (phase d’analyse); on vérifie ensuite si ces valeurs sont effectivement
solutions (phase de synthese).

LOGIQUE ET RAISONNEMENTS 11 mm



Exemple : montrer que toute fonction de R dans R est la somme d’une fonction paire et d’une
fonction impaire.

Nous allons raisonner par analyse-synthese. Soit f une fonction de R dans R.

Analyse. On suppose le probléme résolu, c’est-a-dire qu’il existe deux fonctions g et h de R dans
R, avec g paire et h impaire telles que f =g+ h :

Vo € R, f(x) = g(x) + h(x)
Comme g est paire et h impaire, on a :

Ve € R, f(-z) = g(z) - h(z)

En sommant les deux égalités précédentes, on en déduit que g(x) = W
f(@) — f(==)

Ainsi, ¢'il existe deux fonctions solutions du probleme, alors ce sont nécessairement les fonctions g
et h ci-dessus.

Synthese. Nous allons vérifier que g et h sont bien solutions du probleme.

e La fonction g est paire puisque :

De méme, en retranchant ces deux égalités, il vient h(z) =

f(=2) + f(x)

Ve e R, g(—z) = 5

= g().

e La fonction h est paire puisque :

TR (G L (RO (G N,

e Enfin, on a f = g+ h. En effet :

Vo € R, g(z) + h(z) = f(x) +2f(—x) L @) —2f(—33) _ 2f2(33) - ).

Par conséquent, nous avons démontré par analyse-syntheése qu’il existe un unique couple (g, h),
avec g paire et h impaire tel que f = g + h.

Mise en ceuvre : exercice 1.10 et exercice 1.11.

B Raisonner par récurrence

( Méthode 1.11.— Comment appliquer une récurrence simple
Pour montrer, a I’aide d’une récurrence simple, qu'une proposition P(n) est vérifiée
pour tout entier n = ng :

e Initialisation : on vérifie que la proposition est vraie au rang initial ng;

e Hérédité : on suppose que la proposition est vraie a un certain rang n > ng fixé
(< on suppose que la proposition est vraie au rang n >) et on en déduit qu’elle est
vraie au rang suivant n + 1;

e Conclusion : < par récurrence, la proposition est vraie pour tout entier n > ng >.
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Exemple : montrer par récurrence que, pour tout entier n € N*, 1 +2+--- 4+ n = w

Ici ng = 1. Pour n € N*, on note P(n) la proposition : « 1 4+24---4+n =
1x(141)
5.

n(n+1)
T >,

e Initialisation : P(1) est vraie puisque 1 =
e Hérédité : On suppose que P(n) est vraie & un rang n > 1 fixé, c’est-a-dire que 1 +2+---+n =

%. On déduit de cette hypothese de récurrence que :

 + 1
14—24—---4—714—714—1:(1+2+---+n)+n+1:L”;r )

(n+1)(n+2)
2 b

+n+1
n
—(n+1) (§+1) -
ce qui démontre P(n + 1).
e Conclusion : Par récurrence, la proposition P(n) est vérifiée pour tout entier n > 1.

Exemple : montrer que, pour tout entier n € N*, 1 x 11 +2x 21+ ---4+nxn!l=(n+ 1) - 1.

Ici ng = 1. Pour n > 1, on introduit la proposition
Pn):<1Ixl+2x2l+---+nxnl=Mm+1)—1>.
e Initialisation : P(1) est vraie puisque 1 x 1! =1, (14 1) —-1=2—-1=1et 1=1.
e Hérédité : On suppose que P(n) est vraie & un rang n > 1 fixé, c’est-a-dire que :
IxU4+2x204--+nxnl=Mn+1)! -1
D’apres cette hypothese de récurrence, on a alors :
IxU4+ - +m+D) x4+ =1x1+2x2+---+nxnl+(n+1)x(n+1)!

=n+D)!=14+n+n+)=n+D[1+n+1] -1
=n+2)n+1)—-1=Mn+2) -1

Cela démontre P(n + 1).

e Conclusion : Par récurrence, la proposition P(n) est vérifiée pour tout entier n > 1.

Mise en ceuvre : exercice 1.13, exercice 1.14, exercice 1.19, exercice 1.20.

 Méthode 1.12.— Comment appliquer une récurrence double
Pour montrer, & l'aide d’une récurrence double, qu’une proposition P(n) est vérifiée
pour tout entier n = ng :

e Initialisation : on vérifie que la proposition est vraie aux deux rangs initiaux ng et
no +1;
e Hérédité : on suppose que la proposition est vraie aux rangs n et n 4+ 1, ou n est

un entier fixé supérieur ou égal a ny (< on suppose que la proposition est vraie aux
rangs n et n+ 1 ») et on en déduit qu’elle est vraie au rang suivant n + 2;

e Conclusion : < Par récurrence, la proposition est vraie pour tout entier n > ng >.

Exemple : soit (u,,) la suite définie par ug = 1, u1 = —5 et, pour tout n € N, uy 10 = Sty 41 — O6up.
Montrer que pour tout entier n € N, u,, = 4 x 271 — 7 x 37,
On effectue une récurrence double en introduisant, pour n € N, la proposition

P(n) : <up =4x2"T1 —7x 375,
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e Initialisation : 7P(0) est vraie puisque ug = 1 et 4 x 2071 —7x 39 =8 — 7 = 1., P(1) est vraie
puisque u; = —5 et 4 x 211 —7x 31 =16 — 21 = —5.

e Hérédité : On suppose maintenant que P(n) et P(n + 1) sont vraies, ou n € N est fixé,
c'est-a-dire : Up =4 % 2" T X 3" et wpq =4 x 272 7 x 3L
En utilisant 1’égalité donnant u, 49 en fonction de wu,1 et u,, on en déduit que :
Unto = DUnt1 — 6u, = 5(4 x 2772 — 7 x 3"H) — 6(4 x 27T — 7 x 3")
=20 x 2772 — 35 x 3" — 24 x 2" F! 442 x 3"
=2""1(2 x 20 — 24) + 3™(42 — 35 x 3) = 16 x 2"Tt — 63 x 3"

=4x22x 2" 7 x 3T x 3t =4 x 2" 7 x 32,

ce qui démontre que P(n + 2) est vraie.
e Conclusion : Par récurrence double, P(n) est vraie pour tout n € N.

Mise en ceuvre : exercice 1.15, exercice 1.16.

' Méthode 1.13.— Comment appliquer une récurrence forte
Pour montrer, & 1'aide d’une récurrence forte, quune propriété P(n) est vérifiée pour
tout entier n > ng :

e Initialisation : on vérifie que la propriété est vraie au rang initial ng ;

e Hérédité :on suppose que la propriété est vraie du rang ng jusqu’a un certain rang
n = no fixé (< on suppose que la propriété est vraie aux rangs ng,ng+1,--+ ,n )
et on en déduit qu’elle est vraie au rang suivant n + 1;

e Conslusion : < Par récurrence, la propriété est vraie pour tout entier n > ng >.

Exemple : montrer que tout entier n > 2 se décompose en produit de nombres premiers.

Pour n > 2, on note P(n) la proposition : < n s’écrit comme un produit de nombres premiers .
Ici le rang initial ng est égal a 2.

e Initialisation : P(2) est vraie puisque 2 = 2 et 2 est un nombre premier !

e Hérédité : Soit n un entier supérieur ou égal & 2 fixé. On suppose que P(2),P(3),---,P(n) sont
vraies, ¢’est-a-dire que tout entier k € [2,n] peut se décomposer en produit de nombres premiers.
On veut montrer que P(n + 1) est vraie (n + 1 se décompose en un produit de nombres premiers).
Il y a deux cas :

» sin+1 est premier, il n'y a rien & faire (n +1=mn+1 et n+ 1 est un nombre premier!)
» si n+ 1 n’est pas un nombre premier, on peut écrire n + 1 = pq, ol p et ¢ sont des entiers
compris entre 2 et n. D’apres 'hypothese de récurrence appliquée a p et ¢ (p et ¢ appartiennent
a [2,n] donc P(p) et P(q) sont vraies) : p et ¢ se décomposent en produit de nombres premiers.
Il en est alors de méme pour leur produit pg =n + 1.
Ainsi, la propriété est vraie au rang n + 1.
e Conclusion : On vient de démontrer, par récurrence forte, que tout entier n > 2 se décompose
en produit de nombres premiers.

Mise en ceuvre : exercice 1.17.
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== Vrai/Faux

Vrai Faux
1. Ve <2, 2% < 4 ]
2.VzeR, 2’ =4 <=2
3. Pour tout n € N, n(n + 1) est pair.

4. La négation de < la fonction f est croissante sur R > est < la
fonction f est décroissante sur R >.

5. La négation de < la nuit, tous les chats sont gris > est < le jour,
aucun chat n’est gris >

6. La réciproque de < la nuit, tous les chats sont gris > est < quand
tous les chats sont gris, il fait nuit >

7. La contraposée de < la nuit, tous les chats sont gris > est
< quand tous les chats sont gris, il fait jour >.

8.VxeR, IneZ,z<n

9. IneZVreR x<n

oo O o O odgoo

odg 0O o 0o oogao

10. Pour tout n € N*, 2"~1 > n + 1.
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mm Enoncé des exercices

B Logique et propositions

Exercice 1.1 : Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7

La négation de < f est une fonction paire > est < f est une fonction impaire >.
Lorsque la proposition (P et @) est vraie, la proposition (P ou Q) lest aussi.
Lorsque la proposition (P ou Q) est vraie, la proposition (P et Q) l'est aussi.
La négation de la proposition P = @ est la proposition P = non Q.

Lorsque P est fausse et P = @ vraie, alors ) est également fausse.

Ja e R, Ve >0, |a| <e.

Ve >0, Ja €R, |a| <e.

Vy € R, 3z € RT, y < /.

PN R WM

Exercice 1.2 : Donner la négation des propositions ou affirmations suivantes.
S’il pleut, je prends mon parapluie.

Chaque été, il pleut au moins un jour en Bretagne.

L’été dernier, il a plu tous les jours en Bretagne.

2<x<y.

Ve e R,Vy €R, f(x)=fly) =z =y.

LAl ol

Exercice 1.3 : Soit (uy)nen une suite de nombres réels et f une fonction de R dans R. Ecrire avec
des quantificateurs chacune des propositions suivantes.

1. La suite (u,) est majorée par 4. 6. La suite (u,) est constante.

2. La suite (uy) est majorée. 7. La fonction f est la fonction nulle.
3. La suite (uy) n’est pas majorée. 8. La fonction f s’annule.

4. La suite (uy,) est bornée. 9. La fonction f est croissante.

5. La suite (u,) est croissante. 10. La fonction f admet un maximum.

Exercice 1.4 : Soit I un intervalle de R et f une fonction de I dans R. Traduire par une phrase
chacune des propositions suivantes.

Veel, f(z) #0

Jrel, yel, fx)# f(y)

Veel, fx)=0=2=0

VYyeR, Jxel, f(x)=y

VSCGI, Vygla f(x):f(y)é:v:y

oL =

B Modes de raisonnement

Exercice 1.5 : Montrer que, pour tout € R, |z — 1| < 2? — 2 + 1.
Exercice 1.6 : Résoudre dans R 1'équation |z + 1| =4 — |3z — 2|.

Exercice 1.7 : Résoudre dans R les équations ou inéquations suivantes
|2x—5|—|:v2—4| [t —3]<x—1

2 Vie =3 =]z -1 4 Ve—1>xz-7
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Exercice 1.8 : Raisonnements par contraposition
1. Soit @ un réel. Démontrer I'implication :

(Ve >0, |a] <e) = a=0.

2. Soit ni,ne,--- ,ng des entiers naturels vérifiant ny + - - - + ng = 90.
Montrer qu’il existe trois de ces entiers dont la somme est supérieure a 30.

Exercice 1.9% : Démontrer que v/2 est un nombre irrationnel.

On rappelle qu’un réel est un nombre rationnel s’il peut s’écrire 5, ol p et q sont des entiers.

Exercice 1.10* : Déterminer toutes les applications f de N dans R vérifiant
Vm,n €N, f(m+n)= f(n)+ f(m).
Exercice 1.11% : Déterminer toutes les applications f : R — R telles que

Vo,y €R, f(x)f(y) = f(oy) + = +y.

Exercice 1.12*%* : Montrer que ’ensemble des nombres premiers est infini.

B Récurrences

Exercice 1.13 : Sommes des carrés, des cubes —. Pour n € N*, démontrer que :
1)(2 1
1 12492 4. 42— R0E )6( n+l)
n%(n+1)2

2. B4+ 4 nd= 1

Exercice 1.14 : Montrer par récurrence les propriétés suivantes.
1. Pourtout n € N, 0!+ 114 .- -+ nl < (n+ 1)

2. Pour tout n € N, 10" — 1 est divisible par 9.

Exercice 1.15 : On considere une suite (u,) de réels vérifiant :

Uy, + Un42

VneN, uptr1 = 5

On pose r = uy — ug. Montrer que, pour tout n € N, w,, = up + nr. Que peut-on dire de (u,,)?

Exercice 1.16* : Soit x € R. On considere la suite (u,,) définie par ug = 2, u; = 2cosz et :
Yn €N, uppo =2(coST)Upt1 — Up.

Démontrer que :
Vn eN, wu, = 2cos(nz).

Exercice 1.17** : Montrer que, pour tout entier n € N*, il existe p, g € N tels que n = 2P(2¢ + 1).
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Exercice 1.18* : Suite de Fibonacci —. Soit (u,)nen la suite réelle définie par ug = 1, u3 = 1
et :

Vn €N, Upto =up + Upt1. (%)

On traitera cet exercice sans déterminer le terme général de la suite (uy,).
1. Montrer que, pour tout n € N, w,, > n. En déduire la limite de la suite (u,,).

2. Montrer que, pour tout n € N*, u2 — uy, _jup11 = (—1)".
3. Etablir que, pour tout n € N* wuy +ug + -+ + Uop_1 = Uz, — 1.
4

. Démontrer que, pour tout n € N, ug + w1 + -+ + tp, = tUpqo — 1.

Exercice 1.19** : Démontrer par récurrence les inégalités suivantes.

1 1 3n
1. Vn>2, 14+ — 4t — >
" +22+ +n2 2n + 1

2. VneN, 11x3lx--x 2n+ D> [(n+ 1))

Exercice 1.20** : Montrer que, pour tout n € N* et x1, 22, -+ ,x, € R},
11 1 ,
(@1 +ao+-an) (— +— 4+ k) >0
X1 xro Ip

mm Indications

Ex. 1.9
Raisonnement par l’absurde !

Ex. 1.10
Raisonner par analyse-syntheése.

Ex. 1.11
On raisonnera par analyse-synthése. Dans la partie analyse, on commencera par montrer que

£(0) = 1.

Ex. 1.12
Raisonner par l'absurde en supposant que cet ensemble P est fini et, si l'on note P = {p1,--- ,px},
considérer lentier N = p; X -+ X pr + 1.

Ex. 1.14
Pour la deuziéeme question, comment traduit-on le fait qu’un entier est divisible par un autre ?
_ Ex.1.17
On pourra appliquer une récurrence forte.
_ Ex. 1.20

On pourra commencer par montrer que, pour a,b € RT, “TH’ > Vab.
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mm Corrigé des vrai/faux

1123|4567, 8(9]10
F/F|V|F|F |V |F |V |F|F

1. C’est évidemment faux! Par exemple, —3 < 2 mais (—3)? > 4 (méthode 1.9).

2. Les solutions de 1’équation 2% = 4 sont 2 et —2. L’équivalence correcte est :

P?=4s (z=2o0uz=-2).

3. On peut raisonner par disjonction des cas (méthode 1.2).

e Si n est pair, alors le produit n(n + 1) est pair.

e Si n est impair, alors n + 1 est pair, et le produit n(n + 1) est pair.
Dans le deux cas, n(n + 1) est un entier pair.

4. Tl existe des fonctions qui ne sont ni croissantes, ni décroissantes sur R. Par exemple, la fonction
f:x— 22 n’est pas monotone sur R (décroissante sur R_ et croissante sur RT).
La négation de < f est croissante sur R » est < f n’est pas croissante sur R >.

5. Cette proposition est de la forme (P = @), ou P est la proposition < il fait nuit > et @ la
proposition < tous les chats sont gris ». D’une maniere générale, la négation de (P = Q) est
(P et non Q), soit ici < la nuit, au moins un chat n’est pas gris ».

6. C’est encore la proposition (P = Q) de la question précédente. Sa réciproque est (Q = P),
c’est-a-dire < si tous les chats sont gris, il fait nuit ».

7. C’est encore la proposition (P = Q) de la question précédente. Sa contraposée est (non @Q =
non P), c’est-a-dire < si un chat au moins n’est pas gris, alors il fait jour ».

8. La proposition signifie qu’on peut toujours trouver un entier supérieur a un réel fixé, c’est vrai!
Si z est un réel fixé, et N sa partie entiere (c’est-a-dire le plus grand entier relatif inférieur ou égal
az),onaN<x<N+1et N+1 estun entier supérieur a x.

9. La proposition signifie qu’il existe un entier supérieur ou égal a tous les réels, ce qui est faux (R
est non borné). Ces deux exemples nous montrent bien 'importance de ordre des quantificateurs.

10. Cette inégalité est fausse pour n = 1 et n = 2. En revanche, on peut démontrer (par récurrence)
qu’elle est vraie pour tout n > 3.
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& P=Q estla
proposition
(non P ou Q).

@P = Q estla
proposition
(non P ou Q).

@non(P = Q) est
(P et non Q).

mm Corrigé des exercices

_ Exercice 1.1
1. C’est faux : une fonction qui n’est pas paire n’est pas nécessairement
impaire! Par exemple, la fonction exponentielle n’est ni paire, ni impaire.

2. Cest vrai : si la proposition (P et Q) est vraie, P et ) sont toutes les
deux vraies donc (P ou Q) aussi.

3. Clest faux : si P est vraie et ) fausse, alors (P ou Q) est vraie mais
(P et Q) est fausse.

4. Cest faux. En effet, P = @ est la proposition (non P ou @), sa négation
est (P et non Q) alors que P = non @ est la proposition (non P ou non Q).
Lorsque P est fausse, (P et non Q) est fausse, mais (non P ou non Q) est
vraie.

5. C’est faux puisque, si P est fausse, P = @ est automatiquement vraie
(que @ soit vraie ou pas).

6. C’est vrai en prenant a = 0 (la proposition signifie qu’il existe un réel dont
la valeur absolue est inférieure a tout réel positif).

7. C’est vrai en prenant, par exemple a = 5. La proposition signifie que I'on
peut toujours trouver un réel dont la valeur absolue est strictement inférieure
a un réel strictement positif fixé.

8. La proposition est vraie. Soit y un réel fixé. En posant z = (|y|+1)? € RT,
on a \/r = |y| + 1, donc \/z > y. A

_ Exercice 1.2
1. Cette phrase est de la forme P = @, sa négation est (P et non @), soit :
< il pleut et je ne prends pas mon parapluie >.

2. L’affirmation comporte successivement un quantificateur universel V (chaque
été) et un quantificateur existentiel (il existe un jour durant lequel il a plu). La
négation est donc < il y a eu un été en Bretagne sans aucun jour de pluie >.
Cette derniere affirmation est évidemment fausse du point de vue météo-
rologique...

3. La négation est : < il y a eu au moins un jour sans pluie 1’été dernier en
Bretagne .

4. Cette double inégalité s’écrit aussi (2 < z et y > x). Sa négation est :
(x <2o0uz>y).

5. xR, Iy eR, f(z)= f(y) et z £ y. A

_ Exercice 1.3
1. VvneN, u, <4.

@DanSZ,Mestun 2. AM eR, VneN, u, < M.

majorant de (uy).

3. On donne la négation de la proposition précédente :

VM eR, IneN, u, > M
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4., dm e R, M € R, Vn € N, m < u,, < M. On peut également écrire : & ¢ = maz(|m|,| M)

AC eR, VneN, |u,| <C

5. Vne N, up11 > u,

6. 3ICeR, VneN, u, =C

7. Vz e R, f(m):

8. JxeR, f(x)=

9. Vz e R, Va2’ eRx = f(z) = f(a).

10. da € R, Vz € R, f( ) f(a) A @f admet son

) marimum en a
__ Exercice 1.4

1. La fonction f ne s’annule pas sur I.

2. La fonction f prend au moins deux valeurs différentes sur /. Autrement
dit, f n’est pas constante sur I.

3. Sila fonction f s’annule, alors c’est forcément en 0. Autrement dit, f ne

peut s’annuler qu’en 0 (mais elle ne s’y annule pas nécessairement). & On dit que f est

4. La fonction f prend toutes les valeurs réelles. surjective pour 4,
5. La fonction f ne prend pas deux fois la méme valeur. A ;Z]:;Z::t 7{’; our 5 (voir
___ Exercice 1.5 Applications)

Nous allons montrer que, pour tout + € R, 2> — 2z +1— |z — 1| >0

Pour cela, raisonnons par disjonction de cas. Soit x € R. & Méthode 1.2

»Premier cas : © > 1. Dans ce cas, [t — 1| =2z — 1 et :
r?—atl—|z—1] = 2 —z+1—(2—1) = 2> 2242 = 2 —22+1+1 = (z—1)%+1,

quantité positive. Ainsi, pour tout > 1, 22 —z+1— |z — 1| > 0.
»Deuxieéme cas : < 1. On a alors |z — 1| = —(z — 1), d’'ou :

Pzt l—|r—1=22-2+1+(x—-1)=2>>0,

ce qui montre que, pour x > 1, 22 —x+1— |z —1] >0
En conclusion, pour tout z € R, [z — 1| <22 —z + 1. A

— Exercice 1.6
Onalz+1l=x+1ssix+1>0et|3z—2| =3x—2 ssi 3z —2 > 0. Partant
de ces remarques, on raisonne par disjonction de cas, en considérant trois cas.
»Premier cas : z > 2. On a alors [z + 1| = 2 + 1 et [3z — 2| = 32 — 2.
L’équation équivaut & z + 1 =4 — (3z — 2), soit « = %. Comme % = %, % est
solution.

»Deuxiéme cas : © < —1. Dans ce cas, [z + 1| = —x — 1 et |3z — 2| = 2 — 3.
L’équation équivaut a —xz — 1 =4 + 3x — 2, soit x = —% qui ne convient pas
puisque —% > —1.

» Troisieme cas : z €] — 1, 2[. Dans ce dernier cas, [z + 1| =z +1, |3z —2| =
2 — 3x et l’équation équivaut a r + 1 = 4 4 3z — 2, soit © = —%. Comme
—3 €] — 1,2, =1 est effectivement solution.

Finalement, I’équation a deux solutions :

et A

ot

_1
2
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@Lomque C =0,
X|=C& X =+C.

& Lorsque A et B
sont de méme signe,
A=B& A?=DB2

12N < 0 pour le
premier trinéme.

& Attention a ne pas
élever au carré sans la
précaution x > 1.

& Lorsque A et B
sont positifs,
A< B& A? < B?

@Ne pas oublier que
x> 1.

2 Va ewiste ssia >0

@PourA,BZO,
A>Be A2 > B?

Exercice 1.7
On résout ces équations ou inéquations par équivalences, en s’assurant, a
chaque étape du raisonnement, que 1’on conserve bien une équivalence.

1. La valeur absolue d’un nombre est égale & C' (C' € R™) si et seulement si
ce nombre est égal a C' ou a —C'. Par conséquent,

20— 5| =22 —4| 20 —5=2>—4ou2z—5=—(2? —4)
2’ —224+1=00uz’4+22—-9=0
L’unique solution de la premiere équation est 1, les solutions de la deuxieme

équation sont —1 4+ /10 et —1 — +/10. Les solutions de I’équation sont donc

1, =1 ++/10 et —1 — \/10.
2. Les nombres /| — 3| et |z — 1
lt—3|=lz—1 < |z -3 =(z—-1)2
sr-3=@@-1%ouz—-3=—(z—1)?

sr—3=1>—2z+1louzr—3=—-2>+22—1

étant tous les deux positifs, on a :

S22 -3z+4=0o0uz?—z-2=0
Le premier trinome n’a pas de racine réelle et les racines du second sont —1
et 2. Par conséquent, les solutions de I’équation sont —1 et 2.

3. Six <1, ’équation n’a clairement pas de solution (car alors \/|z — 3| > 0
et x — 1 <0). Lorsque z > 1, \/|x — 3| et © — 1 sont positifs. Ainsi,

Vig=3|<z—leaz>1let|z—3]<(z—1)?°
sSr>let —(z2-12<z-3<(z—1)?
Sax>1et —$2+2m—1<m—3<x2—2m+1
sr>leta®—az—2>0etz’—32+4>0

Le premier trinéme a pour racines —1 et 2 donc 22 —x —2 > 0 si et seulement
si x €] — 00, —1] U [2,+00[. Par ailleurs, le discriminant du second trindéme
étant strictement négatif, on a, pour tout x € R, 22 — 3z +4 > 0. Finalement,
I’ensemble des solutions de I'inéquation est [2, +o00].

4. L’inéquation est définie pour = > 1. Par ailleurs, tout réel x € [1,7] est
solution de 'inéquation (si € [1,7], le membre de gauche de U'inégalité est
positif, celui de droite est négatif). Enfin, pour > 7, les deux membres de
I'inégalité sont positifs et on obtient une inéquation équivalente en élevant au
carré :

Ve—1zzx—Tetx>2Teor—12(@—-T etz>7
sr—122>2—140+49etz>7
o2 —152+50<0et x> 7.

>
>

Les solutions de 22 — 152 + 50 = 0 étant 5 et 10, on a 22 — 152 + 50 < 0
si et seulement si @ € [5,10]. Par conséquent, ensemble des solutions de
I'inéquation est [1,10]. A
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_ Exercice 1.8
1. Raisonnons par contraposition en prouvant 'implication :

a#0=3>0, |a] >e¢.

Soit a # 0. En cherche un réel € > 0 tel que |a| > €. Leréel ¢ = % convient : en
effet, |a| > % et % > 0 puisque a # 0. On a donc établi (par contraposition) € |z|=0< 2 =0
I’implication attendue.

2. Quitte a réordonner ni,no, - - ,Ng, on peut supposer que ni < -+ < ng.
Nous allons raisonner par contraposition en montrant que : & 1y +ng +ng est la
plus grande somme
nr +ng +ng <30 = ny + -+ ng # 90. formée & partir des 9
entiers

Supposons que n7 + ng + ng < 30. Comme n; < --- < ng, on a:
ny +ng +ng < ng+ns +ng < ny +ng + ng < 30.

Par conséquent, nq+- - -+mng9 < 3x30,d’ott ny +- - -+mng # 90. D’ot le résultat
par contraposition. A

Exercice 1.9
On raisonne par I'absurde en supposant que /2 est un nombre rationnel : € méthode 1.3
il existe des entiers naturels non nuls p et ¢ tels que V2 = g. On suppose

(quitte & la simplifier) que la fraction 2 est irréductible. Comme ¢v/2 = p, on € Voir 'ezemple de

q .
a 2¢% = p?, ce qui montre que p? est pair, donc p I'est aussi. On peut donc '@ méthode 1.5

écrire p = 2p/, ot p’ € N*. Ainsi, 2¢> = (2p')? = 4p?, d’'ott ¢? = 2p2. Cela
montre que ¢? est pair, donc ¢ aussi : ¢ = 2¢’, avec ¢’ € N*. Par conséquent,
p_ 20 _p

la fraction % n’est pas irréductible puisque T a7 T g Contradiction! A

_ Exercice 1.10
Nous allons raisonner par analyse-synthese.
Analyse. Soit f une fonction de N dans R vérifiant :

VYm,n €N, f(m+n)=f(m)+ f(n).

On aalors f(2) = f(1) + f(1) = 2f(1), f(3) = f(2) + f(1) = 3f(1), puis, par

une récurrence immédiate :
Vn e N, f(n) =nf(1),

ce qui montre que f est une fonction de la forme n — An, ou A € R.

Syntheése. Supposons maintenant qu’il existe A € R tel que, pour tout n € N,
f(n) = An. Alors :

Vm,n €N, f(m+n)=AX(m+n)=Im+In=f(m)+ f(n),

donc f vérifie la condition indiquée.
Conclusion. Les fonctions f solutions du probleme sont les fonctions de la
forme n — An, ol A est un réel. A
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& Relation (*)
appliquée a y =0 et x
quelconque.

& Preuve par
contraposition.

Exercice 1.11
On raisonne de nouveau par analyse-synthese.
Analyse. Soit f une fonction de R dans R vérifiant :

Vo,y R, f(2)f(y) = flzy) +x+y. (%)

En prenant * = y = 0 dans cette relation, on obtient f(0)®> = £(0), soit
f0)(f(0) —1) =0. On a donc f(0) =0 ou f(0) = 1. Mais si f(0) = 0, alors,
en prenant © = 0 et y = 1, la relation (x) donne 0 = 1, ce qui est absurde.
Par conséquent, f(0) = 1. On en déduit que :

Ve eR, f(z)=x+1.
Synthése. On suppose maintenant que, pour tout = € R, f(x) = x+1. Alors :
Ve, y €R, f(@)f(y)=(@+Dy+1)=ay+1l+a+y=flay)+z+y,

ce qui montre que f vérifie la relation (x).
Conclusion. L’unique fonction vérifiant la relation (%) est f:z — 2z +1. A

Exercice 1.12
On raisonne par 'absurde en supposant qu’il n’existe qu'un nombre fini k
de nombres premiers. En notant P ’ensemble des nombres premiers, on peut
donc écrire P = {p1, -+ ,pk}, ol p1,---,pr sont des nombres premiers. On
introduit alors 'entier naturel N = py ---pr + 1. Montrons que N n’est divi-
sible par aucun des p; (i € [1,k]). S’il existe ¢ € [1, k] tel que p; divise N,
alors on peut écrire N = ¢ X p;, avec ¢ € N. On a alors ¢ x p; = p1---pr + 1,
soit :

pi X (¢ —p1--Di—1Pit1 - Pk) = 1.

S

Ainsi, p; et s sont deux entiers dont le produit vaut un : chacun des deux
est donc égal & 1 ou a —1. En particulier, p; vaut 1 ou —1, il n’est donc pas
premier. Finalement, on a montré (par contraposition) que N n’est divisible
par aucun des p;. On en déduit que N est un nombre premier. Or, pour tout
i € [1,k]], N > p;. On a donc trouvé un nombre premier qui n’est égal & aucun
des p;. Par conséquent, l’ensemble P a au moins k£ + 1 éléments, ce qui est
contradictoire! En définitive, 'ensemble P des nombres premiers est infini. A

_ Exercice 1.13

1)(2 1
1. PourneN*,onnoteP(n):<<12+22+---+n2:n(n+ )2n + )>>.

6
1x2x3
- -

e Initialisation : P(1) est vraie puisque 1 =
e Hérédité : On suppose P(n) vraie pour n € N* : 12 +22 4 ... + p? =

n(n+1)(2n+1)
- -
Alors :
1)(2 1
2 1
Y L Ci ) B

6

1
- %(2# +7n +6).
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Les racines du trinome 2n? + 7n + 6 étant —2 et —% on en déduit que :

n+1 ><2(n+2)(n—|—§)— (n+1)(n+2)(2n + 3)

12 22 12: —
+2°4+ -+ (n+1) 5 6 ;

ce qui démontre P(n + 1).
e Conclusion : Par récurrence, P(n) est vraie pour tout n > 1.

2. Pour n € N*, on note cette fois P(n) : <13+ 23 +... 4 n? = M».
e Initialisation : P(1) est vraie puisque 1 = %%,

e Hérédité : Supposons P(n) vraiea unrangn > 1 fixé: 13423 +...4n? =

n?(n+1)?2
—
Alors : & On retrouvera les
2 2 2 deux sommes de cet
13+23+...+(n+1)3 = M _|_(n+1)3 = (n_|_1)2 (TL +n+1> ezercice dans le
4 4 chapitre Calcul
( N 1)2 (ng +4n+4) (n+ 1)2(n+2)2 algébrique.
= {n = .
4 4

Ainsi, P(n + 1) est vraie.

e Conclusion : Par récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N*. A
Exercice 1.14
Dans les deux cas, on applique une récurrence simple.

1. Pour n € N,on note P(n) : <0+ 11+ ---+nl < (n+ 1) ».

e Initialisation : P(0) est vraie puisque 0! =1 et (04 1)! =11 = 1.

e Hérédité : On suppose que P(n) est vraie aunrangn € N: 01411+ - 4n! <
(n+ 1)L Alors :

O +1+-4n +(n+ 1)< (n+ D+ (n+ 1)L
—_———
<(n+1)! d’apres P(n)

Or 2(n+1)! < (n+2)! puisque (n+2)! = (n+2)(n+1)!. Ainsi, P(n+1) est €2<n+2
vraie.
e Conclusion : On a démontré 'inégalité attendue par récurrence sur n.

2. Pour n € N, notons P(n) : <9 divise 10" — 1 . &0 est divisible par
e Initialisation : P(0) est vraie puisque 10° —1=1—1=0 et 0 est divisible tout entier non nul!
par 9.

e Hérédité : On suppose que P(n) est vérifiée pour un certain n € N, c’est- &€ a divise b ssi il
a-dire que 9 divise 10" — 1, ce qui équivaut a dire qu’il existe k € N tel que eziste ¢ € Z, b= ac.
10" — 1 = 9k. Alors :

10" —1=10x10" =1 =109 +1) =1 =9 x 10k + 9 = 9(10k + 1),

ou encore 10"t — 1 = 9%/, avec ¥’ = 10k + 1. Cela signifie que 9 divise
10"+ —1: c’est P(n + 1).
e Conclusion : Ainsi, pour tout n € N, 9 divise 10" — 1. A

_ Exercice 1.15
On effectue une récurrence double en notant, pour n € N :

P(n): <u, =ug+ nrs.
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@Hypothése de
récurrence au rang n
et n+ 1, formules
d’addition et formules
de duplication.

& Tout k € [1,n]
peut s’écrire sous la
forme 2P (2q + 1).

e Initialisation : P(0) et P(1) sont vraies puisque ug = up + 0 X r et u; =
Ug + U — Ug = Ug + 7.

e Hérédité : On suppose que, pour n € N fixé, P(n) et P(n + 1) sont vraies,
c’est-a-dire :

Uy = Uy + N1 et Unt1 = ug + (n+ 1)r.
Uy, + Upt2
Comme Uy 1 = %7 on a alors :

Upy2 = 2Upp1 — Up = 2[ug + (0 + 1)7] — (ug + nr)
=uo+2(n+1) —njr =uo+ (n+2)r,

ce qui montre que P(n + 2) est vraie.

e Conclusion : Par récurrence double, la proposition P(n) est ainsi vraie pour
tout n € N.

On déduit de 1’égalité démontrée que (uy,) est une suite arithmétique de pre-
mier terme ug et de raison r = uy — ug. A

Exercice 1.16
On effectue une récurrence double en notant, pour n € N :

P(n): <u, = 2cos(nx)s.

elnitialisation : P(0) et P(1) sont vraies puisque ug = 2 = 2cos0 et u; =
2coszx.
e Hérédité : On suppose que, pour n € N fixé, P(n) et P(n + 1) sont vraies :

Uy = 2 cos(nx) et Up41 = 2cos[(n + 1)z].
On en déduit que :

Upt2 = 2(cOST)Upt1 — Uy = 2(cosx)2 cos[(n + 1)x] — 2 cosnx
= 4 cosz(cosnx cosx — sinnz sinx) — 2 cos nx
= 2cosnx(2cos?x — 1) — 4cosx sinz sinnz
= 2cos 2z cosnx — 2sin 2x sinnx = 2(cos 2z cos nx — sin 2x sin nx)
= 2cos[(n + 2)x],

ce qui montre que P(n + 2) est vraie.
e Conclusion : Par récurrence double, la proposition P(n) est vraie pour tout
n € N. A

_ Exercice 1.17
On applique une récurrence forte. Pour n € N*, on note P(n) la proposition :
< il existe deux entiers p,q € N tels que n = 2P(2¢ + 1) ».

o Initialisation : P(1) est vraie puisque 1 = 2°(0+1) (p = ¢ = 0 conviennent).
e Hérédité : Soit n € N*, on suppose que P(1),P(2),---,P(n) sont vraies.
On veut montrer que n+ 1 peut s’écrire sous la forme 2P(2¢+ 1), ot1 p,q € N.
On distingue deux cas :

—sin+ 1 est impair, n est pair et le résultat est évident. En effet, il suffit de
prendre p =0 et ¢ € N tel que n =2¢g. On a alors n +1 = 2¢ + 1.

—sin+1 est pair, il existe k € [[1,n] tel que n+1 = 2k. On peut alors appliquer
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I’hypothese de récurrence a k : il existe p, ¢ € N tels que k = 2P(2¢+1). Ainsi,
n+1=2k=2x2P(2¢+1) =2 (2¢+1).

Finalement, P(n + 1) est vraie.

e Conclusion : Le résultat attendu est établi par récurrence forte. A

_ Exercice 1.18
1. Montrons par récurrence double que, pour tout n € N, u,, > n.

e Initialisation : L’inégalité est vraie aux rangs 0 et 1 puisque ug =1 > 0 et
Uy = 1 Z 1.

eHérédité : On suppose que 'inégalité est vraie aux rangsn et n+1: u, > n
et u,11 = n+1. D’apres larelation (%), on a alors w42 = Upt41+uy, = nt+1+n.
Sin=0,alorsus =2>2etsin>1,alorsn+n+12>n+ 2 Cela montre
que l'inégalité est vraie au rang n + 2.

e Conclusion : Par récurrence double, elle est donc vraie pour tout n € N.

Par ailleurs, comme lim n = 400, on en déduit que lim wu, = +oc.
n—-+oo n—-+oo

2. On démontre cette fois I’égalité a I’aide d’une récurrence simple.
elnitialisation : L’égalité est vraie au rang 1 puisque uf —ugug = 12—1x2 =
1= (-1

e Hérédité : On suppose que u2 — u,_1u,y1 = (—1)", pour n € N* fixé.
D’apres la relation (), on a :

2 2 2 2
Up41 = UpUn42 = Uptq — Up (U, + Unt1) = Up41 — Uy — UpUn+1,
c’est-a-dire, d’apres I’hypothese de récurrence,

ugz-&-l — UnUny2 = ugz-&-l — [un—1tns1 + (=1)"] = ununi1
=21 — Unt1(Up + Up—1) + (=1)" !
=tp gy~ Ungy + (1)
Car Up—1 +Un = Upqq d'apres (x). Ainsi, u2 —upunyo = (—1)"1 et Pégalité

est vraie au rang n + 1.
e Conclusion : Par récurrence, la propriété est vraie pour tout n € N*.

3. On effectue de nouveau une récurrence simple.
elnitialisation : L’égalité est vraie aurang l car u1 =1=2—-1=wu9s — 1.
e Hérédité : On suppose que ’égalité est vraie au rang n > 1. On a alors :

U+ Uzp—1 F Uzpgr = (Ur - F U2p—1) F Uzl = Uz — 14 Uspgr.
Or, uap, + Uont1 = Uzpi2 d’apres la relation () ; d’ott :
up +us + -+ + Ugpgr1 = Uopyo — 1,

ce qui démontre 1’égalité au rang n + 1.
e Conclusion : Par récurrence, la propriété est établie pour tout entier n > 1.
4. Encore une récurrence simple!
e Initialisation : L’égalité est vraie au rang 0 puisque ug =1 =2—1=us—1.
e Hérédité : On suppose que 1’égalité est vérifiée au rang n, alors :

ug + - Up +Upgpr = (U0 + o+ Up) F Ungr = Ungo — 14 Unp

= Un+3 — 17

@Récurrence

double : on suppose le
résultat vrai aux rangs
netn+1, onle
démontre au rang

n+ 2.

& Théoréme de

comparaison
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@Ici, étudier le signe
de la différence n’est
pas facile...

la derniere égalité résultant de (x). Ainsi, I’égalité est vraie au rang n + 1.
e Conclusion : Par récurrence simple, I’égalité est vraie pour tout n € N. A

Exercice 1.19
Dans les deux cas, on applique une récurrence simple.
1. Pour n > 2, on note P(n) la propriété : < 1+ 55 + -+ 25 > 2211 >.
° Initiali_sation : P(2) est vraie puisque 1 + 55 = 2, 2§§i1 =3¢t 2> 8
e Hérédité : On suppose que P(n) est vraie & un rang n > 2 fixé, c’est-a-dire

que 1+ 55 + -+ 25 > 53

2n+1"°
On a alors
RS S SR RN
22 n2  (n+1)27 2n+1  (n+1)%
Il reste & montrer que 5225 + (n+11)2 > 2(375141-)21.

1
3n L SdD g

OI', en notant A = In+1 + (n+1)2 2(n+1)+1°

3n(n+1)22n+3)+ (2n+1)(2n+3) —3(2n + 1)(n + 1)3

A= (2n+1)(n+1)2(2n + 3)

- n? +2n >0
C 2n+D)(n+1)2(2n+3) T

Cela démontre P(n + 1).
e Conclusion : Par récurrence, la propriété P(n) est vérifiée pour tout entier
n > 2.

2. Pour n € N, notons P(n) : « 1! x 31 x -+ x (2n+ 1)! > [(n + 1)!]”Jrl >.

e Initialisation : P(0) est vérifiée puisque 1! =1, (1!)! =1et 1 > 1.
e Hérédité : On suppose que P(n) est vraie & un rang n € N fixé :

W3- x (2n+ 1) > [(n+1)]".
Alors :
Ux3x--ox2n+ 1! x 2n+ 1)+ 1) =1x--- x (2n+1)! x (2n + 3)!
et, d’apres P(n),
U x 3 x - x 2n+ 1) x 2n+3)! > [(n+1)]"" (2n 4 3)!

I reste & montrer que [(n+ 1)!]”“(271—&—3)! > [(n+2)!]n+2. Pour comparer ces
deux nombres (positifs), il est plus simple, cette fois, d’étudier leur quotient.
Ona:

(n+ D" @3 [+ )] @2nt3) (2n + 3)!
[(n+2)]"" (n+2)m+2[(n+ 1) (n+2)"2(n+1)!
2n+3)2n+2)---(n+2)(n+ 1)!
(n+2)""2(n + 1)!
2n+3)2n+2)---(n+2)
m+2)(n+2)---(n+2)
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Cette quantité est supérieure & 1 (c’est un produit de n+ 2 facteurs supérieurs
a 1), ce qui démontre P(n + 1).
e Conclusion : Par récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N. A

_ Exercice 1.20
Tout d’abord, l'inégalité arithmético-géométrique donnée en indication
résulte du fait que :

Va,be RY, a+b—2Vab= (vVa—vb)? > 0.

On montre ensuite 'inégalité attendue en appliquant une récurrence simple.
e Initialisation : Sin =1, z; X z% =1 et I'inégalité est vraie au rang 1.

e Hérédité : On suppose que, pour n € N* fixé et tous réels x1,x9, -+ , 2, €
R% -
1 1 1 9
($1+m2+...$n) _+_+.+_ >n.
X1 xro Tn
Considérons maintenant des réels x1, xs, -+ - , Tp, Tn41 strictement positifs. En

notant A = z;+x9+---x, et B = x—11+$—12+- . -+Z%, on souhaite montrer que :

(A+zps1) <B + ) > (n+1)% (1.1)

Tn+1

(A4 2pt1) (B+ > = AB + + Bxpy1 + 1,

Tn41 Tn41

et, d’apres I'hypothese de récurrence et l'inégalité arithmético-géométrique,
ona AB > n? et

@a+b22\/%, avec

a= z::], b= Bxpt1
+ Bxpy1 =2 X Bxpy1 2 2VAB > 2n.
Tpa1 Tn+1
Ainsi, (A+xp41) <B + xn1+1) > n?+2n+ 1, ce qui démontre I'inégalité (1.1).
e Conclusion : Finalement, on a établi I'inégalité souhaitée par récurrence
simple. A
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Chapitre

Ensembles
et applications

« Lessence méme des mathématiques, c'est leur liberté »
disait Georg Cantor, mathématicien allemand

né a Saint Pétersbourg, connu pour avoir été le pere
de la théorie des ensembles. C'est dans les années
1870 qu'il fonde cette théorie en lien avec

son compatriote Richard Dedekind et qu’'il définit

la notion de cardinal pour les ensembles infinis.

Ses théories révolutionnaires furent mal accueillies
par certains mais sont désormais acceptées par tous.

2
=
o
=
<
=
]
=
<
=
2
=}

B Un peu d'histoire

La théorie des ensembles est un cadre dans lequel s'inscrivent toutes les branches des
mathématiques. Au tout début des années 1870, Georg Cantor s'intéresse aux points
ou certaines fonctions ont des comportements atypiques. Cela 'amene a étendre la
notion de cardinal (nombre d’éléments) a des ensembles infinis. Il montre que des
ensembles infinis peuvent avoir le méme cardinal, comme une droite et un plan, mais
quaussi, il existe différents cardinaux infinis.

Le mathématicien Giuseppe Peano rédige en 1895 un formulaire mathématique qui
popularise cette théorie dans lequel il introduit plusieurs symboles que nous utili-
sons encore.

Le logicien anglais Bertrand Russell énonce un paradoxe qui montre que l'on ne peut
nommer ensemble n'importe quoi. Pour pallier ce probleme, Ernst Zermelo définit
des axiomes sur lesquels doit s'appuyer la théorie des ensembles.



mm Objectifs

B les incontournables

Savoir démontrer 1’égalité de deux ensembles.
m Savoir montrer qu’une application est (ou n’est pas) injective, surjective, bijective.
m Déterminer 'application réciproque d’une application bijective.

m Déterminer 'image directe ou réciproque d’'une partie.

B et plus si affinités

m Manipuler ces différentes notions dans des exercices théoriques.

m Déterminer 'application réciproque d’une bijection.



mm Résumé de cours

B Ensembles

Appartenance, inclusion

Définition : Soit E un ensemble. On dit que x est un élément de E lorsque x appartient a E.
On note alors x € E. Lorsque x n’appartient pas a E, on note x ¢ E.

Définition : On appelle ensemble vide l'ensemble qui ne contient aucun élément. On le note ().
Définition : Soit A et B deux ensembles. On dit que
o A est inclus dans B lorsque tout élément de A est un élément de B. On note alors A C B.
e A et B sont égaux lorsque A C B et B C A. On note A = B.
Définition : Lorsque A C E, on dit que A est un sous-ensemble (ou une partie) de E.

Notation : Si E est un ensemble, on note Z(E) l'ensemble des parties de E.

Opérations sur les parties d’'un ensemble
Définition : Soit E un ensemble, A et B deux parties de E. On appelle
e réunion de A et B l'ensemble AUB={zx € E, € A ouzxcB};
e intersection de A et B l'ensemble ANB={x€E, x € Aetx € B};
e complémentaire de A dans E 'ensemble A= {x € E, v ¢ A};
o différence de A et B l'ensemble A\B={r€FE, x€Aetx¢ B}=ANB.

Notation : Le complémentaire A de A dans E se note aussi 04, A° ou E \ A.

Proposition 2.1.— Distributivité —. Soit A, B et C' des parties d'un ensemble FE.
e L’intersection est distributive par rapport & la réunion : AN (BUC) = (ANB)U(ANCQC).
e La réunion est distributive par rapport a l'intersection : AU (BNC) = (AUB)N(AUC).

Proposition 2.2.— Lois de Morgan —. Soit A et B deux parties d'un ensemble E. Alors :

e AUB=ANB e ANB=AURB

Définition : Produit cartésien de deux ensembles —. Soit E et F' deux ensembles. On appelle
produit cartésien de E et F et on note E X F 'ensemble des couples (x,y), avecx € E ety € F :

ExF={(x,y); x€E, ye F}.

Définition : Produit cartésien d’un nombre fini d’ensembles —. Soit E1,..., E, des ensembles.
On appelle p-uplet (z1,--- ,xp) la donnée de x1 € Eq,--- ,x, € E, dans cet ordre. L’ensemble des
p-uplets (z1,...,xp) avec 1 € Ev,...,x, € E, est appelé produit cartésien de E1,...,E,. On
le note By x - x B, .

Notation : Lorsque Fy = --- = I, = E on note E? le produit cartésien de F par lui-méme p fois.
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Bl Ensemble des entiers naturels

Relation de divisibilité

Définition : Soit a et b deux entiers naturels. On dit que a est un multiple de b ou que b est un
diviseur de a s’il existe ¢ € N tel que a = bq. On note alors b | a.

Théoreme 2.3.— Division euclidienne dans N —. Soit (a,b) € N x N*.

a=bqg+r

. 2 . .
11 existe un couple (¢q,r) € N*, unique tel que : 0<r<b

Proposition 2.4.— Soit (a,b) € N x N*, alors :

b divise a si et seulement si le reste de la division euclidienne de a par b est nul.

PGCD, PPCM de deux entiers

Définition : Soit a,b € N deux entiers.

e Sia oub est non nul, le plus grand entier, diviseur de a et de b est appelé plus grand
diviseur commun d a et b. Cet entier naturel est noté PGCD(a,b).

e Sia et b sont non nuls, le plus petit entier strictement positif, multiple de a et de b est appelé
plus petit multiple commun o a et b. Cet entier naturel est noté PGCD(a,b).

En pratique : PGCD(a,b) peut étre calculé au moyen de lalgorithme d’Euclide (méthode 2.3).

Nombres premiers

Définition : On appelle nombre premier tout entier naturel p > 2 dont les seuls diviseurs dans
N sont 1 et p lui-meéme.

Proposition 2.5.—
e Tout entier n > 2 possede au moins un diviseur premier.

e [’ensemble des nombres premiers est infini.

Théoréme 2.6.— Décomposition d’un entier en produit de nombres premiers —. Tout entier
n > 2 se décompose de maniere unique sous la forme :

L« « anN
n=pi"t X py? X Xpy

ol p1,...,pN sont premiers (p; < -+ < pn) et aq,...,ay des entiers naturels non nuls.
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B Applications

Généralités

Définition : Une application — ou une fonction — f : E — F est un procédé qui a tout élément x
de E, associe un unique élément y de F. Cet élément s’appelle l'image de x par f. On le note

f(z). L’application f elle-méme est notée : f : E — F .
z = fx)

Notation : L’ensemble des applications de E dans F est noté F(E,F) ou FF.

Vocabulaire : Soit f une application de E dans F et y € F. Lorsqu’il existe un élément v € E tel
que y = f(x), on dit que x est un antécédent de y par f.

Définition : Soit E un ensemble et I un ensemble fini. On appelle famille d’éléments de E
indexée par I toute application de I dans E. On note (x;);er une telle famille.

Définition : Soit £ un ensemble et A une partie de E. On appelle fonction indicatrice de A et
on note 14 la fonction de E dans {0,1} définie par :

1 sizeA

1A(m):{0 six g A

Définition : Soit E, F, G trois ensembles, f une application de E dans F' et g une application de
F dans G. On appelle composée de f par g et on note go f lapplication de E dans G définie par
gof: E — G
z o= g(f@)

Définition : Soit E un ensemble. On appelle application identité de E (ou application iden-
tique sur E) et on note idg Uapplication de E dans E définie par idg : E — FE .
A

Proposition 2.7.— Pour toutes applications f: E — F et g: FF — FE on a
foidg=fet idgpog=yg

Définition : Soit F et F' deux ensembles, f une application de E dans F et A une partie de E.
On appelle restriction de f a A et on note fia Uapplication de A dans F définie par

f|A: A = F
z = f(z)

Définition : Soit E et F deux ensembles, [ une application de E dans F et G un ensemble conte-
nant E. On appelle prolongement de f a G toute application g de G dans F telle que, pour tout

v €FE, g(x) = f(z).
Images directe et réciproque d’une partie

Définition : Soit E, F' des ensembles, f: E — F et AC E et BC F.

e L’image directe de A par [ est le sous-ensemble de F défini par :
fA) ={f(x), ze A} ={yeF, Jvec A y=f(x)}.
e L’image réciproque de B par f est le sous-ensemble de E défini par :
f7U(B)={x€ B, f(x) € B}.
Retenez que : Vy € F, y € f(A) < Tz € A, y=f(z)etVz e E, z€ f1(B) — f(z) € B.

ENSEMBLES ET APPLICATIONS 35 Enm



B Applications injectives, surjectives, bijectives

Définition : Application injective —. Soit f une application de E dans F. On dit que f est
injective (ou que f est une injection) lorsque tout élément de F posséde au plus un antécédent
par [ ; c’est-a-dire lorsque :

V(z,2') € EXE, f(z)=f(')=x=2"

Remarque : de manitre équivalente, une application f : E — F est injective lorsque V(z,z’) €

EXE, x#2' = f(x) # f(2').

Théoreme 2.8.— La composée de deux applications injectives est injective.

Définition : Application surjective —. Soit f une application de E dans F. On dit que f est sur-
jective (ou que [ est une surjection) lorsque tout élément de F' posséde au moins un antécédent
par [ ; c’est-a-dire lorsque :

Vye F, 3z € E, y= f(z).

Théoreme 2.9.— La composée de deux applications surjectives est surjective.

Définition : Application bijective —. Soit f une application de E dans F. On dit que f est
bijective (ou que f est une bijection) lorsque [ est a la fois injective et surjective. Autrement
dit, [ est bijective lorsque tout élément de F posséde un unique antécédent par f.

Remarque : dire qu'une application f de E dans F est bijective équivaut & dire que, pour tout
b € F, I'équation f(x) = b admet une unique solution dans F.

Définition : Application réciproque d’une bijection —. Soit f une bijection de E dans F. On
appelle application réciproque (ou bijection réciproque) de f et on note f=1 application de
F dans E qui, a tout élément y de F, associe son unique antécédent par f. Par définition, on a :

V(z,y) e ExF, y=f(z) < x=f"'(y).

Proposition 2.10.— Soit f une bijection de F dans F et f~!: F — E son application réciproque.
Alors :

foft=idrp et flof=idg.

Théoréme 2.11.— Caractérisation de la bijection réciproque —. Une application f : E — F est
bijective si et seulement si il existe une application g : F' — F vérifiant fog = idp et go f = idg.
Dans ce cas, g est I’application réciproque de f : g = 1.

Théoreme 2.12.— Composée de deux bijections —. Soit f une application de E dans F et g
une application de F' dans G. Si f et g sont bijectives, alors g o f est une bijection de E dans G
et on a :

(gof)t=ftog ™"
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mm Méthodes

Bl Ensembles

(1 Méthode 2.1.— Comment montrer I’égalité de deux ensembles
Pour établir ’égalité de deux ensembles A et B, on peut :

e Procéder par double inclusion en prouvant que A C B et B C A. Pour montrer que

A C B, on prend un élément quelconque de A et on montre qu’il appartient aussi
a B;

e Montrer directement 1’égalité en utilisant des opérations usuelles sur les ensembles
(réunion, intersection, distributivité, lois de Morgan. . .).

Exemple : soit A, B et C trois parties d'un ensemble E. On suppose que AUB = AUC et
ANB=AnNC. Montrer que B = C.

On va appliquer chacune des deux méthodes présentées ci-dessus.

e Premiere méthode : double inclusion
— Montrons que B C C. Soit z un élément de B. On veut montrer que z € C. Comme
x € AUB (car A C AU B), x appartient & AU C d’apres la premiére hypothese ; ¢’est-a-dire
r € Aouzx e C.SixeC, on a le résultat attendu. Si x € A, alors x appartient a AN B,
donc & AN C d’apres la deuxieéme hypothese, et cela montre que x € C. Dans les deux cas,
x appartient a C. Ainsi, B C C.
— Etant donné la symétrie des hypothéses sur B et C, le méme raisonnement montre que
C C B.
Comme B C C et C C B, les ensembles B et C' sont égaux.

e Deuxieme méthode : utilisation d’opérations sur les ensembles
Tout d’abord, B = BU(AN B). D’apres la deuxiéme hypothese, on a alors B = BU(ANC).
Par distributivité, cette relation s’écrit aussi :

B=BU(ANC)=(BUA)N(BUC)=(AUB)N(BUC),

ou encore B = (AUC)N (BUC) d’apres la premiere hypothese. En utilisant de nouveau la
distributivité, cette derniere égalité s’écrit :

B=CU(ANDB),
c’est-a-dire B = C puisque C' = C U (ANC).

Mise en ceuvre : exercice 2.1, exercice 2.3.
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B Divisibilité dans N

(1 Méthode 2.2.— Comment montrer qu’un entier est divisible par un autre
Pour montrer que a divise b, on peut :

» Revenir a la définition. On démontre qu'il existe un entier ¢ tel que b = ac.

» Utiliser la division euclidienne de b par a. Il suffit de démontrer que le reste de la
division euclidienne de b par a est nul.

» Utiliser la décomposition de a et b en produit de facteurs premiers. Il s’agit de
montrer que tous les facteurs premiers de a apparaissent aussi dans la décomposition
de b, avec une puissance supérieure.

Calcul du PGCD par I'algorithme d’Euclide
L’algorithme d’Euclide se fonde sur le fait suivant :

Lemme 2.13.— Soit (a,b) € N x N*. Notons r le reste de la division euclidienne de a par b. Alors

PGCD(a,b) = PGCD(b,r)

Remarque : si r est nul, on obtient alors PGCD(a,b) = PGCD(b,r) = PGCD(b,0) = b.

Principe de I'algorithme d’Euclide
On souhaite calculer d = PGCD(a,b). Notons ap = max{a,b} et a; = min{a, b}, de sorte que
d = PGCD(ag,a1).
m Etape 1. Deux cas se présentent :
» Sia; =0, alors d = PGCD(ag,a1) = ag.
» Sia; # 0, effectuons la division euclidienne de ag par a; : ag = gra1+az, ou 0 < as < aj.
D’apres le lemme précédent, d = PGC'D(ay,as).
m Etape 2. Deux cas se présentent :
» Siag =0, alors d = PGCD(ag,a1) = PGCD(ay,a2) = ay.
» Siag # 0, effectuons la division euclidienne de a; par as : a1 = geas+asz, ou 0 < ag < as.
D’apres le lemme, d = PGCD(ag,a1) = PGCD(a1,as) = PGCD(az,as3).
» Etape 3. Ainsi de suite . ..

Comme ag, a1, as,as... sont des entiers naturels et ag > a1 > as > ag > ---, il existe un entier
m € N tel que a,,41 soit nul. Si tel est le cas,

d= PGCD(ag,a;) = PGCD(a1,a2) = --- = PGCD(apm, am+1) = PGCD(am,0) = anm,
Résumons :

W Méthode 2.3.— Algorithme d’Euclide
Soit (a,b) € N2, (a,b) # (0,0), on calcule d = PGC D(a,b). Pour cela :

m On pose ap = max{a, b} et a; = min{a, b}.

m On effectue des divisions euclidiennes successives jusqu’a 'obtention d’un reste nul :

Vk € [1,m], ar—1 = ak qx + k41 avec ag = a3 > ag > -+ > Ay > A1 =0

m d = a,, est le dernier reste non nul dans ’algorithme d’Euclide.
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Exemple : calculons le PGCD de 162 et 207.

207 = 1x162+45 27 = 1x18+[9]
162 = 3x45+27 18 = 2x9+0
45 = 1x27+18

D'ott PGCD(207,162) = 9.

B Applications injectives, surjectives, bijectives

Applications injectives

(d Méthode 2.4.— Comment montrer qu’une application est injective
Pour prouver qu’une application f : E — F' est injective, on peut :

e considérer deux éléments de E' qui ont la méme image par f et montrer qu’ils sont
égaux. On écrit : < soit = et 2’ deux éléments de E tels que f(z) = f(2’) » et on
montre que x = z’. C’est la méthode la plus fréquemment utilisée ;

e mountrer que, pour tout b € F, ’équation f(x) = b a au plus une solution dans E.
On écrit : < soit b € F > et on mene la résolution de I’équation jusqu’a vérifier que
celle-ci n’a pas plus d’une solution ;

e dans certains cas, considérer deux éléments distincts de E et montrer qu’ils n’ont
pas la méme image par f.

N —

Exemple : 'application f : { n 9 est injective.

En effet, soit n et n’ deux entiers naturels tels que f(n) = f(n'). On a alors 2n = 2n’, dottn =n'.
Cela montre que f est injective.

Exemple : soit [ un intervalle de R et f une application de I dans R, strictement monotone. Alors
f est injective. Pour le démontrer, nous utilisons cette fois le troisieme point de la méthode 2.4.
Soit x et o’ deux éléments distincts de I. On a, par exemple, z < z/. Comme f est strictement
monotone, on a nécessairement f(z) # f(z') (f(z) < f(a') si f est strictement croissante et
f(x) > f(2') si f est strictement décroissante). La fonction f est donc injective.

(d Méthode 2.5.— Comment montrer qu’une application n’est pas injective

Pour montrer qu'une application f : E — F n’est pas injective, il suffit de trouver deux
éléments distincts de E qui ont la méme image par f.

.. . 2 sin est pair
. . A — 2
Exemple : Papplication g : N — N définie par g(n) { nT,l i est impair
En effet, on a (par exemple) g(2) = 1 et ¢(3) = 1. La fonction g n’est pas injective puisque 2 et 3
ont la méme image par g. Plus généralement, tout entier pair a la méme image par g que l'entier

impair qui le suit.

n’est pas injective.
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Appllications surjectives

' Méthode 2.6.— Comment montrer qu’une application est surjective
Pour prouver qu’une application f : E — F est surjective, on considére un élément
quelconque y de F' et 'on détermine un antécédent de y par f. Il s’agit ainsi de montrer
que Iéquation f(x) =y, d’inconnue z € F, admet au moins une solution. Bien souvent,
le probleme revient a résoudre explicitement cette équation.

5 S1 n est pair

Exemple : P'application g : N — N définie par g(n) = { "1 i est impair est surjective.

1

Soit m un entier naturel quelconque. Montrons que m a un antécédent par g, c’est-a-dire qu’il existe
n € N tel que g(n) = m. Comme 2m est pair, on a g(2m) = 2* = m; 2m est donc un antécédent
de m par g. Comme tout entier naturel admet au moins un antécédent par g, 'application g est

surjective.

 Méthode 2.7.— Comment montrer qu’une application n’est pas surjective

Pour montrer qu’une application f : E — F n’est pas surjective, il suffit de trouver un
élément de F' qui n’a pas d’antécédent par f dans FE.

Exemple : lapplication f : N — N définie par f(n) = 2n n’est pas surjective. Par exemple,
3 n’a pas antécédent par f (f(n) est pair pour tout n € N), f n’est donc pas surjective. Plus
généralement, aucun entier impair n’a d’antécédent par f.

Applications bijectives

( Méthode 2.8.— Comment montrer qu’une application est bijective, premiere

méthode
Pour prouver qu’une application f : E — F' est bijective, on peut :

e montrer que f est injective et surjective;

e fixer un élément quelconque y de F' et montrer que I'équation f(x) = y admet une
unique solution x dans F ;

e montrer qu’il existe une application g : F' — FE telle que fog =1idp et go f = idg
(voir la proposition 2.11).

Exemple : montrer que I'application f de N dans Z définie par

5 si n est pair
— 2
f(n) { —”Tl si n est impair
est bijective.

e Notons, tout d’abord, que I'application f est bien a valeurs dans Z. En effet, si n est pair, § est

un entier (naturel) et, si n est impair, n+ 1 est pair donc —"T“ est un entier (strictement négatif).

e Montrons maintenant que f est bijective en revenant & la définition (f injective et surjective).
— Soit n et n’ deux entiers naturels tels que f(n) = f(n'). D’aprés la remarque ci-dessus, n et
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n’ ont alors la méme parité (sinon f(n) et f(n’) n’ont pas le méme signe!). Si n et n’ sont pairs,
7 !

ona g =" doncn = n/. Si n et n’ sont impairs, on a alors —”TH = —”TH, d’ott n = n/. Dans les

deux cas, on obtient n = n’. Ainsi, 'application f est injective.

— Montrons mamtenant que f est surjective. Soit m un entier relatif quelconque. Si m > 0, alors
2m € Net f(2m) = 2" = m, donc 2m est un antécédent de m par f. Sim < 0, alors —2m —1 € N
et f(—2m—1) = % =m : —2m — 1 est un antécédent de m par f. Tout entier relatif
admet donc un antécédent par f dans N : f est surjective. Finalement, ’application f est bijective.

Exemple : l'application f de R dans R définie par f(z) = 3z + 7 est bijective.

Pour le démontrer, utilisons le deuxieme point de la méthode 2.8. Soit y un réel fixé. On résout
léquation f(x) = y pour déterminer les antécédents de y. On a :

y—7

Jx+T=y<=zx= et

ce qui montre que yTJ est 'unique antécédent de y par f. On en déduit que f est bijective.

Mise en ceuvre : exercice 2.16 et exercice 2.17.

(A Méthode 2.9.— Comment montrer qu’'une application est bijective, deuxieme
méthode
Pour prouver qu’une application f est bijective, on peut également utiliser un résultat
d’analyse : le théoreme de la bijection bicontinue. Si f est continue et strictement
monotone sur l'intervalle I, f réalise une bijection de I vers l'intervalle J = f(I).

[1,400] — [0,+o0]

1 est bijective.

Exemple : 'application f : {

x = or— =
x
En effet, f est dérivable sur [1, +o00[ et, pour tout = > 1, f'(z) =1+ 1—12 > 0. Par conséquent, f est
continue et strictement croissante sur I = [1, +oo[. D’apres le théoréme de la bijection bicontinue,

f réalise une bijection de I vers f(I). Comme

lim f(z) = f(1) =0 et lim f(z) = oo,

T —+00
on a f(I)=10,+00[. On en déduit que lapplication f est bijective.

Mise en ceuvre : exercice 2.18.

d Méthode 2.10.— Comment déterminer I’application réciproque d’une bijection
On souhaite déterminer 'application réciproque d’une bijection f de E dans F.

e Si on a montré que, pour tout y € F, 'équation f(x) = y admet une unique
solution, la bijection réciproque f~! de f est I’application qui associe, & ¥, son
unique antécédent.

e Sil'on a trouvé une application g : F' — F telle que fog =idp et go f = idg,
I'application réciproque de f est g (on a f=! = g).

Exemple : on reprend le deux1eme exemple illustrant la méthode 2.8. Comme ”—3: est 'unique
3

antécédent de y par f, f~1 est I'application de R dans R définie par : f~!(z) =
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Exemple : montrer que ’application
[ RA{3} — R\{3}
3r+1
r—3

T

est bijective et déterminer son application réciproque.

Tout d’abord, f est bien & valeurs dans R\ {3}. En effet, si f(x) = 3, alors 3z +1 = 3z — 9, ce qui
est impossible. On considére maintenant un réel y distinct de 3 et on résout I’équation f(z) =y :

3r+1
r—3

=y<=uw(y—-3)=3y+1

3y+1
== y+

(car y # 3).
L’unique antécédent de y est %, qui est bien un réel distinct de 3 (méme raison que ci-dessus).
On en déduit que f est bijective et que f~! est I'application de R\ {3} dans R\ {3} définie par :

3r+1

F )=

On constate que f~! = f. Dans ce cas particulier, on dit que f est une involution.

Exemple : soit f une application de R dans R telle que, pour tout € R, fo f(x) — 2f(z) = «.
Montrer que f est bijective et déterminer son application réciproque.
On applique cette fois la méthode 2.10. La relation vérifiée par f s’écrit fo f —2f = Idg, d’ou :

fo(f—2Idg) = (f —2Idg) o f = Idg.

On applique la proposition 2.11, avec ici ¢ = f — 2Idr. L’application f est bijective et f~! est la
fonction définie sur R par :

FM @) = f() - 2a.

Mise en ceuvre : exercice 2.16, exercice 2.17 et exercice 2.18.
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== Vrai/Faux

Vrai Faux

]

—

. Une fonction strictement décroissante sur R est injective.

N

. Une application qui n’est pas injective est surjective.

w

. Si foget go f existent, alors fog=go f.
4. g o f est surjective si et seulement si f et g sont surjectives.
5. La restriction d’une injection est une injection.

6. Une involution (c’est-a-dire une application f : E — E vérifiant
f o f=1dg) est bijective.

7. Si f et g sont des applications de E dans F telles que go f = Idg,
alors f ou g est bijective.

8. Si deux applications f et g de E' dans F ne sont pas bijectives,
g o f n’est pas bijective.

9. Si f est une application de R dans R non bijective, f~1([0, 1])
existe.

o o O o Oodogdoao
O o 0O o 0Ooggdoao

10. Si f est une bijection de E dans F' et B une partie de F,
I'image réciproque de B par f est égale a I'image directe de B par

I
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