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Avant-propos

Bienvenue en PCSI et en PTSI!

En arrivant en classe préparatoire, les interrogations orales de mathématiques suscitent
quelques appréhensions. Elles deviendront rapidement moins impressionnantes et vous
comprendrez que cette spécificité du systeme des « prépas » est extrémement efficace pour
assimiler les notions et progresser.

Néanmoins, le cours étant conséquent, I'étudiant ne se sent pas toujours au point le jour
de l'interrogation. Nous proposons une gamme d’exercices pour permettre de s’entrainer
davantage.

Dans I'objectif d’'une préparation efficace, les exercices de ce livre sont classés en trois caté-
gories :
e Les « exercices axés sur le calcul ». Souvent application quasiment directe du cours, ils ont
pour objectif, via la pratique calculatoire, de vérifier la connaissance et la compréhension
des notions du cours.

e Les « exercices axés sur le raisonnement ». Ces exercices demandant plus de recul, leur
objectif est de renforcer 'assimilation des concepts.

e Les « exercices avec questions ouvertes ». Ces exercices amenent I'étudiant a avoir sa
propre réflexion, a construire sa démonstration ou son contre-exemple selon les cas.

Plutot que l'originalité ou la difficulté, nous avons privilégié des exercices qui nous ont
paru formateurs. Néanmoins, certains exercices, signalés par une ou deux étoiles, sont d’'un
niveau plus élevé.

Les corrections des exercices figurent apres la liste des énoncés. Chaque exercice est entie-
rement corrigé, parfois de plusieurs maniéres lorsque cela nous a semblé utile.

En début de chaque chapitre se trouve une figure, réalisée par M. Pantigny, qui illustre soit
une notion, soit un exercice. Nous encourageons le lecteur a faire le plus souvent possible
ses propres représentations.

Enfin, permettons-nous un conseil. Parmi vos camarades de classe, les membres de votre
«trindme » seront ceux que vous cotoierez le plus. N’hésitez pas a en faire de véritables par-
tenaires en partageant les exercices de ce livre. Vous pourrez soit travailler le méme exercice
et confronter vos solutions, soit travailler chacun un exercice différent, lire le corrigé pro-
posé et exposer oralement une solution a vos camarades.

Nous adressons tous nos veeux de réussite aux lecteurs de ce livre.
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Compléments de
calcul algébrique
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Une somme en triangle.

Le calcul de la somme de chaque colonne est immédiat.

La somme de chaque ligne est une somme de termes consécutifs d'une suite géométrique.
Le calcul se fait donc sans probléme (on a supposé x # 1).

En égalant les deux manieéres de calculer la somme de tous les termes du carré, on obtient

10 10 11—k
1-x

Y okxk= Y xk——
k=1 k=1 1-x

Or le membre de droite se calcule aussi avec des suites géométriques... On retrouve le résul-

tat de I'exercice n° 5.



Chapitre 1

ES Exercices axés sur le calcul

Formule du binébme de Newton

Soitn € N*. Donner la valeur des sommes suivantes :

_ % (M)(_qyn—k _ y (n _ v (m)ok
b s=EQE 2 = £ 0 0= 02
4) Vnzkz‘o (Z)Sn_k' >) Wn:kz=:0 (2)3_1(' 6) Xn:kgo(z)Zkﬂ.

Montrer, a I'aide de la formule de Pascal, que pour toutp € N :

men, (O)+("T)+ (73w (000)- (710

Soientn € N*etp € [1,n].
1) Soitk € [p,n]. Vérifier (Z)(’;) = (Z)(Z:g :

2) Calculer kgo(—nk(’;)(’;).

Formule du pion
Soitn € N*.
1) Montrer que pour tout k € [1,n], k(}) = n(zj .

n
2) Endéduire que ¥ k(})2¥3"* = 2n5"1,
k=0

Somme de termes d’une suite géométrique et application
Soient x un réel et n € N. On pose :
n n
Sp)= Y xkF=1+x+-+x"etT,(x) = ¥ kx¥"1=1+42x+ - +nx"L
k=0 k=1

1) Rappeler les valeurs de S,,(1) et de T,,(1).
2) Pour x # 1, rappeler la valeur de S,,(x), calculer (1 — x)T,,(x) et en déduire T, (x).

3) Pour x # 1, retrouver T, (x) en remarquant que T,,(x) = Sy, (x).

Sommes doubles
Pour n € N, calculer les sommes suivantes :

1)%=§(§@Hﬂ 2)m=§(é@- 3)Q=§(”mw0
i=0 \j=0 =0 \J

i=0 \j=0 =

)



Compléments de calcul algébrique

Classique
- , C 1 _a, b
1) Expliciter deux réels a et b tels que pour tout k € N¥, K1) K t
n
. _ 1
2) Pourn € N*, calculer la somme S,, = B R D

m(i-2)
k=1 \k  k+1/"

Produit d’entiers pairs (respectivement impairs) consécutifs

3) Pourn € N*, calculer le produit B,

n—1

Soitn € N*. On pose :
n
pn=I1R2k)=2-4---2n-2)2n)etq, = [ 2k+1)=1-3---2n—-3)(2n—1).
k=1 k=0

Exprimer, pour n € N*, p,, et g,, a I'aide de factorielles.

n
1
Montrer que pour toutn € N, kz=:1 T vn+1-1.

CalculerlasommeS= % ()G +0.
(L)E[Ln]?

On pose pour toutn € N :

n
pp = cos(m/4) cos(m/8) -+ cos(m/2™F?) = HCOS(H/2k+2).
k=0
1) Rappeler la valeur de py.
2) Pour toutn € N, simplifier p,, a 'aide de I'égalité sin(26) = 2 sin(0) cos(0).

¥} Exercices axés sur le raisonnement

Soit n € N*. On considére les sommes 4,, et B, suivantes :

< 2n k
A, = Z ok 2% et B, =
k=0

1) Justifier que A, et B, sont des entiers et que 4, + V2B, = (1 +2 )zn.
2) Montrer que A2 — 2B2 = 1.

n-1

Z <2k2: 1>2k'

k=0

3) Préciser de méme des entiers C,, et D,, tels que C,, + vV2D,, = (1 +2 )2n+1.
Donner la valeur CZ — 2D2.



Chapitre 1

Somme dans un colonne du triangle de Pascal

1) Montrer que pour tous p etn € N telsquen > p,ona:
+1 n—1 n n+1

)+ ) (57)G)-G3)
P P P p p+1

n n
2) Retrouver, a I'aide de (x),la valeur de Y. k, puis cellede Y. k2.
k=1 k=1

Somme double

Montrer que pour toutn € N*, ona:

N

V(Y-

j=1

M:

...
1l
N

i i+j—j
Indication : On pourra remarquer que Pl —ii].]-

Somme triangulaire

zn: Z]; :n(n+3)

j=1 \i=j

Soit n € N*. Vérifier :

Soitn € N.

1) Montrer que pour tout k € [0,n — 1], ona (Zn) (k+1

vk € [0, 2n], <2kn> < (2:)

2) En déduire :

<)




Compléments de calcul algébrique

Corrections

ES Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
n
Tous les calculs qui suivent utilisent ¥ (})a*b™* = (a + b)™
K=0
n
1) Sp=3% (1D k=1 -1)"=0,carn € N".
K=0

Remarque 0
Pourn = 0,onaurait S, = ¥ (7)1%(-1)°7* = (J)1°(-1)°° = 1.
K=0

n
2) =% (D11, = 1+ " =2m

Remarque
Ce résultat montre que la somme de la ligne n du triangle de Pascal vaut 2™.
3) Pourk =0,0ona2fk=20=1et(})=1.Dou:

n
n
Up=—1+ Z <k>2’<1n-k =1+ Q@+ D" =—1+3"
k=0

4) De méme, pourk =n,ona5" % =1et (Z) = 1.D'ou:

v
=
=)
-
v
L
e
o
o
v

n-1 n
=) <k>1k5”-k 14+ +5)" = —1+6n
k=0

5 W= 3 (3= 3 ()

)

Exercice 2
Rappelons que la formule de Pascal donne la valeur de la somme de deux coefficients adja-
cents (colonnes k et k + 1) d'une méme ligne m du triangle de Pascal :

m 4 m \ [(m+ 1
k k+1) \k+1)
Soit p € N. On procéde par récurrence sur n € N.

n
. p+k\ _ (p+n+1
Pour tout n € N, on note P(n) : « k2=:0( 2 =T )



Chapitre 1

e Initialisation
+kY — +1) _ .
Ona kz=:0 (pk )= (g) =1let (po ) = 1, donc P(0) est vraie.
o Hérédité
Soitn € N. On suppose P (n) vraie. On a alors en isolant le dernier terme :
n+1 n
p+ky _ p+k p+n+1
kz=:0( k )= <kz=:0( k ))+( n+1

=+

d’aprés P(n)

_ (p+n+1+1 Q formule de Pascal

n+1
Donc P(n + 1) est vraie.

n
On a montré par récurrence que pour toutn € N, ¥, (p;k) = (p+2+1).
K=0

Exercice 3

1) Puisquep < k < n, (2) et (’;) s’expriment a 'aide de factorielles eton a :

n\/k _ n! k! _ n! 1
(k)(p) T kln—k)! pitk—p)  p! (n—k)ik—p)!

De méme,p < netn—k <n—pdonc:

(n)(n—p) 3 n! (n—p)! _nl 1

p/\k=p) pln—p)! (k=p!n-p-k+p)! p' (k-pln-Kk!
D’apres ces deux égalités, on a (Z)(’;) =G,

2) Sik<p,ona(’;) = 0 donc:

L —_1Vk(M (k) = 5 —Dk(™) (%
kgo( 1) (k)(p) O+k2=:p( 1) (k)(p) d'apréS 1)

Z VGG

linéarité

n—p changement d’'indice

= (Z) EO (_1)i+p(nzp) | |
n-p ) DT = ()P (=D
- (e Y e

= (HEDPA - D,

formule du binome

5
() 2 DG

)

)

)

(D" sip=mn,
0 sipeL,n—1]

1 sip=n,

car O"7P = ] .
0 sipe[l,n—-1]

Donc kz=:0 =D ) (’;) =



Compléments de calcul algébrique

Exercice 4

1) Commek € [1,n],ona (Z) = #lk)'

Puisque k et nsontnon nuls,ona k! = k(k — 1)! etn! =n(n—1)!.D’ou:

k n —k n! _ (n-1!
(k) T = T k= Din—k)!"

Comme (n—1)—(k—1)=n—-1—-k+1=n—konamontré k(}) = n(Zj) pour tout
k € [1,n].
2) On commence par isoler le terme pour k = 0:
n n
Y k(p)2k3nk =04+ 3 k(})2K3nk
k=0 k=1 . .
question précédente
n
PR GHEE

k=1
linéarité de la somme

n
— n-1 2k3n—k
n k§1 (k—l)

changement d’indice

N "N N N _IN_ ~

"S-ty i 1ano1oi 2
- linéarité de la somme b
— n—1\riqn-1-i
=2n Eo ("7 h)2i3n =
formule du bindme g
_ n-1
=2n(2+3) S
= 2n5""1,

Exercice 5 ) Somme de termes d’une suite géométrique et application

n . n nn+1)
1) OnaS,(1) = Y 1=n+1letonsaitqueT,(1)= } k= -
k=0 k=1

+1
— (somme de termes consécutifs d'une suite géo-

2) On sait que pour x # 1, S,,(x) =
métrique de raison x).
Tp(x) =1+ 2x+ -+ +nx"?

1—x"
1

xTp(X) =x+2x2 4+ -+ (n—Dx" 1 +nx™ L1 =L

(1—X)Tn=1+x+...+xn—1_nxn

n—-1
k — _
o D 3 k=8, (x) =
= —nx™. k=0

1-x
1-x

Donc:
1—x"—nx"(1—x)

Vx#1 T,(x)= a=x)2
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Chapitre 1

3) Pourx # 1,S,(x) =
—(m+ Dx"(1—x)+ (1 —x"1)

vx#1, T,(x)= A=)
Exercice 6
1) En utilisant la linéarité de la somme, on a:
n n n
Ay =X <'Zoi + ‘Zoj> > i ne dépend pas de j
= j= j= n
Y j=nn+1)/2
= f; o+ i+ 22 j=0
linéarité de la somme
=(n+1) 2 i+ Z S
. X DCard[O,nﬂ =n+1
=(n+ 1)"("+ ) 4 —"("; Jn+ 1)
=n(n+ 1%
2) En utilisant la linéarité de la somme, on a :
n L
B, = Z <i Z ]) n
=0 Jj=0 .
.Z j=nn+1)/2
i IGE)) J=0
i=o 2 R
n n > linéarité de la somme
=iy iB4-Yi2 2
2 & 2 & > Yi“=nn+1)(2n+1)/6
L;O
_ 1 n’(m+1)? S n(n+1)(2n+1) ) i3 =n2(n+1)2%/4
2 4 2 6 i=0
n(n+1)

=—=0Bn?+3n+4n+2)

= "("“) 20D 392 4 70 + 2).
3) e Premlere méthode
Pouri € [0,n],ona:

n
_Z max(i,j) =i+i+--+i+(@+D+{@+2)++n
=
Donc
_Z max(i, j) = Z i+ j i ne dépend pas de /
=0 j=i+1 s
i >on fait apparaitre ), j
=i(i+1)+_2j—_2j N j=0
== >Zj=n(n+1)/2
n(n+1) i(i+1) j=0
2

ii+1)+——=

nn+1) l(l.+1)
2 + 2

1
et par linéarité de la dérivation, T,,(x) = Sj,(x). Donc:



Compléments de calcul algébrique

D’ou: n
n(m+1) | i(i+1)
Cu= X (57 +557)
=0 Sy
N N " > linéarité de la somme
=MD vyl 24l
2 =0 2 =0 2 =0 no,
Yic=nn+1)2n+1)/6
nn+1)?> | n(n+1)(2n+1) |, n(n+1) i=0
2 12 4

=2 6n+6+2n+1+3)

= 2 (4n + 5),

e Seconde méthode (par regroupement de termes)
Pourietj € [0,n], on a max(i,j) € [0, n].
Etpourk € [0,n],ona:

max(i,j) =k & (i=ketj<k)ou(i<ketj=k).

Ilyadonck + 1+ k = 2k + 1 couples (i, j) d’entiers naturels tels que max(i,j) = k
D’ol, en notant My, = {(i,j) € [0,n] | max(i,j) = k}:

n
Cp= X < ) Z k)
k=0 \(i,j)EM}

> card(My) = 2k + 1
n

Y kQ2k+ 1)

k=0

> linéarité de la somme

n n
2 _ n(n+1)(2n+1) n(n+1)
> 3 k7= MEED, 3 = M

w
=
=)
-
v
L
e
o
o
v

n n
=2y K+ Xk
k=0 k=0

_ n(n+1)(2n+1) nn+1) n=0
- 3 2
= 2D (4n+2+3)
_ n(n+1) (4 n+ 5)
Exercice 7
(a+b)k+a
1) Ona— + m = —k(k+1) .
En chOISlssanta =1letb=—-1,onaa+b=0eta=1,donc:
1 1 1
vk € N*,

kk+1) k k+1

2) Pour n € N* alaide de la question précédente, on fait apparaitre une somme télésco-

pique :
n n
Z Z 1 1 _q 1
4 k(k+1) L\k k+1) " n+1

1
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n

1 1 n 1
3) Pourn € N*,onaPp, = kl;ll (; — m) = kl;Il D Donc:

1 1 1 1 1 1

p = . ) - ) .
"1-2 2:3 m—-1)n n-(n+1) @2 n+1

2 Remarque
S

2 On pouvait écrire P, =
$
$

Exercice 8 ) Produit d’entiers pairs (respectivement impairs) consécutifs
Soit n € N*. Pour p,,, on factorise par 2 dans chacun des n facteurs :

Pp=24-(2n—-2)2n) =212+ (n—1)(n)) = 2"n!.

Pour g, tous les facteurs sont impairs, on introduit les facteurs pairs de 2 a 2n et on divise
parpy :

1-2:3--(2n—1)(2n) _ (2n)!

p=1:3-Cn=3)Cn-D= = = nan - 2w

2n
n-1

ey
On pouvait écrire g, = H Rk+1) =% =
k= DPn

2nn!’

Exercice 9

Le membre de droite de I'égalité fait penser a une somme téléscopique. On transforme le
quotient a I'aide de la quantité conjuguée :

1 VE+1-vVk  Vk+1-vk
: =Vvk+1-k
Er1+Vk kT —VE  kt1-k
On a alors pour toutn € N :
n n
Z Z \/k+ —x/E)=\/n+1—1.

2 Remarque

Si on ne pense pas a transformer les termes de la somme, on peut démontrer le résultat
¢ fourni par I'énoncé par récurrence.
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Exercice 10
n n
e Premier calcul par § = ) ( > (Tll)(] + i)).
i=1 \j=1
Pouri € [1,n],ona:
n
5= % (NG +0)
j=1
n n
=M Zj+(Mix1
Jj=1 Jj=1
= ("5 ¢ (i
Puis § = Z Si = n(n+1) Z (M) +n Z (M.

D’une part la somme de la ligne n du trlangle de Pascal est une application classique de
la formule du binéme :

n

Z( ) i( )111'1 = (1+1D)M

| S (=3 (0)- ()=

D’autre part, pour i € [1,n], on sait transformer L(’L‘) (voir exercice 4) :

[(n _ n! _ (n—1)! _ (n—1
l(i) i — 1)'_n(i—l)!(n—i)!_n<i—1)'

Zn‘n(rzl)l:nzn:(?:;) Zi:(n_ )—n(1+1)n 1,

D’ou finalement :

w
=
=)
-
v
L
e
o
o
v

On obtient :

nn+1
- %(2” — 1) +n22m 1,

n n
e Second calcul par § = ), (Z MG+ i)).
j=1\i=1
Pourj € [1,n],ona:
n

=Z D0+
=jx D+ Z (i

> voir les calculs précédents
=j(2"—1) + n2™ L,

13
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Puis :
C ( +1)
Tl?’l
=Etj —1)§J+n2"1§ 1=(2"—1)——= +n22" L,
=

Exercice 11

1) On sait que p, = cos(/4) = V2/2.
2) Pour k € N, on a sin(rr/2¥*Y) = 2sin(m/2%*?) cos(m/2¥*?) en utilisant § = m/2%*2,
Comme 7/2%*2 € ]0, [, son sinus est nul et on a:
_ sin(m/2k+1)
Pn= I SGaaas

n ilyan + 1 facteurs
1 kH sin(m/2k+1)
=0

o+t

0 s k+2 n n-1

i/ 2 >on simplifie par [] sin(mr/2¥*') = [] sin(m/2k*?)

1 sin(r/2) k=1 k=0

ontl sin(rr/2m+2)
1

2n+1 sin(n/2n+2) )

> sin(m/2) =1

¥F Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 12
1) Les coefficients du binome sont des entiers (naturels) ainsi que 2 élevé a une puissance
entiere naturelle. Donc 4,, et B,, sont des entiers (sommes de produits d’entiers).

2
D’apres la formule du binéme, (1 +/2 )Zn = f (2;)(\/5 )p.
p=0

Si p est pair, il existe un unique k € [0,n] tel que p = 2k et le terme de la somme vaut

Co2)™ = G2~

La somme des termes d’indice pair est donc 4,,.

Si p est impair, il existe un unique k € [0,n — 1] tel que p = 2k + 1 et le terme de la

somme vaut (,2" )(vZ )" = (,21))2"VZ.

La somme des termes d’indice impair est donc V2B, (apreés factorisation par v2).

En séparant les termes selon la parité de I'indice, on obtient (1 ++2 )Zn = A, +V2B,.
2) OnaA2 — 2B% = (A, +V2B,) (4, — V2By,).

Comme ala 2questiztzln précédente, on a:

n 2n p
(1-+2) _pgo(p)(_l)p(ﬁ) (—1)? = 1sip est pair

(—1)P = 1 si p est impair

% C2) - 3 (G)2) >

p pair p 1mpa1r

—2B,.
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Donc A% — 2B = (1+v2)"(1-vZ)" =1 -2 = ()" =1,

2
3) Comme précédemment, on va développer (1 ++2 ) n+1, puis séparer les termes selon
la parité de I'indice :

(1 n \/E)Zn+1 _ zz':"l (an+1)(\/§ )p
— (2n+1)(\/_) + Z (2n+1)(\/_)
p pair
— Z (2n+1)2k + \/_ ZO (2k+1)2k
En notant C, Z (*7+1)2k et D, ZZ (,2*)2*, on a deux entiers C, et D, tels que

Cp+ V2D, = (1+ v )
On vérifie alors qu’on a aussi C, — V2D, = (1 -2 )2n+1 puis que :

€2~ D2 = (Cp+V2D,)(Co—V2D,) = (1+V2)" " (1-v2)"" = (1-2)"""" = -1.

Exercice 13
1) Soitp € N. On procéde par récurrence sur n € N.

n
Pourn € N tel que n > p, on note P(n) : « Y. (’;) = (zii) ».
k=p

. Initialipsation
Ona kgp (’;) = (g) =1et(P') = 1, donc P(p) est vraie.

v
=
=)
-
v
L
e
o
o
v

p+1
o Hérédité
Soitn € N tel que n > p. On suppose P (n) vraie. On a alors :
n+1 n
k k n+1
= +
TO=(E )0

=)+

d’aprés P(n)

_mti+1 > formule de Pascal
“\ p+1

Donc P(n + 1) est vraie.

n+1

n
, . kY —
On a montré par récurrence que pour toutn € N, kgp (p) = (p+1 .

n
2) D’une part,ona Y, (’1‘) = (";'1) d’apreés (x) pourp = 1.
k=1
D’autre part, on a classiquement :

k\ k! —k n+1\ m+1)! nn+1)
(1)_1!(k—1)!_ et < 2 >_2!(n—2)!_ 2

n
On retrouve ). k = n+d),
k=1 2

15



Chapitre 1

A S & (kY _ (nt1) _ (i+Dn(n-1)
De méme, d’aprés (x) pourp = 2, Y, (2) = ( 3 ) = Or:
k=2

n o k(k-1)
TG=2Z
- = 2
k=2 k=2 > linéarité
1 n
=3 ¥ k(k—1)
k;Z > on ajoute un terme nul
=3 2 k=D
13 k2 1 G k >k(k_1):k2_
2 kz—:l 2 kz=:1

D’apres les résultats précédents :

n
n+1nn-1 nn+1 nn+1 n+1n2n+1
Y e EHONESD kD _n@wt D, g @b DGt D)
6 2 6 6
Exercice 14
En utilisant 'indication fournie, on a:
n n
S=Z —
VA LIS ) N
i+j i+ i+j

-3 (% (1 % )
i=1\j=1
par linéarité
E(E)-E (L) ;

j 1l+]

IOk
[y
\/
M:

i=1

n n n n n .
Ona ¥ | ¥ 1 = Y n = n? Regardons la seconde somme S’ = ¥ | ¥ L.
i=1\j=1 i=1 i=1 j=1l+1

n .
= 1S = J .2 o
S —Sl+52+ Sn OuSl };1 i+ l+1+ 2 + - +l+n
1 2 n
ShEmtmto o
52=L+i+... _n
241 | 242 2+n
5n=L+L+ R

n+1 n+2 n+n .
En groupant les termes par colonnes, on obtient :

n n n n
B k+1 k+2 k+n
k=1 k=1

k=1 m=1 \k=1
L i i
Les indices étant muets, on obtientS’' = Y | ¥ — | =S, car — = —.
i=1 \j=1 Jj+i Jj+i i+j

n
D’ou 2S5 = n? etdonc Y (Z —) _n

i=1 1+



Compléments de calcul algébrique

Exercice 15 ) Somme triangulaire

n n ] n n 1
Utiliser § = (Z —,) =3 j(Z —,) ne permet pas de conclure.
j=1\i=j ! j=1" \i=j !

On remarque qu’on a une somme double indexée par les couples (i, j) tels que j € [1,n] et
i € [j,n]. Notons T, 'ensemble de ces couples. On a:

T, ={(i.) € [Ln]? ) < i}.
On peut décrire T, comme étant 'ensemble des couples (i, ) tels que i € [1,n] etj € [1,i].

Ecrivons alors :
n L

s=3(x?
i=1\j=1! . , .
. > i ne dépend pas de j
n 1 L
- 121 i (121]) ‘ i(i+1
= = . +
> yj=10
-y o
i=1 2 o
n L n > linéarité de la somme
1
==-i+=-x1
2i§11 2i§1 \>§:i:n(n+1) 1=n 2
— nn+1) + n i=1 2 ’ i=1 9
4 2 -
_ n(n+3) 9}
= —4 . E
oc
(@)
Exercice 16 v
1) Soitk € [0,n].Ona (¥") = k'((zz:z!k),
2n \ (2n)! _ (2n)! (2n—-k) 2n—-k(2n
k+1) (k+D!2n—-k—-1) (k+Dk!@n—-k—-1)! 2n—-k) k+1\k)
Or:

2n—k
k+1

Comme les coefficients du binéme sont positifs, on a bien :

2n 2n
vk € [0,n—1], <k><(k+1)'

(0)=(D)=-(2)<(7)

ce qui prouve le résultat pour les k € [0, n].

>l 2n—-k>k+1 © 2n—-1>22k & n—1>k.

2) Onvient de voir :

17
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Chapitre 1

Pour les k € [n + 1,2n], on peut reprendre la démonstration du 1) (la suite des coeffi-
cients décroit a partir du rang n) ou utiliser la symétrie des coefficients :

2n _ 2n < 2n
k) \2n—k) S\ n)
car2zn—k<2zn—-n—-1<n.

Vk € [0,2n], <2kn> < <2:>

2n
3) En ajoutant les 2n + 1 inégalités précédentes, ona (zkn) < (2n+ 1)(2:).
k=0

En conclusion :

2n
D’aprés la formule du bindme de Newton, on a Y, (an) = (1 + 1)?® = 22" donc en
k=0

2n
2i+1 < (21:1)

divisant par 2n + 1 > 0, on obtient

La somme de la ligne n du
triangle de Pascal vaut 2™



Arithmétique

Voici une interprétation géométrique de I'algorithme d’Euclide de calcul du pGcp.

Quel est le plus grand carré avec lequel on peut paver un rectangle de longueur 21 et de
largeur 157

On commence par mettre le plus grand nombre possible de carrés de c6té 15. On peut en
mettre un. Il reste a paver un rectangle de largeur 6 et de longueur 15. On met dans ce
rectangle le plus grand nombre possible de carrés de coté 6. On peut en mettre 2 (quotient
de la division de 15 par 6) et il reste une bande de largeur 3 (reste de la division de 15 par
6). On voit que I'on peut paver cette bande avec deux carrés de coté 3.

Le pGeD de 21 et de 15 est donc égal a 3.

19
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Chapitre 2

Pour deux entiers non nuls a et b, on notera a A b (respectivement a V b) le PGCD (respecti-
vement le PPCM) de a et de b.

EX Exercices axés sur le calcul

Calculs de pGcp
1) Calculer de deux manieres le PGCD de 24 et 60.
2) Calculerle pGecp de 1071 et 1 029.

Calculer 96 A 180 et 96 v 180.

Divisibilité par 9
1) Préciser le quotient et le reste de la division euclidienne de 1467 par 9.
2) Montrer que pour k € N*, 9 divise 10% — 1.
3) Soitn € N*. On note s la somme des chiffres de I'écriture de n (en base 10).

Montrer que n est un multiple de 9 si, et seulement si, s I’est.
Indication : On pourra considérer n — s.

Montrer que pour toutn € N*, n? divise (n + 1)™ — 1.

On note P I'ensemble des nombres compris entre 1000 et 9999 qui s’écrivent (en base 10)
avec quatre chiffres pairs distincts et D I'ensemble des éléments de P qui sont des multiples
de 9.

1) Préciser max P, min P et card P.

2) Déterminer le plus grand élément et le plus petit élément de D.

3) Combien y a-t-il de nombres multiples de 9 et écrits (en base 10) avec quatre chiffres
pairs distincts?

*

Combien de nombres écrits avec six chiffres en base 10 sont multiples de 164 et se terminent
par 1647 Parmi eux, préciser le plus petit et le plus grand.

Montrer que pour tout n € N*, 6 divise 513 + n.
a+b

; te *2 atb _ 1,1,
Combien a-t-on de couples (a, b) € N*“ tels que o a2ty



Arithmétique

Déterminer les n € Z tels que le pGeD de (3n + 15) et de (2n + 8) soit 6:
(Bn+15)A(2n+8) =6.

#F Exercices axés sur le raisonnement

Avantages du systéeme sexagésimal
1) Quel est le plus petit nombre n entier naturel divisible par tous les nombresde 1a 6?

2) Quelles formes peut prendre la décomposition en facteurs premiers d'un nombre n ayant
exactement douze diviseurs positifs?
Quel est le plus petit des nombres ayant exactement douze diviseurs positifs?

*

Déterminer n € N* tel que la somme S, = 1+ 2 + -+« + n soit un nombre compris entre 100
et 999 et dont I'écriture en base 10 a 3 chiffres identiques.
Indication : Décomposer 111 en produit de nombres premiers

Nombre de diviseurs
Soitn € N*. On note d,, le nombre des diviseurs positifs de n.

1) Donner les diviseurs positifs de 4 et en déduire dy.
Déterminer d12 et d81'
2) Montrer que n est le carré d’'un entier si, et seulement si, d,, est impair.

Vérifier que pour tout n € N, le nombre 3" — 1 est pair.
Pour quels nombres entiers positifs n le nombre 3™ — 1 est-il divisible par 4?

Soit p un nombre premier.

1) Soitn un entier non nul. Justifier :
pdivisen? = pdivisen.

2) En déduire que 4/p estirrationnel.

*
Soit n un naturel non nul. On note :
D={deN|ddivisen), N=card(D), P=]|[d
deD

Donner une relation entre P, N et n.
D’apreés Mines-Ponts

21
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* %

1) Lemme
Soient n, et n, deux entiers dont le reste dans la division euclidienne par 4 est 1.
Montrer que le reste dans la division euclidienne de nyn, par 4 est aussi 1.

2) On considére 'ensemble P; des nombres premiers dont le reste dans la division eucli-
dienne par 4 est 3.
En raisonnant par I'absurde, montrer que 'ensemble P; est infini.
Indication : On pourra introduire un nombre bien choisi de la forme N = 4k + 3.

& Exercices avec questions ouvertes

Soienta € N* et b € N* tels que b > a.
1) Quels sont les entiers b tels que 2022% — 1 divise 20222 — 1?

2) Quels sont les entiers b tels que (2022° — 1) A (2022¢% — 1) = 20217

Corrections

E= Exercices axés sur le calcul

Exercice 1

1) e Parla décomposition en produits de nombres premiers
On a facilement 24 = 23 x 3 et 60 = 22 x 3 X 5. Donc 24 A 60 = 22 x 3 x 5 = 12.
e Par 'algorithme d’Euclide

Par divisions successives :
60 =2 X 24+ 12puis24 =2 x 12 + 0. Donc 24 A 60 = 12 (dernier reste non nul).

2) Onvoit que I'algorithme d’Euclide va étre plus rapide.
Onal071 =1029+42,puis1029 = 24x424+21et42 = 2x21.Donc1071A1 029 = 21.

Remarque

Factoriser un nombre (particulierement un nombre assez grand) est souvent difficile.
La plupart des techniques de chiffrement reposent d’ailleurs sur cela.

Néanmoins, sur I'exemple proposé, on peut voir que 1 071 est divisible par 9. On peut
alors faire les calculs suivants: 1071 = 9 X 119 = 9 X 7 X 17. On constate ensuite que
7 et 3 divisent 1 029 mais pas 9 ni 17. Donc 1071 A 1029 = 21
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Exercice 2
¢ Par 'algorithme d’Euclide
On a par divisions successives 180 = 96 + 84,96 = 84 + 12, puis84 =7 x 12 + 0.
Donc 96 A 180 = 12.
Puis 96 = 12 x 8et 180 = 12 X 15,donc 96 v 180 = 12 X 8 X 15 = 1440.
¢ Par la décomposition en produits de nombres premiers
Ici, les factorisations en facteurs premiers sont rapides et on trouve :

96 =3x32=25x3, 180 =4x45=22x32x5.

On en déduit que 96 A 180 = 22 x 3 = 12 et 96 v 180 = 25 x 32 x 5 = 1440.

Exercice 3
1) Lecalcul donne 1467 = 163 X 9 + 0. Le quotient de la division euclidienne de 1467 par
9 est donc 163 et le reste est nul.
2) Onsaitque 10X —1 = (10 — 1)(10%*"1 + 1072 + .- + 10 + 1).
Puisque 10 — 1 = 9 et que 10%¥~% + 10¥~2 4 --- + 10 + 1 est un entier, 9 divise 10% — 1.

Remarque
10°—1=0etpourk € N*:

10k—1=99---9=9x11--1.
- -
k fois k fois

v
=
=)
-
v
L
e
o
o
v

3) Soitn € N*. Onnote n = cpcp_q -+ €1Co SON €écriture en base 10. Ainsi les chiffres ¢y
appartiennenta [0,9] etona:

n=c,10° +¢,_110P7 1 + -+ 110+ ¢y et s=cp+cp_q+ 401+ 0.

Douin—s =c,(107 — 1) 4+ ¢, (107" = 1) + - ¢; (10 — 1) 4 0.
Une somme de multiples de 9 étant un multiple de 9, on an — s est un multiple de 9.

On en déduit que n est un multiple de 9 si, et seulement si, s I'est.

Exercice 4

n n
En développant par la formule du bindme,ona (n+1)"—1 = ) (Z)nk -1=04+ ) (Z)nk.
k=0 k=1

n
Pour k € [2,n], (Z) est un entier et n? divise n¥. Donc n? divise 2, (Z)nk.

Le terme pour k = 1 vaut ()n =n xn =n?

n
Donc (n+ 1)" —1=n?+ ¥ (})n* estdivisible par n?.
K=2

23
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Exercice 5
On va utiliser qu'un nombre est un multiple de 9 si, et seulement si, la somme de ses chiffres
est un multiple de 9 (voir exercice 3).
1) Soitn € P. On note abcd son écriture en base 10 (n = d + 10c + 100b + 1000a).
Les quatre chiffres a, b c et d étant pairs, ils appartiennent a {0, 2, 4, 6, 8}.

On a facilement maxP = 8 642 et min P = 2 046 (le chiffre des milliers ne peut pas étre
nul).

Il y a 4 possibilités pour le premier chiffre a # 0. Ce chiffre choisi, il y a 4 possibilités
pour le deuxiéme chiffre b, puis 3 pour c et 2 possibilités pour d.

cardP =4 x4 x3x2=096.

2) Comme D c P,onamaxD € maxP = 8642.
Comme 8 + 6 + 4 + 2 = 20 n’est pas divisible par 9, 8642 ¢ D.
Puis max P \ {8 642} = 8640 qui, lui, est multiplede 9,car8 + 6 + 4 + 0 = 18.
Donc 8640 € D et 8640 = maxD.
De méme, 2046 = minP ¢ D, car 2+ 0 + 4 + 6 = 12 n’est pas un multiple de 9.
On a la méme conclusion avec 2 048 (car 2 + 0 + 4 + 8 = 14).

Ces quatre remarques montrent que pour obtenir un multiple de 9, 'unique fagon est
d’utiliser les chiffres 0, 4, 6 et 8.

Donc minD = 4 068.
3) Pour construire un nombre n = abcd € D, on a vu que la seule possibilité est d’utiliser
les quatre chiffres 0, 4, 6 et 8.

Comme a # 0, ily a 3 possibilités pour le premier chiffre. Ce chiffre choisi, il y a 3! per-
mutations possibles pour les trois autres.

Il yadonc 3 x 3! = 18 nombres solutions du probléme posé.

Exercice 6
Si n s’écrit avec six chiffres et se termine par 164, il existe un entier a € [100,999] tel que
n =1000a + 164.
Si 164 divise n, il divise 1000a. Or 164 = 2 x 82 = 22 X 41. Comme 41 est un nombre
premier qui ne divise pas 1000, il doit diviser a.
Réciproquement, si a est un multiple de 41, 1000a est divisible par 4 x 41.

Il y a autant de solutions que de multiples de 41 entre 100 et 999.

Comme 100 = 2Xx 41+ 18et999 = 24 x 41+ 15, les multiples de 41 entre 100 et 999 sont
les 41k avec k € [3,24].

Il y a 22 nombres a six chiffres multiples de 164 et se terminant par 164.

Le plus petit est obtenu avec a = 3 X 41, c’estm = 123 164.

Le plus grand est obtenu avec a = 41 X 24, c’est M = 984 164.
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Exercice 7

Soitn € N*. Montrons que 2 et 3 divisent 5n3 + n = n(5n% + 1).
o 513 + n est pair
Sin est pair, 5n3 est également pair donc 5n3 + n, car c’est une somme de deux nombres
pairs.
Sin est impair, 513 est un produit de nombres impairs donc est également impair.
D’ou 513 + n est pair, car c’est une somme de deux nombres impairs.
o 513 + n est multiple de 3
Sin est un multiple de 3, le résultat est évident.
Sinon, le reste r de la division de n par 3 est 1 ou 2. On a alors n = 3q + r en notant q le
quotient de la division. Donc :
5n3+n=5B3q+r)>+3q+r
> formule du binéme
=5127¢3+3-9¢*r+3-3qr2+r3)+3q+r
= 3(45q% + 45¢% + 15qr%2 + q) + 513 +r.

6 sir=1,
42 sir=2"
Or 6 et 42 sont des multiples de 3, donc dans tous les cas, 3 divise n(5n2 +1).

D’otl 5n3 + n est la somme d’un multiple de 3 etde 513 +r =

a+b_1 1 a+b_a+b

< ab=2024.

On a montré que pour tout n € N*, 6 divise 5n3 + n. ‘£
()
Exercice 8 =
Comme(a,b)EN*z,a+b¢Oetab¢0.Etona: E:‘)
oc
(@)
(9

2024 a' b 2024  ab
Il s’agit de compter le nombre de diviseurs a € N* de 2024 (b étant alors égal a 2024/a).
On a 2024 = 4 x 506 = 8 X 253. Or 253 est un multiple de 11 (car 2 + 3 = 5), plus
précisément 253 = 23 x 11.
La décomposition de 2024 en facteurs premiers est donc 2024 = 23 x 11 x 23.
Un diviseur a de 2024 est de la forme 2% x 117 x 23 aveca € [0, 3], 8 € [0,1] ety € [0, 1].
llyadonc4 x 2 X 2 = 16 diviseurs de 2024, donc 16 couples (a, b) solutions.

Exercice 9
En utilisanta Ab = b A (a — b), on obtient :
In+15=02n+8)+(n+7)
2n+8=m+7)+n+1)
n+7=m+1)+6.
Donc(3n+15)A(2n+8) =(n+1)A6.Dou:

2(3n+15)/\(2n+8)=(2n+8)/\(n+7)
2(2n+8)/\(n+7)=(n—|—7)/\(n+1)

Bn+155A2n+8)=6 & @mM+1)A6=6 & 6divise(n+1).

On peut conclure en disant que les entiers recherchés sont les n € Z pour lesquels il existe
k € Ztelquen = 6k —1 = 6(k — 1) + 5, c'est-a-dire ceux dont le reste dans la division
euclidienne par 6 est 5.
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¥} Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 10
1) La décomposition en produit de nombres premiers d’'un nombre divisible par tous les
nombres de 1 a 6 doit faire intervenir les facteurs 22, 3 et 5.

Le nombre 60 = 4 X 3 X 5 est le plus petit d’entre eux.

2 Remarque
C’est probablement une des raisons pour lesquelles les Mésopotamiens utiliserent la
base 60 dés le I1I¢ millénaire av. J.-C.

2) On distingue différents cas selon le nombre de nombres premiers divisant n. On désigne

par py, P2, - Pm les nombres premiers divisant n.

e Sin =p%aveca € N*,ilaa + 1 diviseurs. Pour avoir 12 diviseurs, il faut et il suffit que
a=11.

o Sin = pipL aveca,b € N*,ila (a + 1)(b + 1) diviseurs. Quitte a échanger p; et p,, on
peut supposera > b:

@+Db+1) =12 {a+ L=0 {a+ L=

b+1=2""\p+1=3

Donc n = p;p, ou p3p2.

o Sin = p%plpS avec a,b,c € N*, il a (a + 1)(b + 1)(c + 1) diviseurs. Ces 3 facteurs
étant supérieurs a 2, on obtient 12 avec deux facteurs égaux a 2 et l'autre égal a 3.
Doncn = p;p,p3.

Comme on cherche nle plus petit possible, on choisira des nombres premiers dans 'ordre

croissant 2, 3,5, 7...

Etles exposants les plus élevés doivent porter sur les nombres les plus petits, car si pour

des entiers naturels, p < q et a < b entrainent p?~% < q?~% donc p?q“ < pqP.

e Le plus petit des p'1 est 211 = 2048.

e Le plus petit des p;p, est 25 x 3 =96
Le plus petit des p3p2 est 23 x 32 = 72.

* Le plus petit des p;p,p? est 22 X 3 X 5 = 60.

Le plus petit des nombres ayant 12 diviseurs est 60.

Exercice 11
Comme 1+ 1+ 1 = 3, onsait que 111 est divisible par 3. On trouve 111 = 3 X 37 et 37 est
un nombre premier.
Un nombre compris en 100 et 999 et ayant 3 chiffres identiques est de la forme ccc = 111c¢
avecc € [1,9].

On sait que S, = nn+l)

. On cherche donclesn € N* tels que :

dce[1,9], n(n+1)=2x3x37xc (*)
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e Analyse

On suppose que n convient. On a alors 37 divise n oun + 1.

Premier cas : 37 divise n. On montre par 'absurde que n = 37.

Sin # 37,onan > 2x37 =74etn+1 > 75 Doncn(n + 1) > 37 x 150. Mais
2X3X%x37Xc<6x37x%x9 <37 x54.Cestimpossible.

Doncn = 37.Alorsn+ 1 =38etn(n+ 1) = 37 X 2 X 19. Mais 19 = 3c est impossible.
[In’y a pas de ¢ € [1,9] vérifiant (x).

Second cas : 37 divise n + 1. On montre comme précédemment quen + 1 = 37.

Doncn = 36.Alorsn(n+1) =36 x37=2x%X3x 37X 6.Doncc = 6.

Syntheése

Pourn = 36,0na S34 = =6X3%x37=6X%X111 = 666.

En conclusion n = 6 est solution et c’est la seule solution du probléme posé.

36X37

Exercice 12

1)

2)

Les diviseurs positifs de 4 sont 1, 2 et 4. Donc d, = 3.
De méme, 12 = 3 x 22 ayant pour diviseurs 1, 2,3, 4, 6 et 12, d, = 6.
Etdg,; = 5, car 81 = 3* a pour diviseurs 1, 3,9, 27 et 81.

e Premiere méthode (par regroupement)
Sid estundiviseurden,il existed’ € N*telque dd’ = netd’ estéégalement un diviseur
de n.
Etona:d=d © n=d?> © d=+n
Sid # d’, alors 'un des deux est strictement inférieur a y/n.
Notons D l'ensemble des diviseurs positifs de n, A I'ensemble des d € D qui sont
strictement inférieurs a v/n et A’ I'ensemble des d € D strictement supérieurs a /7.
Lapplication d — n/d est une bijection de A sur A'. Donc, card(A) = card(A").
* Sinn'est pas un carré, alors D = A U A’.

Dans ce cas card(D) = card(A) + card(A") = 2 card(A).

* Sinestun carré, alorsD = AU A’ U {\/ﬁ} et card(D) = 2 card(A) + 1.
Finalement : n est un carré si, et seulement si, le nombre de ses diviseurs positifs est
impair.

e Seconde méthode (par la décomposition en facteurs premiers)
On sait qu'il existe une suite finie p4, py, ..., p de nombres premiers distincts et des
naturels vy, v, ..., v, tels que :

(%)
=
o
-
(V]
Ll
o
o
(o}
v

— nV1.,V2 VUr
n=pyp2”pPr.

On a I'’équivalence suivante :
nestuncarré <  pourtoutk € [1,7], vy est pair.

D’autre part, un entier naturel d est un diviseur de n si, et seulementsi, d = pf 1p§ 2. pfr
avec (kq, ko, ..., k) € [0,v1] X [0, v,] X -+ X [0, v,].

card (D) = card (1_[[[0, vl-]]> = 1—[(1 + ).
i=1 i=1
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Or, un produit de facteurs est impair si, et seulement si, tous ses facteurs le sont, donc:
card (D) estimpair & pourtoutk € [1,7], v, est pair.

On a ainsi montré que n est un carré si, et seulement si, le nombre de ses diviseurs
positifs est impair.

Exercice 13
Puisque 3™ est produit de nombres impairs, 3" est impair. Donc 3™ — 1 est pair.
Ona3"—1=3-1)(3"1+3%"2+...4+3+1).0nendéduit que 3™ — 1 est un multiple
de 4 si, et seulement si, g = 3! + 372 4+ ... + 3 + 1 est pair.
Or g est une somme de n termes impairs, donc il est pair si, et seulement si, n est pair.
En conclusion, 3™ — 1 est divisible par 4 si, et seulement si, n est pair.

2 Remarque

2 Si n est pair, il existe k € Ntel quen = 2k etona:

§ 32k —1=9k—1=09-1)OF 1 +9%2+..+9+1),
donc 3%¥ — 1 est un multiple de 8.

Exercice 14

1) Soitn un entier non nul.
@ Si p divise n, alors il divise n:=n-n

@ On suppose que p divise n?. Alors p intervient dans la décomposition en produit
de nombres premiers de n?.

Or celle-ci se déduit de celle de n par élévation au carré, donc fait intervenir les
mémes nombres premiers que celle de n. Donc p divise n.

2) Onraisonne par I'absurde. On suppose qu'il existe deux entiers a et b premiers entre eux
tels que /p = a/b.
On a alors pb? = a?. Donc p divise a?. D’aprés 1), p divise a. Donc a = pq avec q € Z.
On en déduit ph? = p2q?, donc b? = pq?. D’ou p divise b, car il divise b2.
On a p divise a et b ce qui contredita A b = 1.
On a montré que /p est irrationnel.

Exercice 15

Si d est un diviseur de n, il existe d’ € N* tel que dd’ = n et d’ est également un diviseur
de n.
Lapplication f : d = n/d est une bijection de D sur lui-méme. Par réindexation, on a donc:

n
[l T5-45-%
d ITd P’

deD deD deD

En conclusion, P? = nV,
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Exercice 16
1) Soient n, et n, deux entiers dont le reste dans la division euclidienne par 4 est 1.
Il existe deux entiers g, et g, tels que ny = 4q; + 1 etn, = 4q, + 1.

Onaalors nyn, = 4(4q19, + q1 + q») + 1. Comme 4q,q, + q; + q, € Z (et 1 € [0, 3]),
le reste dans la division euclidienne de n,n, par 4 est aussi 1.

2) Onraisonne par I'absurde. On suppose que P; est fini et on écrit :

P = {Po, P1 - Pn}
avecpy =3<p1 =7<p, =11<..<p,
On pose N = 4ppy - pn + 3.
Le nombre N est impair (comme somme d’un nombre pair et de 3).
Le nombre 3 ne divise pas N, car il ne divise pas 4p1p; *** Pn-
Pour k € [[1,n], py divise 4p,p; -+ p, et ne divise pas 3, donc py ne divise pas N.

Aucun nombre premier appartenant a 5 ne divise N.

Donc N est un produit de nombres premiers impairs dont le reste dans la division eucli-
dienne par 4 est 1.

En utilisant le lemme vu au 1), on obtient (de proche en proche) que N a lui-méme un
reste égal a 1.

Or N = 4pyp,p, -+ Pn + 3, donc le reste dans la division euclidienne par 4 est 3. Ces deux
résultats sont incompatibles.

(%)
=
o
-
(V]
Ll
o
o
(o}
v

L'hypothése « P; est fini » entrainant une contradiction, on a prouvé que P; est infini.

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 17

1) On commence par chercher la division euclidienne de 2022” — 1 par 2022 — 1. La pre-
miere étape du calcul donne :

(2022° — 1) = 2022°79(2022% — 1) 4+ 2022°7% — 1.

Sib —a > a,on continue : (202257 — 1) = 20225724(2022% — 1) + 2022072 — 1,
De proche en proche, on a en notant b = aq + r la division euclidienne de b par a :

(20227 — 1) = N(2022% — 1) + 20220799 — 1,

ou N est'entier 20227% 4 2022572¢ 4 ... 4 2022b-94,
Comme N € N et 20222794 — 1 = 2022" — 1 < 2022% — 1 (carr € [0,a — 1]), on a,
par unicité, trouvé la division euclidienne de 2022” — 1 par 2022¢ — 1. Comme le reste
de cette division est 2022" — 1:

2022% — 1 divise 2022? -1 & 2022"-1=0 < r =0 < adivise b.
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2) D’apres la division euclidienne précédente, on déduit que :
(20229 — 1) A (20222 — 1) = (2022% — 1) A (20227 — 1)

our = b — qa estle reste de la division euclidienne de b par a.

ATlaide de I'algorithme d’Euclide, on en déduit :
(20220 — 1) A (20224 — 1) = (20229 — 1),
Donc:

(2022° — 1) A (2022% — 1) = 2021 & 20224 —1=2021 & aAb=1.

Le petit théoreme de Fermat est nettement
plus facile a montrer que le grand.



Trigonométrie,

nombres 3
complexes

)
3

e '7 - —i

Les n racines n-iemes de l'unité, pourn = 3,4,5,6,7 et 8
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ES Exercices axés sur le calcul

Linéarisation et antilinéarisation
1) Linéariser sin®(0).

2) Déterminer un polyndme P tel que:

Vo € R, P(cos(@)) = cos(60).

Résoudre de deux fagons I'’équation cos(36) = cos(8) d’'inconnue 6 € R.

1) Montrer que pourt € ]—%, %[ \ {0}:

1 2
tan(t) tan(2t)

tan(t) =

2) Vérifier que pour x € ]—%, %[ \{0}etn e N*:

’Z ik an( ) - Znta;(zin) - tanl(x)'

Soit 8 € R. Calculer les modules et les parties réelle et imaginaire des complexes suivants :

1) z, = 3i(2i — 4), 2) z, =(1+10)} 3) z3= 12:2‘1
elg . . 1+i6
4) Zy = 1131’ 5) Zg = 6219 - e‘e, 6) Zg = 92-142i0"
1
Montrer que pour tout 6 € ]0, |, = 16 = e

1) Préciser i* et en déduire i" puis s, = 1 +1i+i? + --- + i" en fonction de n € N.

2) Soient @ € ]0,2n[etn € N.
Mettre sous forme trigonométrique la somme 1 + e'? + 126 + ... + ei"0,

3) Utiliser le résultat précédent pour retrouver la valeur de s, en fonction de n € N.
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Soientn € N et 8 € R. Exprimer les sommes suivantes sans le symbol X :

n

= (n n
A, = < )cos(k@), B, = ( )sin(k@).
> (: > (:

k=0

Soit j = ei?7/3,

1) Préciser j® et, plus généralement, j* en fonction de n € Z.
2) Calculer 1 +j + j? et, plus généralement, 1 + j™ + j2™ en fonction de n € Z.

3) Préciser les parties réelle et imaginaire de j ainsi que celles de =

Donner la forme trigonométrique de 1 + i.
En déduire une expression simple de (1 + i)™ + (1 —i)" pourn € N.

. ) . .. _ @@+t | -t
Donner les parties réelle et imaginaire de z = a? T ane

1) Déterminer les parties réelle et imaginaire du produit e™/3e~7/4,

2) En déduire tan(m/12).

Racines quatriémes d’'un nombre complexe

Résoudre I'équation d’'inconnue z € C:
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On considére I'équation suivante d’'inconnue z € C:
z3+(1-3)z2—(6—1)z+10i=0 (*)

1) Montrer qu'il existe un unique réel x, que 'on déterminera, solution de (*).

2) Déterminer « et S8 tels que, pour toutz € C:
z34+ (1-3)z%2 — (6 —i)z+ 10i = (z— x)(z% + az + B).

3) Résoudre dans C I’équation (*).

Soit n € N*. Résoudre dans C I'équation (z + )" = (z — i)™

On désigne par w le complexe e'?"/5 et on pose :
a=w+wt et f=w?+wd

1) Justifier 1 + w + w? + w3 + w* = 0 et en déduire les valeurs de a + f3 et de afs.
2) En déduire que a et 8 sont les racines d'un trinéme du second degré que 'on précisera.
3) En déduire cos(2m/5).

Déterminer les solutions de I'’équation d’inconnue z € C :
z°+2z3+2=0.
On donnera les solutions sous leurs formes trigonométriques.

*

On note z, = 3 + iV3 et f la fonction définie sur C par:

1) Préciser f(0) et f(zg).
2) Montrer que, pour tous z; et z, € C, |f(zl) - f(zz)| = |z, — 2|
3) Pour tout z € C tel que f(z) = z, montrer que |z| = |z — z].

4) Soit z un complexe tel que |z]| = |z — z;|.
-iv3

Montrer que z = — S+ z, et enfin que f(z) = z.
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¥} Exercices axés sur le raisonnement

Montrer que pour tout 8 € Rettoutn € N :

| sin(n@)| < n|sin(0)].

Soient w = e™/3 etn € N. Justifier "*+*DE+D) = 1,

Résoudre de deux fagons (soit sous forme algébrique, soit sous forme trigonométrique)
I'équation d’inconnue z € C:
V2 V2
= 7 + 17.
En déduire les valeurs exactes de cos(rr/8), sin(r/8) et vérifier :

72

tan(r/8) = V2 — 1.

Soitf: C—> C,zw z(1 - 2).
1) Déterminer les éventuels points fixes de f c’est-a-dire les z € C tels que f(z) = z.

2) Montrer que si |z - %| < %, alors |f(z) - %' < %

Indication : On pourra utiliser la forme canonique de f(z).

On considere la fonction f définie sur C* par:

) 1 1
f-Z|—>§<z+;>.

1) Déterminer les points fixes de f c’est-a-dire les z € C* tels que f(z) = z.
2) Onnote U l'’ensemble des complexes de module 1.
Déterminer I'image directe de U par f.

Pour z € C\ {1}, montrer 'équivalence :

+z

lz] =1 est un imaginaire pur.
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