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Introduction
par Pierre Wagner
Dans un article de 1930, le philosophe et mathématicien Hans Hahn remarque que la définition d’une philosophie de la logique et des mathématiques a toujours été une question cruciale pour l’empirisme. Toute proposition qui provient de l’expérience est en effet inévitablement affectée d’une part d’incertitude, alors que la logique et les mathématiques en sont précisément dépourvues. Hahn se propose alors d’exposer une conception récente du statut de ces deux sciences qui seule, selon lui, rend possible un « empirisme conséquent1 ». Dans la suite de cet article figurent quelques-unes des formules par lesquelles les commentateurs estiment habituellement pouvoir résumer la philosophie des mathématiques de l’empirisme logique. Selon cette conception, pense-t-on, les mathématiques ne sont rien d’autre qu’une partie de la logique, car les propositions mathématiques peuvent, d’après les empiristes logiques, être déduites dans la logique ; or les propositions de la logique ne sont, selon eux, ni empiriques ni synthétiques a priori, elles sont de pures tautologies qui n’énoncent rien au sujet du monde ; il en va donc de même des propositions mathématiques, qui peuvent en être déduites : leur fonction n’est pas d’exprimer des vérités au sujet d’un domaine d’objets ou d’un ensemble de faits mais d’opérer des transformations tautologiques sur les seules propositions qui aient un contenu factuel, celles des sciences empiriques. Cette fonction serait donc, toujours selon cette conception, purement opératoire.
Dans l’article de 1930, Hahn précise quelles sont, selon lui, les deux principales sources de cette « conception récente » de la logique et des mathématiques : l’idée d’une déduction des mathématiques dans la logique est empruntée aux Principia Mathematica de Russell et Whitehead (dont la première édition remonte aux années 1910-1913 et la seconde paraît en 1925-1927), alors que celle du caractère tautologique des propositions de la logique est tirée du Tractatus logico-philosophicus, paru initialement en 1921 dans la revue Annalen der Naturphilosophie sous son titre allemand, puis en 1922 sous forme de livre. La philosophie des mathématiques de l’empirisme logique résulterait donc d’une combinaison audacieuse de pensées que les membres du Cercle de Vienne auraient extraites de deux conceptions qui étaient, en elles-mêmes, tout à fait incompatibles. Le gain espéré est clair : il s’agit de dépasser l’un des principaux obstacles sur lesquels ont achoppé jusqu’ici les différentes versions de l’empirisme moderne : celui du statut des énoncés mathématiques. Si les mathématiques ne disent rien du monde, en effet, si elles sont vides de contenu, si elles ne sont la description théorique d’aucun domaine d’objets ou de faits, alors se trouve écartée la difficulté que rencontre toute doctrine qui reconnaît, d’une part, que toutes nos connaissances viennent de l’expérience et, d’autre part, que les mathématiques ont une valeur universelle et un caractère de nécessité qui ne sauraient être accordés à aucune connaissance dont l’origine est empirique.
Lorsqu’on la réduit à ces quelques traits, cette conception des mathématiques prête aisément le flanc à la critique. On aurait cependant tort de penser, premièrement, que la philosophie des mathématiques de Hans Hahn puisse être aussi rapidement résumée2 et, deuxièmement, que celle des empiristes logiques se limite aux idées exposées par Hahn dans l’article de 1930. Tout d’abord parce que la conception des mathématiques des empiristes logiques a considérablement évolué dans la période de l’entre-deux-guerres. Ils prirent soin, en effet, de tirer les conséquences de théorèmes fondamentaux comme ceux que Gödel (qui fut l’élève de Hahn) et Tarski démontrèrent dans les années 1930 ainsi que des difficultés rencontrées par les programmes que Russell et Hilbert avaient élaborés pour le fondement des mathématiques ; ils surent également tirer parti des pensées d’auteurs comme Brouwer ou Wittgenstein lorsqu’ils en prirent connaissance. Ensuite, parce que les textes de Carnap, de Frank, de Hahn, de Neurath, de Reichenbach, de Schlick, de von Mises ou de Waismann attestent que ces auteurs ne partageaient les mêmes idées ni sur la question du fondement des mathématiques, ni sur celle des relations entre les propositions des mathématiques et celles des sciences empiriques, ni sur l’importance qu’il convenait d’accorder au problème de l’application au sein d’une philosophie des mathématiques. Enfin, parce qu’ils ne se contentèrent pas de considérations générales sur les mathématiques prises comme un tout mais consacrèrent d’importantes analyses à l’examen de théories particulières comme la géométrie ou le calcul des probabilités, ainsi qu’aux parties de la physique dans lesquelles l’usage des mathématiques soulève des difficultés particulières, comme la théorie de la mesure, la théorie de la relativité ou la mécanique quantique.
L’un des exemples les plus frappants de l’évolution de la pensée des empiristes logiques relativement à la philosophie des mathématiques est donné par la comparaison des textes que Carnap consacre à cette question entre 1928 et 1931 d’une part et, d’autre part, dans La Syntaxe logique du langage dont la première édition, allemande, paraît en 1934. Dans cet ouvrage, en effet, il abandonne la thèse qu’il soutenait encore en 1930 selon laquelle les mathématiques sont une branche de la logique, et il introduit le fameux « principe de tolérance » selon lequel « il ne s’agit pas pour nous de poser des interdits, mais de fixer des conventions. […] En logique, il n’y a pas de morale. Chacun est libre de construire sa propre logique, i.e. sa propre forme de langage comme il le désire3 », principe qui ne vaut pas seulement pour la logique stricto sensu mais également pour les mathématiques. Ce principe n’a pas manqué de soulever un grand nombre d’objections, malheureusement souvent fondées sur des malentendus, mais qui ont également été à l’origine de plusieurs textes profonds et justement célèbres4. Les thèses conventionnalistes des empiristes logiques sont au nombre de celles qui ont été les plus discutées, parce que le conventionnalisme soulève le difficile problème d’une possible caractérisation des propositions des mathématiques par opposition à celles des propositions empiriques, et par conséquent aussi celui des rapports entre mathématiques et expérience5. Afin de ne pas réduire les idées des empiristes logiques à ce qu’elles ne sont pas, il importe en tout cas de distinguer plusieurs formes de conventionnalisme et de souligner que, sur ce point comme sur la philosophie des mathématiques, leur pensée a connu une évolution6.
L’un des exemples les plus marquants des divergences de vue qui existaient entre les empiristes logiques eux-mêmes est fourni par la question de l’interprétation du calcul des probabilités. D’un point de vue purement mathématique, ce calcul peut être exposé sous une forme axiomatique. Les théorèmes sont alors des conséquences logiques des propositions posées initialement comme axiomes, et ils n’ont à ce titre aucune signification physique ou empirique. Or, de fait, le calcul est appliqué à la fois dans les sciences et au sujet de situations de la vie courante. Le mot « probabilité » peut alors être pris en des sens très divers : il qualifie tantôt les résultats d’une étude statistique, tantôt un degré de croyance subjective, tantôt une prévision, tantôt le degré de confirmation d’une hypothèse au vu de résultats expérimentaux, etc. Se pose donc le problème de l’interprétation de ce terme, déterminé à la fois par un système d’axiomes mathématiques et par des usages divers, dans l’expérience. Pour les empiristes logiques, la difficulté était de trouver une interprétation qui fût à la fois cohérente, conforme au calcul lui-même et en accord avec les principes de l’empirisme. Reichenbach et von Mises défendaient des variétés distinctes d’une famille d’interprétations dite « fréquentiste », selon laquelle la probabilité d’un événement particulier est toujours déterminée par rapport à une série d’événements à laquelle il appartient. Cette probabilité est alors définie comme la limite de la fréquence relative de cet événement dans la série en question lorsque le nombre d’événements de cette série tend vers l’infini7. À cette interprétation fréquentiste du concept de probabilité, qui n’était pas sans soulever certaines difficultés, Waismann et Schlick opposèrent une interprétation logique inspirée de von Kries et de Wittgenstein qui conçoit d’une tout autre manière les relations entre le calcul mathématique des probabilités et l’expérience8. Sur cette question, les discussions se poursuivirent bien au-delà de la période de l’entre-deux-guerres qui nous occupe dans le présent ouvrage.
La théorie de la relativité est certainement celle qui fut à l’origine des plus abondantes réflexions que les empiristes logiques menèrent sur l’interprétation des développements récents de la science. Cette théorie apportait de nouveaux éclairages sur la question des rapports entre physique et géométrie, ainsi que de nouveaux arguments pour l’évaluation de la pensée d’auteurs comme Kant, Helmholtz ou Poincaré. Ici encore, les empiristes logiques cherchèrent, à la lumière de la théorie de la relativité, une conception des relations entre la géométrie mathématique et les données de l’expérience qui pût rendre compte de la fonction de cette géométrie au sein de la physique sans devoir recourir à des principes métaphysiques ou à une intuition a priori. Ils firent appel pour cela à l’idée d’une définition simultanée de plusieurs concepts par un système d’axiomes, idée qui avait été mise en œuvre par Hilbert en 1899 dans le cas particulier de la géométrie (dans ses Grundlagen der Geometrie) et à laquelle Schlick eut recours pour l’élaboration de sa Théorie générale de la connaissance. Encore fallait-il pouvoir rendre raison de l’application à la réalité, ou du moins aux sciences empiriques, des concepts ainsi définis par un système d’axiomes, concepts qui, en tant que tels, ne se distinguaient nullement d’un système de concepts purement mathématiques. Schlick, Reichenbach et Carnap proposèrent des solutions variées qui reposaient toutes néanmoins sur l’idée d’une coordination [Zuordnung], c’est-à-dire d’une mise en correspondance dont la fonction était de donner aux systèmes de concepts axiomatiquement définis un ancrage dans la « réalité empirique », quelle que soit l’interprétation que ces auteurs aient pu donner, au sein de leur philosophie, de cette dernière expression.
On voit que la pensée des empiristes logiques relativement à la question des rapports entre mathématiques et expérience est beaucoup plus complexe qu’on ne le dit généralement, et qu’il était nécessaire d’en proposer une réévaluation. L’empirisme logique est souvent présenté comme une doctrine dont l’importance historique pour le développement et l’institutionnalisation de la philosophie des sciences au cours du XXe siècle est indéniable mais dont les thèses principales ont été réfutées par des philosophes qui, ayant pris appui sur elle, s’en sont servis pour mieux la dépasser9. Aussi les critiques de l’empirisme logique ne manquent-elles pas, et l’on peut même dire qu’elles ont fini par former une sorte de tradition, pour ne pas dire d’exercice rituel. On perçoit cependant mieux, aujourd’hui, qu’une grande partie de ces critiques étaient fondées sur une compréhension insuffisante de la pensée des auteurs visés, parfois liée à une méconnaissance des textes dont certains étaient peu connus ou difficilement accessibles, surtout pour le lecteur francophone. Depuis maintenant un peu plus de vingt ans, un très important travail d’édition, de traduction, de relecture et de réinterprétation a été mené, en France comme dans d’autres pays d’Europe et aux États-Unis, ouvrant la voie à une redécouverte de l’empirisme logique10. L’intention générale de cette forme de réhabilitation n’est évidemment pas de prétendre que l’empirisme logique tel qu’il a été conçu dans la période de l’entre-deux-guerres pourrait devenir, pour nous, la philosophie de l’avenir, mais de montrer que nous avons beaucoup plus à apprendre de ces auteurs qu’on ne l’a cru dans le passé, et qu’il est particulièrement important pour nous d’en proposer une évaluation juste et objective, fondée sur une connaissance précise des textes, afin de comprendre aussi précisément que possible la valeur et les limites d’une pensée qui est toujours restée au plus près des sciences et des savoirs positifs de son époque. Il ne s’agit donc pas, comme le lecteur pourra s’en apercevoir, de la défense et illustration d’un groupe de philosophes mais d’une évaluation qui reprend certaines questions classiques et ouvre en même temps la voie à de nouvelles critiques. Par exemple : comment expliquer l’extraordinaire fécondité des mathématiques dans les sciences empiriques si celles-ci ne disent rien de la réalité ? Les empiristes logiques ont-ils pris en considération les résultats proprement mathématiques – par opposition à ceux de la logique – et la pensée mathématique de leur temps ? Ont-ils su proposer une interprétation satisfaisante de la théorie de la relativité, de la mécanique quantique, de la théorie de la mesure, du calcul des probabilités et, plus généralement, de la question de l’application des mathématiques ?
Nous proposons ici de mettre l’empirisme logique à l’épreuve sur une question centrale pour cette philosophie : celle des relations entre mathématiques et expérience.

1- Hans Hahn (1930), « Die Bedeutung der wissenschaftlichen Weltauffassung, insbesondere für Mathematik und Physik » [La signification de la conception scientifique du monde, en particulier pour les mathématiques et la physique]. Ici et dans la suite de l’ouvrage, les références sont indiquées en abrégé dans les notes, et de manière plus complète dans la bibliographie générale placée en fin de volume.

2- Une étude récente a montré au contraire qu’elle était beaucoup plus subtile et complexe que ce qu’on en dit généralement. Cf. Thomas Uebel (2005), « Learning logical tolerance : Hans Hahn on the foundations of mathematics ».

3- Rudolf Carnap (1934), Logische Syntax der Sprache, § 17, p. 44-45, tr. angl. p. 51-52.

4- Cf. par exemple Quine (1960), « Carnap and logical truth » et Gödel (1995), « Is mathematics syntax of language ? ».

5- Schlick, par exemple, discute des thèses conventionnalistes dans les deux textes suivants : Schlick (1915), « Die philosophische Bedeutung des Relativitätsprinzip » [La signification philosophique du principe de relativité] et Schlick (1936), « Les lois de la nature sont-elles des conventions ? ».

6- Sur l’évolution de la philosophie des mathématiques dans l’empirisme logique, cf. Warren Goldfarb (1996), « The philosophy of mathematics in early positivism ».

7- Cf. Hans Reichenbach (1933), « Les fondements logiques du concept de probabilité ».

8- Cf. Friedrich Waismann (1930), « Logische Analyse des Wahrscheinlichkeitsbegriff » [Analyse logique du concept de probabilité] et Moritz Schlick (1936), « Gesetz und Wahrscheinlichkeit » [Loi et Probabilité].

9- On trouvera un échantillon représentatif de ces critiques de l’empirisme logique dans la seconde moitié du XXe siècle dans Pierre Jacob (éd.) (1980), De Vienne à Cambridge. L’héritage du positivisme logique de 1950 à nos jours. Nous ne parlons pas des auteurs qui, croyant avoir réfuté cette philosophie, ne l’ont tout simplement pas comprise, ni de ceux qui n’ont pas cru devoir prendre la peine d’examiner la pensée de ses représentants.

10- Parmi les traductions françaises récentes ou à venir, citons Schlick, Questions d’éthique, et Waismann, Volonté et motif, 2000 ; Carnap, La Construction logique du monde, 2002 ; Schlick, Forme et contenu, 2003 ; Laugier et Wagner (éds.), Philosophie des sciences, vol. 1, 2004 ; Bonnet et Wagner (éds.), L’Âge d’or de l’empirisme logique, 2006 ; Schlick, Théorie générale de la connaissance, à paraître ; Carnap, La Syntaxe logique du langage, à paraître.





I
À la recherche d’une philosophie
des mathématiques


Mathématiques, analyticité et applicabilité
Carnap 1927-1937
par Fabrice Pataut
Introduction
Je voudrais aborder ici deux genres de questions, l’un plus histo-rique que l’autre. Premièrement : comment Carnap concevait-il l’analyticité entre 1927 et 19371 ? Deuxièmement : quel rapport entretient chaque manière carnapienne de la concevoir avec le fait que les mathématiques sont applicables ? En particulier, l’une d’entre elles nous aide-t-elle à rendre compte de l’applicabilité mieux qu’une autre ? Ou bien y a-t-il au contraire, soit en règle générale, soit dans un cas particulier d’analyse, une incompatibilité entre analyticité et applicabilité ?
Certains philosophes pensent qu’il y a un dilemme fondamental à propos des rapports entre analyticité et applicabilité, ou analyticité et expérience, surtout si les propositions analytiques ou analytiquement vraies doivent être considérées comme nécessaires ou nécessairement vraies, car il pourrait alors sembler que, si ladite nécessité des mathématiques est transcendante ou absolue, la possibilité de leur application est tout à fait mystérieuse, et que si elle nous est au contraire relative (si elle est de notre fait, le résultat de nos constructions ou de nos conventions linguistiques), les mathématiques, bien qu’applicables, le sont à nos représentations du monde et non pas au monde lui-même2.
Ou bien encore, et pour revenir au cas particulier de Carnap, les analyses carnapiennes restent-elles absolument indifférentes à la question de savoir comment il faut rendre compte de l’applicabilité des mathématiques, ou de savoir comment les mathématiques appliquées sont possibles, et ne nous donnent-elles tout simplement aucun élément pour nous prononcer ?
De nombreux auteurs (par exemple Goldfarb et Coffa, mais également, tout au moins implicitement, Jacob3) divisent l’évolution des positivistes logiques sur toutes les questions ayant trait aux mathématiques, la question de l’applicabilité ou du rapport à l’expérience incluse, en trois périodes. Je m’en remettrai à cette division sans en contester la pertinence ou la validité historique dans son application générale à l’ensemble des philosophes rassemblés autour du Cercle de Vienne. Pour ce qui nous concerne ici, elle a l’avantage pratique de correspondre d’assez près aux étapes décisives de la pensée de Carnap sur le sujet qui nous intéresse, à savoir la nature du rapport entre les mathématiques et ses domaines d’application.
La première période relève de ce qu’on a appelé le proto-positivisme logique4. C’est celle qui précède la publication de la Conception scientifique du monde5 en 1929. La deuxième, qui couvre le tout début des années 1930, est caractérisée par une confrontation avec le Tractatus publié une dizaine d’années plus tôt6. La troisième, enfin, est très largement marquée par Carnap lui-même, à savoir, d’une part, par la publication de La Syntaxe logique du langage et de sa version augmentée en traduction anglaise7 et, d’autre part, par celle du long article « Testability and Meaning8 ».

Rappels kantiens
Deux positions caractéristiques émergent au cours de la première période chez les philosophes positivistes : le déni de l’existence de jugements et de vérités synthétiques a priori, et l’idée que les mathématiques, dont les jugements sont déterminés synthétiques a priori par Kant, à l’instar de tous ceux des sciences théoriques de la raison qui en contiennent comme principes (mathématique, science de la nature [physica] et métaphysique), sont en réalité analytiques9.
Schlick, par exemple, adopte cette double position dès 191010 et jusque dans la deuxième édition de l’Allgemeine Erkenntnislehre [Théorie générale de la connaissance] (1re éd. 1918, 2e éd. 1925). Une partie du problème envisagé – qui n’est pas, ou pas seulement, de nature terminologique – est de savoir ce qu’il faut entendre exactement par « analytique », l’opposition à Kant ne requérant nullement qu’il faille entendre l’analyticité en termes de sujet, de prédicat et d’inclusion11.
Est analytique au sens kantien tout jugement où est pensé le rapport d’un sujet à un prédicat tel que le prédicat appartient au sujet comme quelque chose qui est contenu implicitement (versteckter Weise : « de manière cachée ») dans son concept12 ; « [a]insi [précise Kant] les jugements (les affirmatifs) sont analytiques quand la liaison du prédicat au sujet y est pensée par identité13 ». Dans le deuxième livre de l’« Analytique transcendantale », Kant souligne, dans le chapitre consacré aux principes de l’entendement pur, que la vérité d’un jugement analytique (affirmatif ou négatif) doit pouvoir être reconnue grâce à l’usage positif du principe de contradiction. Le principe lui-même est énoncé à la manière d’un critère négatif de toute vérité : « À nulle chose ne convient un prédicat qui la contredise. » Son usage négatif consiste à éviter l’erreur, dans la mesure où celle-ci relève de la contradiction, autrement dit, comme le fait valoir Kant, à faire entièrement disparaître les prétentions à la connaissance considérées indépendamment de leur contenu. Son usage positif consiste à reconnaître la vérité de jugements dans lesquels un prédicat est nécessairement affirmé d’un objet, autrement dit de jugements dans lesquels on doit affirmer qu’un objet tombe sous un concept (« pour la raison que son contraire serait contradictoire à cet objet14 »).
L’analyticité d’un jugement vrai de la forme sujet-prédicat tient dans le fait que sa vérité doit être reconnue d’une certaine manière, à savoir en s’en tenant strictement au concept du sujet. On peut donc comprendre l’analyticité en termes d’un rapport entre vérité et reconnaissance de la vérité pour les jugements de cette forme ; ou, plus précisément, en termes des modalités d’une telle reconnaissance, en termes de ce qu’il faut et suffit de faire pour que nous puissions attribuer légitimement à ces jugements la valeur de vérité « vrai ». Si le jugement doit être affirmatif, il suffit d’ajouter par explicitation ce qui est déjà pensé dans le concept du sujet. S’il doit être négatif, il suffit d’exclure ce qui ne peut, sous peine de contradiction, être pensé dans ce concept. Sans trahir Kant, et bien que ce ne soit pas là une manière kantienne de s’exprimer, nous pourrions concevoir ces deux modalités de la reconnaissance comme des tests de l’analyticité, qu’il suffit d’effectuer pour déterminer en un temps fini (et même relativement court) si un jugement donné est analytique ou non : à savoir en recourant, négativement ou positivement, au principe de contradiction, principe suprême de tous les jugements analytiques, et en tirant les conclusions qui s’imposent.

Définitions implicites vs définitions explicites, concepts impropres vs concepts propres
La critique de Carnap15 dirigée contre l’argument antikantien de Schlick en faveur de l’analyticité des mathématiques nous renseigne sur le rôle que la distinction entre définitions implicites et définitions explicites peut jouer dans la démarcation de l’analytique du non-analytique.
Schlick16 s’en remet à la notion hilbertienne de définition implicite pour définir les concepts primitifs de la théorie des nombres17. La méthode recommandée et employée pour proposer une alternative au point de vue kantien consiste « à simplement stipuler que les concepts primitifs ou de base doivent être définis par le seul fait qu’ils satisfont les axiomes18 ».
Cela conduit Schlick à déclarer contre Kant, sans prémisses supplémentaires, que les mathématiques sont analytiques. Qu’elles le soient est du point de vue de Schlick quelque chose qui a strictement à faire avec la manière dont nous obtenons les propositions mathématiques, à savoir en tirant des conséquences des axiomes que les concepts primitifs définis implicitement satisfont, par des moyens purement syllogistiques de la forme Barbara. Notons que, comme dans le cas kantien, on pourra tester ou vérifier en un temps fini (et même relativement court) qu’on a effectivement obtenu de cette manière une proposition analytique ; non pas, cette fois-ci, parce qu’on aura ajouté par explicitation, ou au contraire exclu pour éviter la contradiction, mais parce qu’on aura tiré des conclusions à partir des axiomes, à l’aide de définitions implicites et d’inférences syllogistiques formellement valides.
La critique de Carnap porte en cette instance sur la notion de concept à laquelle on recourt ici pour formuler un critère d’analyticité, ou pour faire valoir que les mathématiques sont analytiques au sens kantien19. Elle consiste à faire valoir que l’introduction d’un concept à la Schlick, par le biais d’une définition implicite, ne peut entièrement légitimer son emploi. Ce défaut dans l’usage visé ou attendu des concepts, dont on veut qu’ils réalisent un système d’axiomes et qu’ils aient un contenu par contact avec la réalité empirique20, se manifeste sous plusieurs aspects, ou présente plusieurs symptômes, a des conséquences identifiables et reçoit une explication qui, comme le note Goldfarb21, rappelle la critique dirigée par Frege contre les définitions implicites de Hilbert22.
Nous pouvons nous aider d’un tableau pour représenter les différents éléments de la critique de Carnap, en rappelant le rôle que joue la notion de définition implicite dans la distinction qui occupe Carnap en 1927, entre concepts propres et concepts impropres23.
Dans quelle mesure Carnap est-il ou reste-t-il ici frégéen ? Nous pouvons résumer brièvement la situation de la manière suivante24. Lorsque Carnap critique l’analyse que propose Schlick de l’analyticité des mathématiques, il le fait, entre autres, en objectant que l’extension des concepts impropres est indéfinie. La critique est générale : elle s’applique indifféremment au cas des concepts « réels » et à celui des concepts formels. On pourrait dire que, pour Frege également, dans le cas de l’arithmétique, une définition du nombre, en tant qu’elle est explicite, doit nous permettre de dire si tel ou tel objet est un nombre, ou de n’importe quel objet s’il en est un. Malgré l’insistance de Carnap sur l’importance et la valeur des définitions explicites, il n’y a là qu’une parenté ou une similarité superficielle avec Frege. Frege parle d’objets en un sens catégorial : le fait que la définition du nombre doive nous permettre de déterminer, pour n’importe quel objet, s’il est, oui ou non, un nombre exclut le genre de possibilité envisagée par Carnap dans le cas des concepts, à savoir que des concepts implicitement définis puissent néanmoins recevoir un contenu par la construction de concepts qui seront, eux, explicitement définis et qui fourniront, en tant que tels, une réalisation du système d’axiomes dans lesquels on a introduit les premiers par définition implicite.
[image: tableau]
Bien évidemment, pour Frege, il n’y a pas d’axiomes de l’arithmétique ; l’arithmétique se fonde uniquement sur les lois de la logique. On ne peut, de ce point de vue, exprimer de pensées vraies au sujet de l’arithmétique, et à propos d’objets arithmétiques, à l’aide d’axiomes arithmétiques. Mais ce qui compte ici, en ce qui concerne le contraste avec Carnap, est que, même s’il y avait de tels axiomes, il ne suffirait pas, pour le partisan des définitions explicites qu’est Frege, qu’on en construise une interprétation, ou qu’on en offre une certaine réalisation. Il faudrait également que l’interprétation soit « attendue », que l’on soit certain que l’on parle bien des nombres eux-mêmes, de zéro lui-même et de la fonction successeur elle-même, et non pas d’objets qui seraient, entre autres, arithmétiques, qui le seraient en quelque sorte de manière tout à fait contingente25.
Chez Carnap, au contraire, tout concept implicitement défini peut être remplacé par un concept qui l’est explicitement ; et lorsque les variables sont remplacées par les constantes, nous pouvons obtenir une théorie avec un contenu de connaissance.
Cette disparité avec Frege montre assez clairement que Carnap, malgré l’importance accordée aux définitions explicites, ne peut hériter du point de vue frégéen sur l’applicabilité des mathématiques. La raison est qu’il est difficile de comprendre comment on pourrait à la fois donner un contenu à des concepts implicitement définis à l’aide de concepts qui le sont explicitement, pour la seule raison qu’ils réalisent le système d’axiomes dans lequel les premiers ont été introduits, et avoir en même temps des propositions mathématiques qui expriment une pensée au sens frégéen.
L’idée qu’une formule mathématique doit exprimer une pensée pour pouvoir être applicable est clairement exposée par Frege dans la troisième partie des Grundgesetze26 à l’occasion de sa critique du formalisme, à l’aide de l’argument suivant :
	PRÉMISSE 1	L’application d’un théorème mathématique est une instance d’inférence déductive.
	PRÉMISSE 2	On ne peut inférer déductivement qu’à partir d’une pensée vraie.
	CONCLUSION	Une formule doit exprimer une pensée vraie pour pouvoir être applicable.



Dans le genre d’instances d’inférences déductives que sont les applications, les prémisses doivent être plus générales que la conclusion. Frege remarque, à propos des nombres réels conçus comme rapports (ratios) entre des quantités, que la même proportion ou le même rapport entre deux quantités (le même nombre) peut être instancié dans de nombreux cas de nature distincte : en connexion avec des longueurs, des durées temporelles, ou des moments d’inertie. Les applications de la théorie des nombres n’en sont pas pour autant hétérogènes27. L’arithmétique ne doit pas s’occuper de ses applications, même au cas où celles-ci ne dépendraient nullement de lois contingentes, car, en tant qu’applications, elles impliquent des concepts comme celui de longueur, qui appartient à la géométrie, ou celui de masse, qui appartient à la physique, autrement dit des concepts hétérogènes ressortissant aux sciences particulières.
C’est bien la question du sens et de la détermination du sens des propositions arithmétiques qui est ici en jeu. Si l’applicabilité ou l’application effective pouvait servir à déterminer de manière intrinsèque le sens des propositions arithmétiques, comme c’est le cas chez Mill (critiqué dans les Grundlagen) et de Helmholtz (critiqué dans des Grundgesetze), ces propositions seraient non pas analytiques mais synthétiques.
Frege défend sur ce point les quatre thèses suivantes :
 
	(i) Le sens des propositions arithmétiques n’est pas donné par leur application28.

	(ii) Toute application d’une proposition arithmétique réduit sa généralité en introduisant un élément particulier qu’il faudra substituer à un autre dans une autre application29.

	(iii) L’applicabilité appartient nécessairement à l’arithmétique30.

	(iv) La question de la vérité d’une proposition et celle de son applicabilité sont tout à fait distinctes. Je peux très bien reconnaître la vérité d’une proposition sans savoir du tout si une quelconque application peut en être faite31.


 
Comme le note Dummett32, il semble que Frege traite l’applicabilité des mathématiques comme intrinsèque aux mathématiques lorsqu’il critique le formalisme (on ne peut appliquer la position d’une pièce sur un échiquier) et comme extrinsèque lorsqu’il critique l’empirisme de Mill et de Helmholtz (la généralité est perdue dans l’application). Ce qui doit faire partie du sens des propositions de manière intrinsèque est non pas telle ou telle application particulière, mais le principe général gouvernant la possibilité de toutes les applications. Il ne suffit pas, à ce propos, que les concepts arithmétiques fondamentaux soient définis (explicitement, bien sûr), de manière que la possibilité de leur application soit prouvable après coup. Si, comme le pense Frege, l’application appartient nécessairement à l’arithmétique, les définitions de ces concepts doivent exprimer ou exhiber cette capacité de manière explicite. Dans le cas des réels examiné par Frege, l’arithmétique doit s’occuper de la notion générale de quantité, autrement dit de la notion qui sous-tend tous les usages particuliers des réels dans des opérations de mesure.
Enfin, un dernier élément, qui nous oblige à penser que la critique carnapienne de l’analyticité selon Schlick ne conduit pas à une position frégéenne, est que Carnap traite – il est vrai en passant33 – les expressions pour les concepts logiques utilisés dans les définitions des notions arithmétiques (les « concepts formels ») comme des « signes intermédiaires », qui ne correspondent à rien en réalité, mais donnent simplement la forme de l’assertion.

Tautologies
Consécutivement à l’article de 1927, dans La Construction logique du monde (1928) et au tout début des années 193034, sous l’influence de la lecture de Wittgenstein, Carnap développe et défend l’idée que les mathématiques, en tant qu’elles sont une branche de la logique, sont tautologiques35.
Il est utile de distinguer la position de Carnap de celle des positivistes logiques comme Schlick, Hahn ou Waismann, qui défendent également, d’une manière qui leur est propre, l’idée que les mathématiques sont « vides ». On pourra à ce propos isoler plusieurs aspects de la thèse, disons, générale, selon laquelle les mathématiques n’ont pas de contenu, ou plusieurs manières de la faire valoir36 :
 
	(i) La logique et (par voie de conséquence) les mathématiques concernent non pas le monde, mais la manière dont nous en parlons ou voulons en parler, soit que :
	(i-a) leurs propositions indiquent comment une chose que nous disons à propos du monde peut être dite d’une autre manière37, soit que :

	(i-b) leurs propositions indiquent comment un état de choses que nous avons désigné d’une certaine manière peut l’être d’une manière différente38.



	(ii) Les propositions de la logique et des mathématiques ne disent rien des objets dont nous voulons parler parce qu’« elles ne disent rien de l’existence ou de la nature de quoi que ce soit, mais exhibent plutôt le contenu de nos concepts, autrement dit la manière dont nous employons les mots de notre langage, ou le mode sur lequel nous le faisons39 ».

	(iii) Les propositions de la logique et (par voie de conséquence) des mathématiques n’ont pas de contenu, soit que :
	(iii-a) on ne puisse ni les vérifier ni les infirmer faute d’« a priori matériel », autrement dit faute d’une connaissance pure des faits grâce à laquelle nous pourrions prévoir à l’avance les résultats de nos observations40, soit que :

	(iii-b) elles soient vraies « de manière vide », ou « quelles que soient les circonstances », ce qui est une manière de dire qu’elles ne le sont pas au sens ordinaire dans la mesure où elles ne décrivent aucun domaine d’objets ou ne se rapportent à aucun.




 
Carnap, à la différence de Hahn ou de Schlick, ne fait pas appel à l’idée que la conception tautologique des mathématiques est le seul moyen d’assurer la cohérence de l’empirisme, ou de rendre l’empirisme compatible avec l’existence d’un domaine formel, de manière que notre connaissance soit ou bien factuelle et, en tant que telle, entièrement circonscrite dans le domaine de l’expérience, ou bien tautologique, et ne puisse, du coup, aller au-delà du domaine de l’expérience.
Deux éléments caractérisent les tautologies dans l’optique de Carnap : les tautologies sont « vraies quelles que soient les possibilités », et le contraste entre ce qui rendrait une proposition vraie et ce qui la rendrait fausse n’existe pas pour les tautologies. Il faut en conclure que « [l]a logique (mathématiques incluses) consiste seulement en conventions portant sur l’usage des symboles, et en tautologies fondées sur ces conventions. Les symboles de la logique (et des mathématiques) ne désignent donc pas des objets ; ils servent seulement à fixer symboliquement ces conventions41 ». C’est cette nature conventionnelle que Carnap retient comme ce qui donne corps à l’idée que les tautologies sont vraies quelles que soient les possibilités, sans invoquer l’empirisme ou ses desiderata comme prémisses.

Objections gödéliennes
Qu’en est-il du rapport entre les propositions mathématiques comme tautologies et les domaines d’applications des mathématiques, ou ce que Carnap appelle le « noyau de la science » ? Nous pouvons tenter d’envisager cette question en regardant la manière dont Gödel a critiqué la conception syntaxique des mathématiques développée par Carnap dans La Syntaxe logique du langage. Comme le remarque Goldfarb42, si La Syntaxe logique du langage est la réalisation technique effective de l’idée selon laquelle les mathématiques sont tautologiques – et, pourrait-on ajouter, de l’appropriation au cas des mathématiques de la conclusion wittgensteinienne selon laquelle les propositions logiques, ne disant rien, sont les propositions analytiques43 –, alors l’argumentation gödélienne s’attaque aux deux conceptions linguistiques des mathématiques défendues par Carnap. Elle s’attaque à la conception philosophique esquissée au début des années 1930 sous l’influence de la lecture du Tractatus, qui contient des éléments qui la distinguent des positions de Hahn, de Schlick et de Waismann, et elle s’attaque également à la conception pleinement développée par Carnap dans La Syntaxe logique du langage, selon laquelle :
[…] la validité des théorèmes mathématiques consiste uniquement dans le fait qu’ils sont des conséquences de certaines conventions syntaxiques concernant l’usage des symboles, et non pas dans le fait qu’ils décrivent des états de choses dans un certain domaine (realm) d’objets44.

Gödel avance deux arguments contre le projet carnapien de montrer que les mathématiques sont un système de phrases auxiliaires sans contenu ou objet, et je me propose maintenant d’envisager les deux types de questions posées au début de l’introduction en les prenant en compte.
Le premier argument concerne la réalisation technique de la conception linguistique des mathématiques et prend appui sur le deuxième théorème d’incomplétude. Nous pouvons l’exprimer de la manière suivante :
PREMIER ARGUMENT GÖDÉLIEN45

	PRÉMISSE 1	Une règle concernant la vérité des phrases peut être dite « syntaxique » si, et seulement si, il est clair de par sa formulation, ou bien si l’on peut d’une manière ou d’une autre savoir par avance, qu’elle n’implique ni la vérité ni la fausseté d’aucune phrase « factuelle » (c’est-à-dire d’aucune phrase dont la vérité, de par les règles sémantiques du langage, dépend de faits extra-linguistiques).
	PRÉMISSE 2	Cette condition ne peut être réalisée que si la règle syntaxique est cohérente. (Dans le cas contraire, la règle impliquera toutes les phrases, y compris les phrases factuelles.)
	PRÉMISSE 3	Deuxième théorème d’incomplétude : si P est cohérent, alors la formule qui exprime que P est cohérent dans le symbolisme de P est indémontrable dans P46.
	CONCLUSION 1 	Nous devons faire appel à des mathématiques non « capturées » par la règle en question pour légitimer la règle.
	CONCLUSION 2	Les mathématiques ne sont pas un système de phrases auxiliaires sans contenu ou sans objet.



Le deuxième argument réfute non seulement la thèse selon laquelle les mathématiques n’ont pas de contenu, dans l’élaboration technique particulière offerte par La Syntaxe logique du langage, mais vise également l’idée que l’on peut se dispenser des mathématiques, que le contenu mathématique des théories auxquelles les mathématiques s’appliquent est superfétatoire. L’argumentation gödélienne pourrait ici s’appliquer à des tentatives de nominalisation des théories physiques, du genre proposé par Field47.
Nous pouvons distinguer deux étapes dans l’argumentation de Gödel. Dans un premier temps, Gödel expose les faiblesses des présupposés inhérents aux prémisses d’un argument qui permettrait de conclure que les mathématiques sont dénuées de contenu. Il met en cause l’arbitraire de la définition carnapienne de contenu fondée sur la relation de conséquence logique, selon laquelle toutes les phrases logiquement équivalentes ont par définition le même contenu :
ARGUMENT POSITIVISTE FONDÉ SUR LA CONCEPTION TAUTOLOGIQUE DES MATHÉMATIQUES48

	PRÉMISSE 1	Tout contenu (ou : tout fait) est empirique. Tout fait est un fait synthétique à propos des sensations.
	PRÉMISSE 2	Les propositions mathématiques sont valides indépendamment des faits empiriques. Elles sont « vraies quelles que soient les possibilités », selon l’expression de Carnap.
	CONCLUSION	Les propositions mathématiques n’ont pas de contenu.



La faiblesse de l’argument positiviste repose bien entendu sur l’identification erronée et réfutable de tout contenu avec le contenu empirique. Contrairement aux propositions empiriques, fait valoir Gödel, les propositions mathématiques ont un contenu conceptuel : elles sont vraies en vertu des concepts qui y figurent, vraies en tant qu’elles expriment les propriétés des concepts grâce auxquels nous décrivons les structures étudiées par les théories exprimées dans un langage mathématique, par exemple les théories physiques. La PRÉMISSE 1 de l’argument n’est donc rien de plus qu’une pétition de principe. Ce qui est remarquable, en ce qui nous concerne ici, est que l’argument proposé par Gödel contre la conception positiviste met spécifiquement en jeu l’applicabilité des mathématiques. L’idée selon laquelle les mathématiques, pour autant qu’elles sont cohérentes, sont compatibles avec toutes les expériences sensorielles possibles se trouve réfutée par le fait que les lois de la nature sans les mathématiques appliquées n’ont pas plus de contenu que les mathématiques appliquées sans les lois de la nature.
À ce propos, le deuxième argument gödélien fait directement valoir que seules les lois de nature avec les mathématiques ont des conséquences que l’on peut vérifier par l’expérience sensorielle (en un sens large, qui inclut les observations fondées sur les données fournies par les instruments de mesure). Il serait par conséquent tout à fait arbitraire de confier la totalité du contenu (to place all content) aux lois de la nature, ces lois étant, qui plus est, conçues ici de manière fautive, c’est-à-dire abstraction faite de tout contenu mathématique :
DEUXIÈME ARGUMENT GÖDÉLIEN49
(Contre la conception positiviste des relations entre propositions mathématiques et lois de la nature)

	PRÉMISSE 1	Les théories de la nature sont construites de manière que la contribution des mathématiques à ces théories est inséparable de leurs lois empiriques.
	CONCLUSION 1	Les lois de la nature sans les mathématiques sont sans contenu.
	CONCLUSION 2	Les lois de la nature sans les mathématiques n’ont pas de conséquences empiriques.



Le projet de nominalisation des théories physiques envisagé par Field tombe également sous le coup de cette critique : un nominaliste ayant montré que les relations entre entités acceptables d’un point de vue physicaliste correspondent à des relations entre entités mathématiques par isomorphisme représentatif n’a pas vraiment plaidé la cause de la séparabilité des entités du premier genre, quand bien même leur statut ontologique et épistémologique serait jugé préférable à celui des entités du deuxième genre, pour la raison qu’elles sont « accessibles » conformément à des critères étroitement empiristes, ou bien compatibles avec une explication de la fiabilité de nos croyances mathématiques.
Si Gödel a raison de penser qu’on ne peut ainsi séparer les ingrédients mathématiques des ingrédients non mathématiques dans les propositions des mathématiques appliquées, il semble que nous devions abandonner purement et simplement la manière carnapienne ou positiviste d’expliquer les rapports entre les mathématiques et ses domaines d’application.
Notons que la conception nominaliste de Field est aussi en défaut sur ce point, car l’application d’une théorie mathématique au monde de la nature, par exemple l’arithmétique des entiers naturels, est conçue dans ce cadre comme une opération qui nous permet de passer de prémisses ne contenant ni référence à des objets mathématiques, ni quantification sur de tels objets à des conclusions qui n’en contiennent pas non plus, à l’aide des mathématiques ; ou, pour reprendre la formulation de Field50, qui nous permet de passer de prémisses énonçables dans un langage nominaliste à des conclusions qui le sont également. Cette opération d’application d’entités mathématiques pures (les entiers naturels) est effectuée à l’aide d’entités mathématiques impures, c’est-à-dire de fonctions qui associent des objets physiques aux objets mathématiques.
Au moins deux possibilités s’offrent à nous. Nous pouvons, à la Quine, rejeter catégoriquement la distinction analytique/synthétique, ou bien nous pouvons chercher à concevoir la connaissance et la validité mathématiques sans les contraintes imposées par l’empirisme. Gödel choisit bien entendu la seconde voie. Il ne sera pas inutile, en guise de conclusion, d’évaluer ce que Carnap aurait pu répondre aux objections de Gödel sur la question cruciale des rapports entre stipulations syntaxiques et conséquences empiriques.

Conclusion
Nous avons posé la question de savoir si la conception carnapienne de l’analyticité développée dès le milieu des années 1920, et culminant avec la publication de La Syntaxe logique du langage au milieu des années 1930, livre une explication satisfaisante de l’applicabilité des mathématiques. Les objections gödéliennes nous permettent de donner une réponse négative à cette question.
Un des avantages indéniables du projet syntaxique de Carnap et des objections gödéliennes qui s’y appliquent est la précision avec laquelle la faisabilité d’un projet de philosophie empiriste des mathématiques peut être évaluée.
On fait parfois comme si l’applicabilité des mathématiques « au monde » était un cas particulier, ou constituait l’un des aspects spécifiques du phénomène plus général d’acquisition de connaissances sur ce qui nous entoure (« le monde ») à l’aide de moyens abstraits, formels ou symboliques ; en tous les cas, à l’aide de moyens irréductiblement non empiriques (quand bien même on voudrait être généreux avec l’extension du terme « empirique »), autrement dit à l’aide de moyens qui ne sont pas, eux, « du monde ».
Plus précisément, on fait parfois comme si le défi à relever pour rendre compte philosophiquement de l’applicabilité des mathématiques était un cas particulier du défi philosophique beaucoup plus général de savoir comment nous devons rendre compte du fait qu’un langage (naturel ou formel) puisse servir à véhiculer une information sur le monde.
Michael Potter51, par exemple, cite le passage suivant de Schlick52 pour suggérer que, si l’arithmétique est analytique, son applicabilité est mystérieuse :
N’est-il pas étonnant qu’en entendant certains sons sortir de la bouche de quelqu’un ou en regardant quelques marques noires sur une feuille de papier je puisse prendre connaissance du fait qu’un volcan est entré en éruption sur une île lointaine… Les marques sur la feuille de papier et l’éruption du volcan sont deux faits totalement distincts et différents : il n’y a apparemment aucune ressemblance entre eux ; et pourtant, la connaissance de l’un me communique la connaissance de l’autre.

Aucune similarité de ce genre, ou relation de défi général à défi particulier, n’est en cause ici. La question clé est de savoir si Carnap a oui ou non réussi à justifier la thèse selon laquelle la syntaxe pure, en tant qu’elle est entièrement analytique et « traite » (en un sens figuré) des formes pures des propositions, peut avoir des conséquences de nature empirique.
Awodey et Carus prétendent à ce propos qu’un « sophisme subtil » aurait échappé aux commentateurs des arguments gödéliens53. Selon la conception carnapienne, les mathématiques, en tant qu’elles sont syntaxiques, ne peuvent avoir de conséquences empiriques. Gödel, dans sa critique de Carnap, exigerait à tort qu’il soit démontré, pour que les mathématiques soient reconnues comme ayant cette nature, qu’aucune stipulation syntaxique ne peut avoir de telles conséquences, plutôt que cela soit le cas, que nous puissions le démontrer ou non. La raison invoquée est que la vacuité des mathématiques, qui découle de la conception syntaxique, est incompatible avec une preuve mathématique de leur caractère purement syntaxique. Elle l’est parce qu’une telle preuve, requise ici à tort par Gödel, consisterait elle-même en une proposition mathématique non triviale. L’obtention même de cette preuve serait donc en contradiction avec le point de vue syntaxique défendu par Carnap. La simple supposition de la cohérence des règles syntaxiques, indépendante de l’obtention d’une preuve, doit suffire à l’argument gödélien.
Mais Gödel ne requiert nullement que la cohérence d’un langage de nature purement stipulative soit effectivement démontrée : l’argument gödélien fait valoir au contraire que le projet carnapien l’exige, la non-t-rivialité n’excluant nullement la vacuité au sens de « vacuité » ici visé par Carnap. Dans le cadre de ce projet, nous obtenons les mathématiques à partir de règles syntaxiques, étant donné que les mathématiques sont en fait disponibles dans le métalangage. Comme le fait remarquer Goldfarb54, il s’ensuit qu’on ne peut pleinement exhiber le caractère syntaxique des mathématiques. Cela ne pose aucun problème particulier pour un philosophe comme Carnap qui veut se défaire de la question philosophique traditionnelle des fondements. Pour Gödel, au contraire, le fait que La Syntaxe logique du langage n’ait pas réussi à réduire la connaissance mathématique à la stipulation syntaxique de conventions constitue un défaut. La question de savoir si, comme le pensait Carnap, il est légitime de concevoir que la réduction des mathématiques à la syntaxe n’a aucune justification de ce genre à fournir reste ici ouverte.
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Carnap, l’Aufbau,
et l’idée mathématique de structure
par Frédéric Patras
La vigueur et la fertilité des interactions de la théorie de la connaissance avec les sciences fondamentales ont profondément marqué les débuts du XXe siècle philosophique. Ces interactions, dont l’intensité allait progressivement décroître, étaient alors rendues nécessaires par les différents problèmes organiques qui affectaient les mathématiques, au travers des différents paradoxes issus des tentatives de formalisation ensembliste du corpus, et la physique, progressivement transformée jusque dans sa compréhension la plus intime de l’espace, du temps ou de la matière par l’émergence de la relativité restreinte et générale et des théories quantiques.
À y regarder de plus près pourtant, d’un point de vue strictement mathématique, qui sera le point de vue adopté tout au long de cet article, le phénomène fondamental et caractéristique de l’époque n’est peut-être pas tant le noyau de problèmes cristallisés autour de la théorie des ensembles et de la logique, dont l’impact sur le développement des mathématiques devait en fin de compte rester assez limité, que l’émergence progressive du structuralisme mathématique, popularisé en France par l’entreprise bourbakiste1. Bien entendu, les problèmes de fondements ont joué un rôle décisif dans la prise en compte par la communauté mathématique du pouvoir de la méthode axiomatique : les Fondements de la géométrie2 hilbertiens, puis les Principia Mathematica3 de Russell et Whitehead ont durablement marqué les esprits. Pour autant, le type d’axiomatisation qui devait jouer un rôle prépondérant dans la constitution des « mathématiques modernes » est différent, dans son esprit, sinon dans sa définition formelle, des axiomatisations de type ensembliste ayant conduit à la crise des fondements logico-ensembliste.
Le rôle joué, dans le champ philosophique, par l’édification d’un point de vue « structuraliste » au sein des mathématiques, depuis ses débuts à la fin du XIXe siècle, avec les travaux de Dedekind ou Hilbert (en algèbre, arithmétique, théorie des invariants…), jusqu’à la cristallisation d’un corpus structuraliste revendiqué comme tel, avec Bourbaki, est extrêmement difficile à évaluer. Les témoignages explicites sont rares, tout d’abord parce que l’idée programmatique du structuralisme n’a jamais vraiment été thématisée avec une clarté de vues comparable à celle qui a accompagné l’émergence de la théorie des ensembles. Ensuite, parce que l’entreprise structuraliste s’est très rapidement construite délibérément de manière « internaliste », les mathématiciens de l’école structuraliste revendiquant l’exclusivité du droit de législation sur le corpus et la signification de l’entreprise mathématique. Il est même possible de rattacher le développement du structuralisme à une volonté de rupture délibérée – de la part des mathématiciens – avec la philosophie, la théorie de la connaissance, et même les sciences de la nature. Nous renvoyons à notre ouvrage, La Pensée mathématique contemporaine4, pour une analyse détaillée des ressorts et corrélats épistémologiques du structuralisme mathématique.
Ceci étant dit, quelles qu’aient pu être les conséquences de long terme de la prégnance de l’idée de structure en mathématiques à partir des années 1950, les années où elle se cristallise en un ensemble de méthodes et en un véritable programme de réécriture de corpus et de l’histoire des mathématiques, de 1920 à 1940 (des travaux d’édification de l’« algèbre moderne » autour d’Emmy Noether jusqu’aux premiers travaux du groupe Bourbaki), offrent un champ d’étude extrêmement intéressant, les choix théoriques effectués alors ayant conditionné en grande partie le devenir ultérieur des mathématiques, de l’épistémologie, de la philosophie, et de leurs difficiles interactions.
On s’intéressera ici à un aspect très particulier de cette histoire, en confrontant le devenir de la pensée carnapienne aux postulats et à la méthodologie structuraliste. Disons-le d’emblée : l’ambition de cette étude est moins d’analyser des interactions explicites qui, pour ne pas être vides, n’en demeurent pas moins assez limitées que de comprendre pourquoi les mathématiciens de l’époque, qui connaissaient bien les travaux de Russell et Whitehead, et étaient au courant des idées, sinon du détail, des travaux du Cercle de Vienne, n’ont pas essayé de faire de leur engagement pour un renouveau de la pensée mathématique un thème d’étude philosophique. Comprendre, d’autre part, comment Carnap et tout le positivisme logique ont pu, pour l’essentiel, « passer à côté » du structuralisme, un des phénomènes décisifs de la pensée scientifique de l’époque, avec ceci de particulier dans le cas de Carnap que toute son œuvre semble militer, pour ainsi dire malgré lui et malgré ses jugements sans appel sur le caractère tautologique des mathématiques, pour une prise en compte des phénomènes de type structuraliste – nous y reviendrons.
Les raisons de cette indifférence réciproque sont multiples, et ne se limitent pas aux conséquences, pour la philosophie française, des destins tragiques de Lautman et Cavaillès. Si les responsabilités sont indubitablement partagées, l’impression rétrospective qui se dégage de cette absence d’entente méthodologique et conceptuelle entre deux des moments constitutifs de la pensée du XXe siècle, mathématiques et philosophiques, est celle d’un gâchis et d’une occasion manquée.
Quelles que soient les critiques que nous serons conduits à adresser aux uns et aux autres, leur fin n’est pas négative – porter un jugement sur l’histoire de la pensée –, mais bien constructive : contribuer à dégager un espace théorique où penser, aujourd’hui, la postérité du structuralisme mathématique. Contribuer aussi à resserrer des liens par trop distendus entre mathématiques et théorie de la connaissance, dans l’esprit de l’« unité des sciences » chère aux années 1920-1930.
Carnap, Bourbaki, et la thématique structuraliste
Le structuralisme mathématique commence vraiment à prendre corps dans les années 19305, au moment où l’empirisme logique et la pensée du Cercle de Vienne s’établissent fermement comme théories de référence au sein de la philosophie des sciences. Pour des raisons évidentes, les mathématiciens n’ont jamais accepté l’idée que la pensée mathématique et ses résultats seraient tautologiques, une des thèses fondamentales du Cercle de Vienne et de la philosophie des mathématiques carnapienne. Pour autant, de façon très significative, Bourbaki, le représentant par excellence du structuralisme mathématique, précise d’emblée dans l’introduction du traité fondateur de ses Éléments de mathématiques6 que, si l’intuition joue un rôle important dans l’édification des théories, « peu importe, lorsqu’il s’agit d’écrire ou de lire un texte formalisé, qu’on attache aux mots ou aux signes de ce texte telle ou telle signification, ou même qu’on ne leur en attache aucune ; seule importe l’observation correcte des règles de la syntaxe ». La tonalité carnapienne du texte n’est, évidemment, en rien gratuite et traduit, nous y reviendrons, la diffusion, sinon une adoption globale, des thèses du positivisme logique.
Au-delà de ce premier point de contact « syntaxique », d’autres similitudes profondes existent entre structuralisme mathématique et positivisme logique, qui soulèvent autant de questions historiques et épistémologiques, dès lors qu’elles se manifestent au sein de pensées organisées par ailleurs autour de principes fondateurs et d’ambitions programmatiques fortement dissemblables. Ainsi, comment ne pas être frappé par l’existence d’un pragmatisme commun à l’égard des questions de droit de la théorie de la connaissance, illustré, chez Carnap, par le principe de tolérance de La Syntaxe logique du langage7 et, chez Bourbaki, par une indifférence à peu près complète à l’égard de l’épistémologie implicite pouvant exister chez tel ou tel mathématicien, au nom d’un primat inconditionnel de l’efficacité, de la production d’idées et de résultats nouveaux :
Ce que Bourbaki considère comme important est la communication entre mathématiciens ; les conceptions philosophiques personnelles n’entrent pas en compte pour lui8.

Ce pragmatisme commun se traduit également par des choix techniques essentiels, aussi bien dans les fondements de l’œuvre bourbakiste (avec le système d’axiomes choisi pour rendre compte de la théorie des ensembles) que dans l’œuvre carnapienne (avec les systèmes d’axiomes adoptés dans La Syntaxe logique). Bourbaki, à l’étonnement des logiciens, a choisi d’adopter le symbole de Hilbert et de le placer au principe de son système axiomatique : or le symbole τ de Hilbert, dans l’utilisation bourbakiste, s’il traduit une intuition mathématique courante (la considération d’un élément quelconque, générique, d’un ensemble), a ce défaut, du point de vue logique, d’évacuer les problèmes techniques liés à l’axiome du choix. Il s’agit bien là d’un exemple typique de « l’attitude [tolérante à l’égard des problèmes logiques] qui est tacitement adoptée par la majorité des mathématiciens ». Conformément à ce principe, « ce n’est pas notre affaire d’énoncer des interdits, mais d’arriver à des conventions9 », sur un fond d’indifférence et de rejet des questions de type métaphysique – les célèbres pseudo-problèmes philosophiques. De son côté, Carnap s’est affranchi des conditions de finitude imposées dans les stratégies hilbertiennes de preuves de non-contradiction, avec l’utilisation de la règle d’inférence (d’origine hilbertienne, elle aussi) : « De la série de prémisses A(1),…, A(n), A(n+1),… on peut inférer ? A(n)10. » Tout comme le symbole de Hilbert, il s’agit là d’une règle extrêmement forte, puisqu’elle revient à raisonner avec l’infinité en acte [des énoncés de type A(n), et de leur validité], évacuant tous les problèmes liés à l’inférence sur les entiers, problèmes fondamentaux de la logique mathématique au cœur des théorèmes d’incomplétude et de non-contradiction.
Enfin, et c’est un point essentiel, auquel il a déjà été fait allusion : au-delà de ces premières analogies méthodologiques, la pensée carnapienne, des origines jusqu’aux derniers travaux logiques, a des traits profondément structuralistes. De fait, Carnap est connu dans le milieu mathématique moins pour son rôle dans l’édification de la logique symbolique moderne que pour avoir inspiré la terminologie de la théorie mathématique des catégories, aujourd’hui unanimement considérée comme le cadre et le langage de référence pour toutes les « mathématiques pures ». La théorie des catégories s’est d’ailleurs substituée de fait à la théorie des structures depuis une vingtaine d’années, plus aucun manuel d’algèbre, de topologie ou de géométrie algébrique de niveau avancé ne se dispensant désormais du vocabulaire catégoriel – et plus aucun ne faisant référence, même indirectement, à la conception bourbakiste de « l’architecture des mathématiques11 ». Au-delà de l’anecdote, cette référence terminologique à Carnap n’est pas sans pertinence épistémologique tant, de la Construction logique du monde12 jusqu’à l’Introduction à la logique symbolique13, son œuvre revient inlassablement sur une théorie des fonctions et relations qui, dans son esprit, va bien au-delà, nous semble-t-il, de l’approche ensembliste traditionnelle.

La naissance du structuralisme
Revenons, pour commencer, sur le climat intellectuel très
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