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Introduction

Cet ouvrage de mathématiques s’adresse principalement aux étudiants de BUT1,2
et 3 des IUT dans les formations suivantes : informatique (INFO), réseaux et télé-
communications (R&T), génie industriel et maintenance (GIM), génie électrique et
informatique industrielle (GEIT), mesures physiques (MP), génie mécanique et pro-
ductique (GMP) et génie civil construction durable (GCCD). Le livre couvre P’essen-
tiel des programmes de mathématiques des ces formations, il se découpe en grandes
parties :

o Bases, partie qui s’adresse en priorité a la premiere année;
o Probabilités et statistiques;

Algebre et analyse;

o Mathématiques discretes;
o Méthodes numériques (utilisation du langage python).

Chaque chapitre commence par un cours synthétique suivi d’exercices tous corrigés
de fagon détaillée.

Les auteurs esperent que cet ouvrage pourra aussi intéresser des étudiants de BTS
et de Licences, voire des étudiants de quatrieme année dans des formations techniques.

Des suppléments en ligne sur le site dunod.com sont disponibles et permettent
d’aller plus loin en accédant aux codes python de la derniére partie. Il faut noter éga-
lement que quatre chapitres supplémentaires sont disponibles uniquement en version
numeérique sur le site dunod.com.

o Espaces vectoriels et diagonalisation de matrices;
Test du x?;

o Test du x~;

o Transformée de Fourier ;

e Transformée en Z.

Les auteurs souhaitent bonne chance et bon travail au lecteur!






Premiere partie

Bases






Chapitre 1

(Généralités sur les fonctions

Objectifs

¢ Résoudre des équations et inéquations,

« Etudier le comportement d’une fonction,

e Identifier et interpréter les propriétés d’une fonction dans une démarche de
modélisation ou d’analyse d’un phénomene.

Conseil

o Bien maitriser cette partie afin d’aborder sereinement plusieurs chapitres
faisant intervenir des fonctions.

Sommaire
1.1 Introduction ... ... ... .. ..., 6
1.2 Généralités . . . . . . . i e e e e e e e e 6
1.3 Trigonométrie . . . .. .. ...t 9
1.4 Variations d’une fonction . . . . .. ... ... ....... 14
1.5 Fonctionsusuelles . . .. ... ... ............. 15
1.6 Limites. . . . . . . . . i it e 19
1.7 Continuité d’une fonction . ... ... ... ........ 28
1.8 Fonctions réciproques - Focus sur arctan . . . . ... ... 31
1.9 EXercices . . . . . . i v v vt v vt it it e e e e e e e 34




6 CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES FONCTIONS

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons rappeler et compléter des notions d’enseignement se-
condaire afin d’avoir des bases solides pour aborder sereinement les chapitres suivants.
Nous aborderons, notamment, les notions fondamentales d’analyse sur les fonctions.

1.2 Généralités

Domaine de définition

3@‘ Définition 1.1
On appelle fonction numérique d’une variable réelle x toute application f dont
les ensembles de départ et d’arrivée sont des ensembles de réels. On note :

f:D — R
z — f(x)

L’ensemble D est appelé I'ensemble de définition de f.

Remarque

Si la fonction n’est connue que par la donnée de son expression f(x), on convient
que le domaine de définition est 'ensemble de tous les réels x tels que f(x) existe.

g Exemple 1.1
2

Considérons la fonction f : z — . Le réel f(x) existe si et seulement si

x
V9 — 22
9 — 22 > 0. Comme 9 — 2% = (3 — z) x (3 + ), on en déduit que le domaine de
définition de f est donc Dy =| — 3; 3[.

Représentation graphique d’une fonction

°¢" Définition 1.2

On se place dans un repére orthonormal du plan (O; ZJ)

L’ensemble des points M de coordonnées M (z; f(x)) est appelé courbe représen-
tative de f ou graphe de f.

Remarque

| La courbe représentative de f a pour équation y = f(z).
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Parité d’une fonction

3@1 Définition 1.3
Un ensemble D inclus dans R est centré en 0 si Vo € D, —z € D.

°¢" Définition 1.4 (Fonction paire)
Soit f une fonction dont le domaine de définition est centré en 0.
La fonction f est paire si, pour tout x appartenant a D, on a : f(—x) = f(x).

-

j Exemple 1.2

2x2 +3
Considérons f : =z +— %. La fonction f est définie sur R*, centré en 0.
x
2(—2)24+3 222 +3
Ve € R*, ona: f(—z) = ((fl):— = Tx:— = f(x). La fonction f est donc

paire.

N 2 .

-@~ A retenir
Dans un repere orthogonal, la courbe représentative d’une fonction paire est
symétrique par rapport a l'axe des ordonnées.

3@1 Définition 1.5 (Fonction impaire)
Soit f une fonction dont le domaine de définition D est centré en 0.
La fonction f est impaire si, pour tout « appartenant & D, on a: f(—z) = —f(z).

g Exemple 1.3
Considérons la fonction f définie sur R par f(x) = 2® + 3z.
Pour tout réel 7, on a: f(—z) = (—2)34+3(—x) = —23 -3z = —(2*+3z) = — f(x).
f est donc impaire.
Considérons la fonction g définie sur R par g(z) = 23 + 322.
g est la somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire. En considérant
g(1) =4 et g(—1) = 2, on constate que g n’est ni paire, ni impaire.

3@‘ A retenir
e La courbe représentative d’une fonction impaire est symétrique par rapport
a lorigine O du repere.
e Si f est une fonction impaire définie en 0 alors f(0) = 0.

e Pour étudier une fonction paire ou impaire, on peut restreindre I'intervalle
d’étude (en considérant, par exemple, R au lieu de R).
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Fonction composée et applications graphiques

3@1 Définition 1.6 (Composée de deux fonctions)

Soient deux foncions w: I — Jetv:J — R.
La composée de u par v, notée v o u, est définie sur I par (vou)(z) = v(u(zx)).

g Exemple 1.4

% On considere les fonctions u et v définies sur R par u(z) = 22 et v(x) = cos(z).

Ona:vou:z— cos(z?) et uowv: z— (cos(z))?.

gf Propriété 1.1 (Translation de courbes)
On se place dans un repére orthogonal du plan (O; ZJ) Soit f: R — R.

e La courbe représentative de la fonction z — f(z) + A est 'image de la
courbe représentative de f par la translation de vecteur A j .

e La courbe représentative de la fonction z — f(z + A) est 'image de la
%

courbe représentative de f par la translation de vecteur —\ 7 .

g Exemple 1.5

FIGURE 1.1 — Courbes représentatives de f, z — f(z +2) et z — f(z) + 2
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ﬁ Exemple 1.6
Considérons la fonction f définie sur R par f(z) = 22 + 2z — 1.
f(x) = (z +1)? — 2. La courbe de f peut donc s’obtenir a partir de celle de la
fonction x — x? par translation de vecteur @ = —— 2;.

FIGURE 1.2 — Courbes représentatives de  — 22 et x — 22 + 2z — 1

1.3 Trigonométrie
Mesure principale d’un angle
/ Propriété-définition 1.2 (Mesure principale d’un angle)

On appelle mesure principale d'un angle 'unique mesure de cet angle appartenant
a Pintervalle | — ;7).

g Exemple 1.7

47T
Afin d’obtenir la mesure principale de = il peut étre utile déterminer ’entier

47
pair le plus proche de 3 Il s’agit de 16 et on peut écrire

47 1 47
5:16—§soit7”:8><2ﬁ—%
. . AT T
Ainsi, la mesure principale d’un angle de mesure =5 est —3



10 CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES FONCTIONS

Généralités sur les fonctions circulaires

Dans tout ce chapitre, le plan sera rapporté a un repere orthonormal direct

(O; W, 7) d’origine O.

°¢" Définition 1.7
On appelle cercle trigonométrique le cercle de centre O, de rayon 1, orienté dans

e
le sens direct. Soit M un point sur ce cercle tel que (7, OM) ==z .
cos(z) correspond & I’abscisse de M et sin(x) correspond & ordonnée de M.

FiGUure 1.3 — Cercle trigonométrique

FIGURE 1.4 — Cercle trigonométrique avec les points associés a x, —z et x + 5
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gf Propriété 1.3

e VzeR,ona: —1<cos(z) <let —1<sin(z) < 1.

e Yz €R, on a: cos?(r) +sin?(x) = 1.

o Pour tout x réel, on a : cos(—x) = cos(x) et sin(—z) = —sin(x).

W' Propriété 1.4
o Yz €R, ona: cos(m+x) = —cos(x) et sin(m + x) = —sin(z).

« Vo €R,ona:cos(z+ %)= —sin(z) et sin(z+ F) = cos(z).

Remarque
La relation cos(z) = sin (z + %) induit que la courbe d’équation y = cos(z) se
déduit de la courbe d’équation y = sin(z) par la translation de vecteur —7 i .
On a également la relation : cos (a: — g) = sin(x). Les deux relations précédentes
permettent d’exprimer un sin sous la forme d’un cos et inversement.

3@‘ Définition 1.8
La fonction tangente, notée tan, est définie sur R\ {5 + km,k € Z} par

tan(z) = sin(x)
cos(x)
gf Propriété 1.5
6 | 0°(0) | 30° (F) | 45° () | 60° (5) | 90° (5)
sin 6 0 % % @ 1
cosf 1 @ @ % 0
tan 6 0 ? 1 V3 non défini
--o e
_Y27-(- _r3;1\\\ —T ///_ﬁg é\\\\\
.- .’ Rl N

FIGURE 1.5 — Représentation graphique des fonctions cos et sin sur [—2m; 27]
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1 1 3T -y =tan(z) | |

| o2t | |

| oy /) |
e . & _?z X 0 3?# A

27 —& T E 3 & 2

1 1 —1 T 1 1

l [ 2+t l l

l -3t l l

FIGURE 1.6 — Représentation de la fonction tan

Périodicité

3@1 Définition 1.9
Une fonction f définie sur D est dite périodique de période T si T est le plus
petit réel positif tel que :
ezxeD&sz+T€eD

o V2 eD, flx+T)= f(x).

W( Propriété 1.6
Les fonctions sin et cos sont périodiques de période 2.
T
La fonction tan est périodique de période 7 sur R\ {5 + km,k € Z}.

g Exemple 1.8
Soient A et w des réels strictement positifs.
Déterminons la période T' de la fonction f : ¢ — A cos(wt) définie sur R.
f&+T)=f(t) & Acos (w[t +T]) = Acos (wt)
f@+T)=f(t) & Acos (wt +wT) = Acos (wt) )
™

cos étant 27-périodique, on en déduit que : w1 = 27 soit T = —.
w
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Propriété 1.7
Soient A et w des réels strictement positifs, ¢ étant un réel.
Les fonctions ¢ — A cos(wt + @) et t — Asin(wt + ¢) sont périodiques de période

A
w

’\@‘ A retenir
21 . 27
e T'= — induit que wT =27 et w = —.
w T
e Dans ce cas, on peut restreindre ’étude de la fonction f a tout intervalle T

de longueur T = %”

e La courbe représentative de f sera obtenue a partir du graphe obtenu sur
I par des translations de vecteurs kT i avec k € Z.

gf Propriété 1.8
| e cosa=cosbsb=al2n] ou b= -—al27].

o sina=sinbsb=al27] ou b=mw—al27]

ﬁ Exemple 1.9

g cos(z) =05 < x = §[27r] ou x= —5[277].

Formules d’addition et de duplication
On consideére a et b deux réels.

g/f Propriété 1.9 (Formules d’addition)
o cos(a+b) =cosacosb—sinasinb.

o cos(a—b) =cosacosb+sinasinb.
o sin(a + b) =sinacosb + cosasinb.
(a—1b)

e sin(a — b) = sinacosb — cosasinb.

y/ Propriété 1.10 (Formules de duplication)

e cos(2a) = cos’a —sin®a =2cos’a —1=1— 2sin?a.

o sin(2a) = 2sinacosa.
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gf Propriété 1.11 (Linéarisation de cos?a et sin®a)
1+ cos(2a
e cos’a= #

2
1 — cos(2a)
—

o sin?a =

Propriété 1.12
e cos(a+b) + cos(a — b) = 2cosacosb.

o cos(a+b) —cos(a —b) = —2sinasinbd.
e sin(a + b) + sin(a — b) = 2sinacosb.
(a+0b)

o sin(a+b) —sin(a — b) = 2cosasinb.

{Z/f Propriété 1.13

e cosacosb= cos(a + b) + cos(a — b).
2

e sinasinb = cos(a — b) — cos(a + b) '
2

e sinacosb = sin(a + b) 4 sin(a — b) .
2

. cosasinh = S+ ; sin(a —b)

1.4 Variations d’une fonction

3@1 Définition 1.10
Soit f une fonction définie sur un ensemble D¢. Soit I C Dy un intervalle.

e f est croissante sur I si: V(z,y) € I?, 2 <y = f(z) < f(y).

o f est strictement croissante sur I si: V(z,y) € I, x <y = f(x) < f(y).

o [ est décroissante sur I si: V(z,y) € I?, z <y = f(z) = f(y).

e f est strictement décroissante sur I si: V(z,y) € I?, 2 <y = f(z) > f(y).
e f est monotone si elle est croissante ou décroissante.

e f est strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement
décroissante.
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‘¢~ Note
Si une fonction est croissante (ou décroissante) sur deux intervalles distincts I et
J, elle n’est pas nécessairement croissante sur I'union I U J.
1 1 : I
Considérons, par exemple, f : © — —, strictement décroissante sur chacun des
x

intervalles I =] — 00;0[ et J =]0; +00|.
f(=1)=—1et f(1) = 1 ce qui montre que f n’est pas décroissante sur JUJ = R*.

W( Propriété 1.14
Soient f et g deux fonctions définies sur les sous-ensembles E et F' de R, telles
que f(E) C F. Alors :

o Si f et g sont toutes deux croissantes sur respectivement E et F' (ou toutes
deux décroissantes), alors g o f est croissante sur E.

o Si f est croissante sur E et g est décroissante sur F, alors g o f est décrois-
sante .

e De plus, si la monotonie de f et de g est stricte, celle de go f I'est également.

3 Exemple 1.10
Considérons les fonctions f:x +— 23 et g: x> o+ 1.
Ces deux fonctions sont strictement croissantes sur R donc fog:z — (z+1)3
et go f:x— 1+ 23 sont également strictement croissantes sur R.

En outre,  — — étant strictement décroissante sur | — oo; 0[ et sur ]0; +o0],

1
— 1@+ — est strictement décroissante sur | — oo; 0[ et ]0; +oof.
x

f

1.5 Fonctions usuelles
La fonction logarithme népérien

W( Propriété 1.15
| La fonction In est strictement croissante sur ]0; +oc].

Propriété 1.16
Soient a et b deux réels strictement positifs.

e In(a) =In(b) © a=0b.
e In(a) > In(b) & a > b.

e In(a) >0 a>1.
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gf Propriété 1.17
Soient a et b deux réels strictement positifs.

o In(ab) = In(a) + In(b) et In (%) = In(a) — In(b).

o Vp € R, In(a?) = pln(a).

g Exemple 1.11
Considérons 1’équation (E) : 2In(z —4) =1n3.
Cette équation n’a de sens que sur |4; +0o0l.
2In(z—4) =In3=In(z—4)°=In3 = (z —4)> = 3. Ainsi :
r—4€ {,\/37\/@, soit x € {47 \/3;4+\/§}.
Le domaine de définition de ’équation étant |4; +oo], il en résulte que (E) admet
pour ensemble-solution & = {4 + \/g}

La fonction logarithme décimal

W' Propriété 1.18
La fonction logarithme décimal, notée log est définie sur ]0; 00| par :

log(z) =

Remarque

log a les mémes propriétés algébriques et le méme sens de variations que In.
En outre, log(10) = 1 et, pour tout entier n, log(10™) =n

Fonctions exponentielles

3@1 Définition 1.11
T

La fonction exponentielle, notée exp, est définie sur R par exp(z) = e”.

Remarque

La fonction exp est la fonction réciproque de la fonction In.
e Vr € R, ona:lIn(e”) =uz.

e Vy>0,ona:e =y



