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      Introduction

      
         Ces Divagations Mathématiques constituent le troisième recueil de mes rubriques Mathematical Recreations, parues dans Scientific American et dans Pour La Science. La revue française propose son propre contenu et, pendant un temps, j’écrivais six rubriques par an pour l’édition américaine
            et six autres rubriques pour l’édition française. Il existe également deux recueils antérieurs publiés par d’autres éditeurs.
            Mais revenons à nos Divagations…
         

         Quand nous travaillions au premier recueil publié par Oxford University Press, Math Hysteria, l’éditeur décida de donner au livre un aspect plus convivial en enrichissant de dessins chaque chapitre, ainsi que, bien
            sûr, la couverture. Dans un éclair de génie, il sollicita le concours de Spike Gerrell. L’un des chapitres portait sur le
            « problème des bœufs » d’Archimède, casse-tête extrêmement complexe dont la réponse comporte 206 545 chiffres et qui fut résolu
            en 1880. Il existe des raisons de penser qu’Archimède n’avait peut-être pas voulu une telle complexité, mais, avec lui, on
            ne peut jamais savoir.
         

         Quoi qu’il en soit, Spike Gerrell s’empara du thème, car il dessine particulièrement bien les vaches et, sur la couverture,
            en représenta une en train de sauter sur la Lune, tandis que trois autres portent un masque (une capuche, en réalité). Si
            vous regardez le dos du livre, vous remarquerez qu’une vache vous observe du coin de l’œil.
         

         Le recueil suivant, How to Cut a Cake (traduit en français sous le titre Ta moitié est plus grande que la mienne, Dunod 2007), était dépourvu de vaches. L’occasion de rétablir cette injustice flagrante commise envers la race bovine se
            présenta quand il fut décidé de publier un nouveau recueil et que l’une des rubriques possibles s’intitulait Cows in the Maze (« La vache au bout du labyrinthe », chapitre 13). Le titre lui-même était tout trouvé ! [Ces Divagations s’intitulent Cows in the Maze en anglais, NdE.]
         

         Il se peut que vous estimiez que les mathématiques sont une affaire plutôt sérieuse, et que l’histoire d’une vache détalant
            dans un labyrinthe pour échapper à un gang d’ingénieurs manque de la gravité nécessaire à un tel sujet. Cependant, comme je
            l’ai souvent dit, « sérieux » ne veut pas nécessairement dire « pompeux ». Les mathématiques sont bel et bien une affaire
            sérieuse : notre civilisation ne fonctionnerait pas sans elles – il est probable qu’une telle affirmation paraîtra incongrue
            à beaucoup, mais il serait assez facile de la démontrer à qui le souhaiterait. Pour cette raison, les mathématiques sont même
            suffisamment sérieuses pour que nous cessions de les ensevelir sous les virgules décimales, les fractions et autres parallélogrammes
            au point de recouvrir le grand secret qui rend pourtant la totalité du sujet bien plus savoureuse. À savoir : les mathématiques
            sont rigolotes.
         

         En effet, même les choses sérieuses peuvent être amusantes (sérieusement) ! Peu de choses rivalisent avec ce sentiment extraordinaire
            qui survient lorsqu’une petite ampoule s’allume dans votre tête et que vous trouvez soudain le mode d’emploi d’une question
            mathématique. La recherche mathématique, qui constitue une grande partie de mon travail quand je n’écris pas de livre, consiste
            à passer 99 % de son temps à se cogner la tête contre le mur proverbial et 1 % à découvrir que, bien sûr, la réponse était
            évidente, que vous êtes donc bête ! L’ampoule s’est allumée d’un coup et vous vous consolez de ce sentiment de stupidité qui
            s’était emparé de vous, au prétexte que 99,99 % des humains n’auraient pas compris le problème, sans parler de sa réponse,
            et que les mathématiques paraissent toujours faciles une fois bien comprises.
         

         L’une des raisons pour lesquelles je devins mathématicien fut la rubrique mensuelle de la revue Scientific American – alors intitulée Mathematical Games et écrite par l’inégalable Martin Gardner. Celui-ci n’était pas mathématicien, mais le qualifier simplement de journaliste
            serait par trop réducteur. C’était à dire vrai un auteur aux multiples centres d’intérêt, parmi lesquels les casse-tête, les
            tours de prestidigitation, la philosophie et la dénonciation des stupidités pseudo-scientifiques. Sa rubrique Mathematical Games était très prisée parce que Gardner n’était pas mathématicien justement, mais qu’il avait un instinct étonnant pour tout
            ce qui était insolite, captivant ou significatif. Il est impossible à égaler et je n’ai jamais eu une telle prétention. Cependant,
            Martin Gardner m’a prouvé que les mathématiques étaient bien plus vastes et bien plus riches que toute autre discipline qui
            m’avait été enseignée à l’école.
         

         Je ne décrie pas les mathématiques scolaires. J’ai eu la chance d’avoir d’excellents professeurs, dont l’un, Gordon Radford,
            consacra la plupart de son temps libre à m’enseigner, ainsi qu’à quelques amis, la même leçon que celle de Martin Gardner :
            les mathématiques sont bien plus étendues que les manuels ne le laissent croire. L’école m’a permis d’acquérir la technique,
            mais Gardner m’a insufflé la passion.
         

         Ce livre peut se lire dans n’importe quel ordre : chaque chapitre se suffit à lui-même et vous pouvez ignorer ceux qui ne
            vous intéressent pas. (Voici un autre grand secret mathématique, que j’eus la chance de découvrir très tôt : ne pas se laisser
            accrocher par les détails complexes, continuer quoi qu’il en soit. Souvent un éclair survient, et si tel n’est pas le cas,
            revenez en arrière et essayez à nouveau.) La seule exception est la série de trois chapitres sur l’aspect mathématique du
            voyage dans le temps.
         

         Les thèmes sont divers : il ne s’agit pas d’un manuel, mais d’un hommage à la joie que procurent la recherche et la découverte
            mathématiques. Certains chapitres se présentent sous une forme plus narrative, les autres constituent des descriptions plus
            directes. Et, s’il cherche bien, entre les vaches, le lecteur perspicace y découvrira une grande diversité d’authentiques
            mathématiques : théorie des nombres, géométrie, topologie, probabilités, analyse combinatoire… et de mathématiques appliquées,
            telles que la mécanique des fluides, la physique mathématique et le déplacement animal.
         

         Les rubriques ont bénéficié d’un échange fructueux avec mes lecteurs, qui sont à l’origine de près de la moitié des thèmes
            développés. Dans la plupart des chapitres, la section « Feedback » fait référence aux suggestions des lecteurs. Je me suis
            efforcé de préserver l’esprit et la lettre des rubriques initiales, tout en les mettant à jour et en supprimant les éventuelles
            erreurs ou ambiguïtés qui m’avaient été signalées. J’ai également introduit une section qui reflète l’influence croissante
            d’Internet : les références aux sites Web.
         

         Je remercie plus particulièrement mon éditrice Latha Menon, ainsi que tout le personnel d’Oxford University Press, Spike Gerrell pour son illustration de l’édition originale, Philippe Boulanger qui m’a permis d’être publié dans Pour La Science, et la revue Scientific American grâce à laquelle j’ai réalisé un rêve d’enfant.
         

          

         Coventry, septembre 2009

            Ian Stewart
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Charmes et traditions du jeu de dés


Les dés… De simples objets en apparence, des cubes avec un nombre sur chaque face. Les Anciens les utilisaient pour parier
et pour prédire la volonté des dieux. La dimension mathématique des dés est plus récente et relève de la conception plus large
selon laquelle la chance possède ses propres modèles. À condition de savoir les trouver…

 

Les dés sont l’un des plus anciens supports connus des paris. L’historien romain Hérodote prétend que les dés furent introduits
par les Lydiens à l’époque du roi Atys ; de son côté, Sophocle en attribue l’invention au Grec Palamède, censément lors du
siège de Troie. L’hypothèse selon laquelle les dés furent inventés pour que les assiégeants ne restent pas désœuvrés en attendant
que les Troyens se rendent est plausible, mais le crédit en revient à d’autres. Des dés ont été retrouvés dans des vestiges
chinois datant de 600 av. J.-C. Les archéologues ont exhumé des dés de forme cubique, en tous points semblables aux dés modernes,
dans des tombes égyptiennes remontant à 2000 av. J.-C. D’autres découvertes vont jusqu’à 6000 av. J.-C. Les dés sont l’une
de ces formes élémentaires apparues dans différentes cultures indépendamment les unes des autres. La forme cubique n’est cependant
pas la seule. Les Indiens d’Amérique du Nord, les Aztèques et les Mayas en Amérique du Sud, les Polynésiens, les Inuits et
les tribus africaines ont utilisé des dés de différentes formes et aux marques les plus insolites. Les dés ont été fabriqués
à l’aide des matériaux les plus divers, depuis les dents de castor jusqu’à la porcelaine. Le jeu Donjons et Dragons se sert
de dés en forme de solides réguliers.


Les dés sont des objets très simples, mais leurs possibilités sont presque infinies.

Pour éviter que ce seul chapitre n’occupe tout le livre, nous nous concentrerons exclusivement sur les dés modernes standard,
de forme cubique et dont les coins et les arêtes sont généralement arrondis. Ils comportent sur chacune des six faces un ensemble
de points, qui correspondent aux nombres 1, 2, 3, 4, 5 et 6. La somme des points de deux faces opposées est égale à 7, les
faces se présentant sous forme de trois paires : 1 et 6, 2 et 5, 3 et 4. Grâce aux rotations du cube, cette propriété permet
deux dispositions possibles (figure 1), dont l’une est l’image miroir de l’autre. Aujourd’hui, pratiquement tous les dés fabriqués
en Occident se présentent comme ceux de la figure 1a, dans laquelle les faces 1, 2, 3 sont répartis autour de leur sommet
commun dans le sens inverse des aiguilles d’une montre. Il m’a été rapporté qu’au Japon, cette disposition des dés est utilisée
dans tous les jeux, à l’exception de celui du mah-jong, où la rotation des nombres obéit à la figure 1b. En Orient, le point
correspondant au nombre 1 est beaucoup plus gros ; selon les cultures, certains points peuvent être de couleur rouge, et non
de couleur noire.



Figure 1. Deux façons différentes de numéroter les dés.
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Les dés sont souvent lancés par deux. L’un des faits majeurs concerne la probabilité d’obtenir un total donné. Pour calculer
les différentes probabilités – en partant de l’hypothèse que les dés ne sont pas « pipés », autrement dit que chaque face
présente une probabilité égale à 1/6 – nous cherchons à savoir combien il existe de moyens d’obtenir une somme donnée. Ensuite,
nous divisons ce nombre par 36, nombre total de paires possibles, en partant du principe que nous différencions les deux dés.
Pour bien comprendre, imaginez le premier dé de couleur rouge et le second dé de couleur bleue. Le total 12, par exemple,
ne peut se présenter que d’une seule façon : dé rouge = 6, dé bleu = 6. La probabilité d’obtenir le total 12 est par conséquent
égale à 1/36. Le total 11, de son côté, peut sortir de deux façons : dé rouge = 6, dé bleu = 5, ou dé rouge = 5, dé bleu = 6. La probabilité est, ici, égale à 2/36 = 1/18.


Cela peut paraître évident, mais il n’est généralement pas possible de distinguer un dé de l’autre, le fait de leur appliquer
une couleur étant quelque peu artificiel. Gottfried Leibniz, grand mathématicien et philosophe, pensait que la probabilité
d’obtenir les totaux 11 et 12 était identique. Son argument était qu’il n’existe qu’une seule combinaison égale à 11 : un
dé = 6 et l’autre dé = 5. Cette approche soulève, néanmoins, plusieurs problèmes. Le plus important est qu’elle contredit
l’expérience, selon laquelle le 11 sort environ deux fois plus que le 12. Autre problème, cette approche aboutit à la conclusion
douteuse que la probabilité qu’un lancer de deux dés donne un total quel qu’il soit est inférieure à un. Ou, si vous préférez, l’hypothèse de Leibniz implique que la probabilité d’obtenir 12 est supérieure
à 1/36.



Figure 2. Probabilités des totaux pour deux dés.
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La figure 2 recense les probabilités de tous les totaux compris entre 2 et 12. L’intuition de ces probabilités est cruciale
dans le jeu de craps, inventé aux États-Unis dans les années 1890. Un joueur, appelé le lanceur, y mise une somme d’argent. Les autres joueurs
l’« effacent » en pariant la somme de leur choix. Si le total des autres joueurs est inférieur au pari initial du lanceur,
celui-ci réduit la somme misée pour qu’elle corresponde au total des autres joueurs. Le lanceur jette alors les dés. Un total
égal à 7 (appelé « natural ») ou à 11 (appelé « pass ») au premier lancer gagne directement ; un total égal à 2 (appelé « snake eyes »), à 3 ou à 12 (appelé « craps » ou « déchets ») perd. Dans les autres cas, le résultat initial du lanceur, soit l’un des nombres 4, 5, 6, 8, 9, 10, constitue
ses « points ». Le lanceur continue à jeter les dés et doit obtenir à nouveau ce chiffre (celui constitué par ses points) avant le 7 (« craps out »). S’il réussit, il remporte l’ensemble des mises ; dans le cas contraire, il perd.


À partir de la figure 2 et de quelques considérations supplémentaires, il est possible de calculer que la probabilité de gagner
pour le lanceur est égale à 244/495, soit environ 49,3 %, à peine inférieure à une chance sur deux. Les parieurs professionnels
transforment ce léger désavantage en un avantage à l’aide de deux méthodes. L’une consiste à accepter ou rejeter les différents
« paris annexes (side-bets) » avec les autres joueurs, et à mettre ainsi à profit leur connaissance supérieure des probabilités. L’autre consiste à
tricher, en introduisant dans le jeu, d’un mouvement habile de la main, des dés truqués.


Les dés peuvent être truqués de multiples manières. Leurs faces peuvent être subtilement polies (rabotées) de telle façon
que les coins ne soient pas à angle droit ou les dés peuvent être lestés d’un poids supplémentaire (en alourdissant la face
opposée à celle souhaitée). Les deux techniques rendent certains lancers plus probables que d’autres. De manière plus radicale,
les dés habituels peuvent être remplacés par les dés appelés « tops », à savoir des dés pipés qui se présentent sous diverses formes. Par exemple, le dé peut ne comporter que trois chiffres distincts, les faces
opposées ayant le même nombre de points. La figure 3 propose un exemple, avec un dé n’ayant que les faces 1, 3 et 5. Comme,
à un instant donné, chaque joueur voit au plus trois faces d’un dé, et comme deux faces adjacentes n’ont jamais, dans le cas
des tops, le même nombre de points, rien n’apparaît anormal si l’on jette un coup d’œil rapide. Cependant, il n’est pas possible
de s’assurer qu’à tous les sommets, les dispositions se suivent dans l’ordre « exact ». De fait, si l’ordre est 135 dans le
sens inverse des aiguilles d’une montre autour d’un sommet, il doit être 135 dans le sens des aiguilles d’une montre autour
d’un sommet adjacent, comme le montre la figure 3. Par conséquent, un joueur avisé peut détecter le subterfuge.


Les tops, dés auxquels manque un certain nombre de chiffres, peuvent être utilisés dans le jeu de craps à différentes fins.
Une paire de dés 135 ne peut jamais donner un total égal à 7 et, par conséquent, avec une telle paire un joueur ne peut jamais
se retrouver en situation de crap out. De même, comme la combinaison d’un dé 135 et d’un dé 246 ne produit pas un total pair, il est impossible à un joueur d’obtenir
le total 4, 6, 8 ou 10. Les tops doivent être utilisés avec précaution pour que leur présence ne soit pas décelée – même le plus naïf des joueurs finira par
s’étonner de n’obtenir que des totaux impairs. Par conséquent, les dés truqués donnent généralement lieu à des substitutions
rapides, afin de favoriser la chance dans la direction souhaitée. Il existe également des tops appelés one-way tops où un seul nombre est présent deux fois. La reconnaissance instantanée de la disposition des points sur les faces d’un dé
est une faculté déterminante pour les joueurs professionnels, car elle les aide à repérer les tops.



Figure 3. Les « tops » ou comment tricher aux dés.
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De très nombreux tours de prestidigitation ont recours aux dés. La plupart repose sur la règle selon laquelle le total de
deux faces opposées est égal à 7. Martin Gardner décrit l’un de ses tours dans son Mathematical Magic Show. Le magicien tourne le dos à l’assistance et demande à un spectateur de lancer trois fois les dés et d’additionner les résultats
obtenus. Puis, la victime doit choisir l’un des dés et ajouter au total le nombre de sa face inférieure. Enfin, elle doit
relancer le dé et ajouter au précédent total le nombre de la face supérieure. Le magicien se retourne et, aussitôt, donne
le résultat exact – bien que n’ayant aucune idée du dé qui a été choisi. Comment cela est-il possible
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