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0.1. INTRODUCCION

ot

0.1. Introduccion

En lo que sigue presentamos unos apuntes de Andlisis de funciones de una variable
que pretendemos sean facilmente comprensibles. Puesto que estos apuntes estan pensados
para un posible piblico con un sélido interés por las Ciencias Matematicas, intentaremos
desarrollar rigurosamente las demostraciones de todos los resultados que van apareciendo
en la teorfa, es decir, propiedades, lemas, proposiciones, teoremas y corolarios; el principio
de su prueba se marca con el simbolo = y su finalizacion con &. Con la intencién de ilustrar
los conceptos tedricos que se estan explicando, iremos resolviendo una serie de ejemplos
complementarios, los cuales representamos mediante Ex. 1, Ex. 2, etc.

Para poder seguir estos apuntes con garantias creemos conveniente que el lector sea
conocedor de los elementos y propiedades bésicas de la Teoria de Conjuntos, es decir, las
operaciones conjuntistas de la unién (A U B), interseccién (A N B) y complementacion
(A\ B), el producto cartesiano de dos conjuntos (A x B), etc., ademds de la simbologia
propia de la Légica Matematica como el uso de los cuantificadores: V, que significa ”para
todo...”, 3, que significa ” existe algun...”, el simbolo de pertenencia €, el de inclusion
conjuntista C, etc.

Puesto que nos parece de suma importancia que el estudiante de esta materia con
interés en formar parte de la profesién adquiera la suficiente destreza y formacion en el
rigor que esta ciencia requiere, hemos anadido en la tltima parte de estos apuntes una
serie de problemas resueltos que constituyen un material basico y de dominio necesario.
Al tratarse de una primera escritura de estos apuntes-de-profesor, es muy probable que el
lector encuentre muchos errores y ”gazapos” que, ademas de hacer més divertida la lectura
(personalmente, cuando era alumno me divertia hallar errores en los textos, por supuesto
siempre que no fuese extremadamente dificil corregirlos), lo que seguro demuestran es la
humanidad del autor.

Miramar, Octubre de 2014






Capitulo 1

Niumeros reales y complejos

1.1. El cuerpo de los nimeros reales

1.- El semianillo de los nimeros naturales. Método de Induccion.

2.- El anillo de los niimeros enteros.

3.- El cuerpo de los nimeros racionales.

4.- El cuerpo ordenado arquimediano y completo de los ntimeros reales.

1.1.1. El semianillo de los ntimeros naturales. Método de Induc-
cion.
El conjunto de los niimeros naturales (o enteros no negativos) se representa por N y

se trata de
N = {0,1,2,3,...}.

Segin David Kronecker (matemadtico alemén del siglo XIX): Die Ganzen Zahlen hat der
lieber Got gemacht, alles anderes ist Menschenwerk, que significa ”El buen Dios creé los
numeros naturales, todo lo demas es obra del hombre”. Es decir, los niimeros naturales
puede decirse que todo el mundo los comprende de manera natural, sin esforzarse. Sin
embargo, desde un punto de vista matemético, éso no parece muy riguroso, asi que vamos a
esbozar una introduccién axiomética (por cierto, axiomas son afirmaciones que se admiten
como verdaderas).

Axiomas de Peano (Giuseppe)

Los cinco Axiomas de Peano son los siguientes:

x. I) 0 es un nimero natural

x. II) Sin es un nimero natural, existe un nimero natural s(n) llamado sucesor de n
x. ITI) 0 no es sucesor de nimero natural alguno

x. IV) Dos ntimeros naturales distintos tiene sucesores distintos

x. V) Siun conjunto cumple: 0 pertenece al conjunto y el sucesor de cualquier niimero
natural de dicho conjunto pertenece al conjunto, entonces ese conjunto contiene a N

e

7



8 CAPITULO 1. NUMEROS REALES Y COMPLEJOS

Estructura algebraica de los niimeros naturales

La estructura algebraica de N se consigue introduciendo sus dos operaciones bésicas: la
suma y el producto. Ello se hace también axiométicamente anadiendo dos nuevos axiomas
alos 5 de Peano: Al escribir n, m estamos suponiendo que n,m € N y por s(n) indicamos
al sucesor de n.

(Ax. VI) Vn,m, n+0=n A n+s(m)=s(n+m)
(Ax. VIT) Vn,m, n-0=0 A n-s(m)=n-m+n
Propiedades de la suma de ntimeros naturales
1) Bien fundada: Dados n,m € N, distinguimos dos casos
a) m = 0. Entonces, del Ax. VL n+m=n+0=n € N.
b) m # 0. Entonces, como m tiene antecesor, es decir, Ip € N/s(p) = m,
del Ax. VI, n4+m =n+ s(p) = s(n+p) € N.

2) Asociativa: Vn,m,p € N, (n+m)+p=n-+ (m+p). Sudemostracién se hace
de modo similar al visto antes.

3) Neutro: Vn € N, n+ 0 = n, nos dice que el 0 es el elemento neutro de la
operacién de sumar.

4)  Conmutativa: Vn,m € N, n+m=m+n
Propiedades del producto de niimeros naturales

1) Bien fundada: Dados n,m € N, distinguimos dos casos

a) m = 0. Entonces, del Ax. VI, n-m=n-0=0¢€ N.
b) m # 0. Entonces, como m tiene antecesor, es decir, I3p € N/s(p) = m,
del Ax. VIL n-m=n-s(p)=n-p+neN.

2) Asociativa: Vn,m,p € N, (n-m)-p=mn-(m-p). Su demostracién se hace de
modo similar al visto antes.

3) Neutro: Vn € N, n-1 =n, nos dice que el 1 es el elemento neutro de la operacién
de multiplicar. Su demostracién es sencilla:

n-1 =mn-s50 = n-04n = 0+4+n = n

4) Conmutativa: Vn,m €N, n-m=m-n

5) Distributiva: VYn,m,p € N, n-(m+p)=n-m+n-p.

Con todo ésto, se dice que (N, +,-) posee una estructura algebraica de semianillo
unitario y conmutativo.

El Método de Induccion

Como consecuencia del Ax. V de Peano, tenemos que todo conjunto que contenga al
0 v que, si contiene a un natural contiene al sucesor, ha de contener a todo el conjunto
N. Esto se explicita del siguiente modo, conocido con el nombre de Método, o Principio,
de Induccion:

Supongamos que una determinada propiedad (o predicado) P se enuncia en el universo
del discurso de los ntimeros naturales, i.e., N es el universo. Sea A ={n € N : P(n)},
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es decir, A es el subconjunto de N para los que se cumple P. Entonces, si se cumplen las
siguientes dos premisas:

1)  P(0), es decir, la propiedad es vélida para el 0 (equivalentemente, 0 € A)

2) Vn, P(n) — P(n+1), es decir, el conocimiento de que la propiedad es valida
para n garantiza su validez para n + 1 (equivalentemente, n € A — n+1¢€ A)

Podemos afirmar que A = N.

Asi pues, al realizar la demostracion de que cierta propiedad la cumplen todos los
numeros naturales siguiendo el Método de Induccion, todo se reduce a seguir los dos
pasos siguientes:

Primero: Demostrar que la propiedad es vélida para n = 0.

Segundo: Suponer que la propiedad es vélida para n (lo que se llama Hipdétesis de Induc-
cién, H.I) y, a partir de esa suposicién, demostrar que la propiedad se sigue cumpliendo
para n + 1 (la Tesis de Induccién).

Ex. 1  Demostrar que la suma de todos los nimeros pares consecutivos, a partir del 0
hasta otro par, da siempre el producto de dos nimeros consecutivos.

Primero comprobemos con ejemplos concretos que la cosa parece correcta:

—_

2 1-2
4 =6=2-3
44+ 6=12 = 3-4

o O O O
+ 4+

0-
2 =
2 +
2 +

Por tanto, parece sensato conjeturar que 04+2+44...4+(2n) = n-(n+1). Si demostramos
que esta igualdad la cumplen todos los niimeros naturales tendremos demostrada nuestra
afirmacién del enunciado del ejercicio. Por comodidad, escribimos P(n) para indicar que
el natural n cumple la igualdad anterior.

Usando el Método de Induccién, primero demostramos que se cumple P(0): Ya lo
hemos verificado al escribir unos cuantos ejemplos, pero lo volvemos a explicar: Desde
el par 0 hasta el par 0 sélo hay un nimero par, el 0, por tanto, el primer miembro de la
igualdad vale cero, como 0 = 0-1, tenemos que 0 es producto de dos naturales consecutivos.

Demostramos ahora el segundo paso (normalmente el més complicado): Supongamos
(Hipétesis de Induccién) que se cumple P(n), todo se reduce ahora a demostrar que
P(n + 1) sigue siendo vélida (Tesis de Induccion):

Para comprender lo que hay que hacer, volvamos a escribir la H.I. y 1la T.I., pero ahora
simbdlicamente

(H.I.): 04+2+4+6+..4+2n)=n-(n+1)
(T.1.): 0+24+44+6+...+2n)+2n+1)=Mn+1) - (n+2)

El motivo de volver a escribir, sobre todo la T.I., es que si no tenemos claro qué es lo que
hay que demostrar dificilmente lo conseguiremos demostrar. Asi pues, para demostrar la
T.I., como se trata de una igualdad, usaremos el Método Deductivo, es decir, a partir del
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primer miembro, haciendo las deducciones correctas que haga falta, llegaremos al segundo
miembro

0+24+44+6+...+2n)+2n+1) = [0+2+4+6+...4+(2n)] + (2(n+1))

= [usandola HI] = n-(n+1)+2-(n+1) = (n+1)(n+2),

que es lo que buscabamos. &
1.1.2. El anillo de los niimeros enteros

Construccién de los ntimeros enteros

Sabemos que el conjunto de los nimeros naturales es N = {0,1,2,3...}. En N x N
definimos la siguiente relacién binaria

(a,0)R(c,d) & a+d=b+c (suma deextremos = suma de medios).

Es bastante facil verificar que R es una R.B.E. en N x N (comprobadlo!!). Veamos c6mo
determinar el conjunto cociente (N x N)/R:

Dado (a,b) € N x N, la clase representada por (a,b) es
[(a,b)] ={(z,y) e NXxN : (z,y)R(a,b)}. Pero entonces

[(a,0)] ={(z,y) e NXN : z+b=y+a} = {(z,y) e NxN : y=z+(b—a)}

= {(z,z+(b—a)) : 2N}

Para representar las clases mds cémodamente (y para que aparezcan de hecho los signos)
tomamos el siguiente convenio

0, si a=b,
[(a,b)] = a—b, st a>Db,
—(b—a), si b>a.

De este modo los distintos niimeros enteros corresponden a las distintas clases inducidas
por esta relacion de equivalencia:

0 = [(0,0)] = {(0,0),(1,1),(2,2),(3,3)...}
1 = [(170” = {(170)7(271)7(372)7(473)“'}
-1 = [(Oa 1)} - {(Oa 1)7(172)7(2a3)(3a4)}
2 = [(270)} = {(270)7(3» 1)7(472)7(573)“'}
-2 = [(072)} = {(072>7(173)7<274)7(375)"'}

Si estos pares se representan en el semiplano superior del plano cartesiano, al unir los
puntos de una misma clase e intersectar la recta que determinan con el eje de abscisas los
puntos de corte que se obtienen son {....,—2,—1,0,1,2, ...}, es decir, el conjunto Z.
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Operaciones en Z
1) Suma: Dados m,n € Z, por definicién, sabemos que existen a, b, c,d € N tales
que m = [(a,b)], n = [(¢,d)]. Se define entonces

m + n = [(a,0)] +[(c,d)] = [(a+¢,b+d)].

Se puede demostrar que esta operacion cumple

(1.1) Bien definida: Es decir, la definicién no depende del representante elegido (como
debe ser...). Esta es la tunica propiedad que vamos a demostrar (es un buen ejercicio
casero realizar las restantes demostraciones!!). Para ello, sean m = [(a,b)] = [(¢/,V)] ¥
n=[(c,d)] = [(¢',d)] dos nimeros enteros. Entonces

[(a,b)] = [(d, V)] = a+ b =b+d } N { [(a,0)] + [(c,d)]

= [(a+c¢,b+d)] }
[(e,d)] =[(c,d)] = c+d =d+¢ [(a",0)] + [(¢,d)] =

[(al_i_cl’b/ +dl)]

= (at+c)+ W +d) =b+d+d+c = (b+d)+(d'+) = [(a+c,b+d)] = [+, b +d)],

es decir, no importa los representantes que cojamos la clase-suma es la misma.
(1.2) Asociativa: Vm,n,p€Z, (m+n)+p=m-+(n+p).
(1.3) Neutro: VneZ, (0+n=n+0=n.
(1.4) Opuestos: Vne€Z, n+(—n)=(—n)+n=0.
(1.5) Conmutativa: VYm,n € Z, m+n=n+m.
2) Producto: Sim = [(a,b)], n = [(c,d)] son dos elementos de Z, definimos

m - n = [(abd)]-[(c,d)] = [(ac+ bd,ad+ be)].
Esta operacién cumple
(2.1) Bien definida: Vamos a demostrarla. Para ello, sean m = [(a,b)] = [(¢/,V)] ¥
n=[(c,d)] = [(¢',d)] dos nimeros enteros. Entonces
[(a,b)] =

[(ac + bd, ad + bc))

(@' 0)] = a+b =b+da [(a,b)] - [(c, d)]
- } - { [(dd +Vd, dd + V)

(. )] =[(c,d)] = c+d =d+¢ (@, V)] [, d)]

= (ac+bd)+(d'd'+V'd) = (ad+bc)+(a'd+b'd') = [(ac+bd, ad+be)] = [(a'd+b'd',d'd +'c)]

es decir, no importa los representantes que cojamos la clase-producto es la misma.
(2.2) Asociativa: VYm,n,peZ, (m-n)-p=m-(n-p).
(2.3) Neutro: VneZ, 1-n=n-1=n.
(2.4) Conmutativa: VYm,n €Z, m-n=n-m.
(2.5) Distributiva: Vm,n,p€Z, m-(n+p)=m-n-+m-p.
Con todo ésto se dice que (Z,+,-) es un anillo unitario y conmutativo.
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Aritmeética entera médulo m

Fijado un nimero natural m € N, m > 2, que llamamos mdédulo, dos niimeros enteros
x,y € Z se dice que son congruentes médulo m, y se escribe x = y (mod m), siempre que
al hacer la resta © — y nos da un multiplo (positivo o negativo) de m. Es decir

x=y(modm) <& dpeZl/x—y=pnm.

Observar que en el caso de que z,y € N una forma de comprobar que x = y (mod m)
consiste en hacer las divisiones enteras =, Z y verificar que dan el mismo resto. La
congruencia en médulo m es una Relacién Binaria de Equivalencia, ya que cumple las
tres propiedades siguientes
Reflexiva: Vz € Z, x =z (mod m).
Simétrica: Si x,y € Z, cumplen que x =y (mod m), entonces y =z (mod m).
Transitiva: Si x,y,z € Z, cumplen que x = y (mod m), y = z (mod m), entonces
x =z (mod m).

Dado un ntimero entero a € Z, podemos hablar de la clase de equivalencia representada
por a, que esta formada por el conjunto de todos los niimeros enteros que son congruentes
con a (mod m). Explicitamente

a = {z€Z : z=a(modm)},
Observemos que hay tantas clases distintas como indica el médulo m:
= {0,m,2m,3m,...,—m, —2m, —3m...}

= {L,14+m1+2m,14+3m,...,1—m,1—2m,1—3m...}
= {2,24m,24+2m,24+3m,....,.2—m,2—2m,2 — 3m...}

N el

=1 = {(m—1),(m—1)+m,(m—1)+2m,(m—1)+3m, ..
(m—1)—m,(m—1)—2m,(m—1) — 3m...}

Verificamos que la clase que sigue, es decir, T es la misma que la clase 0, consecuentemente
se repiten ciclicamente con periodo m:

m = {m,m+m,m+2m,m+ 3m,...,m —m,m—2m,m — 3m,...}

= {0,m,2m,3m,....,—m,—2m,—3m, ...} = 0.

El conjunto formado por las diferentes m clases {0,1,2,...,m — 1} recibe el nombre de
conjunto cociente y se representa como Z/m. Lo que acabamos de explicar nos dice que,
al trabajar en un cierto médulo m, cualquiera de los infinitos elementos de Z pertenece
a una determinada clase médulo m, por tanto la clase representada por dicho elemento
coincide con la clase a la que pertenece. Para calcularla, en la practica, todo consiste en
dividir el niimero por el modulo y tomar el resto de la division.
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Vamos seguidamente a introducir unas operaciones bésicas dentro del conjunto co-
ciente Z/m.
Suma mddulo m: Si tenemos dos clases p, § de Z/m, la forma de sumarlas es ésta

p+q = ptq
O sea, consiste en sumar los niimeros representantes de cada clase y después clasificar.

Producto médulo m:  Si tenemos dos clases p, ¢ de Z/m, la forma de multiplicarlas es
analoga

p-q = pq

O sea, consiste en multiplicar los nimeros representantes de cada clase y después clasificar.
Como muestra de una de las muchas aplicaciones de la Aritmética médulo m, veamos
el siguiente ejercicio.

Ex. 2 Demostrar el criterio de divisibilidad por 3, es decir, un nimero entero es divisible
por 3 si y solo si, en su escritura decimal, la suma de todas sus cifras es multiplo de 3.

Es suficiente con hacer la demostracion para nimeros naturales. Asi, sea
n = ag+a-10+as-102+ ... +ax - 10F

el desarrollo decimal de n € N. Trabajando con clases residuales médulo 3, es decir,
Zs; ={0,1,2}, donde

{0, £3,+£6, ...}

= {1,4,7,...,—2,-5,...}

= {2,5,8,...,—1,-4, ...},

Nl | O
I

y operando con dichas clases de manera natural, i.e., la clase-suma es la suma de clases y
la clase-producto es el producto de clases, tenemos

0=1
102=10"=17=1
100=10"=17=1

Por tanto

S

otart+a+...+tay=a+ar+a+..+a & 3\(a0+a1+a2+...+ak).&
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1.1.3. El cuerpo de los niimeros racionales

Aunque este conjunto numérico tiene obviamente una gran importancia, vamos a in-
dicar superficialmente cémo se realiza su construccion, de alguna manera similar a la del
anillo de los enteros. En Z x N*| con N* = N\ {0}, definimos la siguiente relacién binaria

(a,0)R(c,d) < ad=0bc (producto de extremos = producto de medios).

Es facil verificar que R es una R.B.E. en Z x N* (comprobadlo!!). Veamos cémo deter-
minar el conjunto cociente (Z x N*)/R:
Dado (a,b) € Z x N*, la clase representada por (a,b) es
[(a,0)] = {(2,y) € Zx N* : (2,y)R(a,b)}.

Pero entonces
[(a,0)] = {(z,y) € ZxN" : 2b=ya} = {(ya,by) : y €N}

= {yla,b) : yeN*"}L

Para representar las clases mds cémodamente (y para que aparezcan las fracciones) se
representan como

; = lad)] = {ylab) : yeN"}

Entonces el conjunto de los ntimeros racionales (o fraccionarios, o quebrados) se define
como

Q = (ZxN"/R.
Las operaciones de suma y de producto de fracciones se definen asi: Si 7,9 € Q

c __ ad+bc
+ d bd

Salls}

c

Sls]

. — ac
d bd*

Puede comprobarse que ambas operaciones estan bien definidas y que cumplen las sigu-

ientes propiedades: (Q,+) es un grupo abeliano, es decir, la suma es asociativa, tiene

neutro, simétricos y es conmutativa; (Q \ {0}, ) es otro grupo abeliano y ademds el pro-

ducto es distributivo respecto de la suma racional. As{ pues, se dice que (Q,+,-) posee

una estructura de cuerpo.

Conjuntos ordenados
Un par (A, <), donde A es un conjunto no vacio y < es una relacién binaria en A que
cumple las tres propiedades siguientes
Reflexividad: Va € A, a <a
Antisimetria: Si a,b € A son tales que a <byb<a,entonces a =>b
Transitividad: Va,b,c € A, si a<b y b<c, entonces a < c,
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recibe el nombre de conjunto ordenado. Veamos algunas propiedades generales impor-
tantes de los conjuntos ordenados.

Orden total: Una relacién de orden < en el conjunto A se dice que es total siempre
dos elementos cualesquiera de A son siempre comparables, es decir

< estotal < Va,be A, a < Db 6,b < a.

Elementos notables de un orden: En un conjunto ordenado (A, <), sea B un sub-
conjunto de A. Introducimos los siguiente elementos importantes:

1) Cota superior: Un elemento a € A es cota superior de B siempre que

Vere B, z<a.
2) Cota inferior: Un elemento a € A es cota inferior de B siempre que
Vee B, a<u.

3) Supremo: Cuando existe, a la menor de las cotas superiores de B se le llama
supremo de B, se representa como sup(B). El sup(B) puede no pertenecer a B.

4) Infimo: Cuando existe, a la mayor de las cotas inferiores de B se le llama infimo
de B, se representa como inf(B). El inf(B) puede no pertenecer a B.

5) Maximo: Cuando existe sup(B) y ademds sup(B) € B, se dice que B tiene
maéximo y se escribe max(B) = sup(B) € B.

6) Minimo: Cuando existe inf(B) y ademds inf(B) € B, se dice que B tiene
minimo y se escribe min(B) = inf(B) € B.

7) Maximal: En un conjunto ordenado (A, <), un elemento a € A es un maximal
siempre que no existan elementos x € A, distintos de a, tales que a < x.

8) Minimal: En un conjunto ordenado (4, <), un elemento a € A es un minimal
siempre que no existan elementos x € A, distintos de a, tales que x < a.
Conjunto orden-completo:  Un conjunto ordenado (A <) se dice que es orden-completo,
o completo para el orden), siempre que todo subconjunto acotado superiormente admite
supremo en A (también se llama principio del supremo).

El orden racional
Consideremos el subconjunto de Q dado por

Q+:{%6Q:aeN}

Es decir, el conjunto Q. esta formado por todas las fracciones de numerador y denomi-
nador no-negativos. Las siguientes propiedades son faciles de verificar
a ¢ a c
1) V§5,9€Qs $+5€Qq.
a c¢ a c
2) 5 i €Q §7€Qy
Entonces podemos hacer la siguiente definicion: Dados ¢, 5 € Q

C C a

< £ £ 2 .
S .09 g%

SRS}

Veamos que (Q, <) es un conjunto ordenado.
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Reflexividad: V§ € Q

a a a _a
- — - =0¢€ = - < -
b b Qs b~ b
Antisimetria: Si 7,5 € Q son tales que § < 5y 5 < ¢, entonces
ace 4o _a_beadeoy 4 pe—qgdeN a c
4> b d— bd + a ce
Transitividad: V%,g,? €qQ, s $<2y £< ?,entonces
c—-2€Q e ¢ c a e a a e
d b +
= -+ (E-7)€eQi=> ——-€Q, > - <—.
orden definido en Q es total, ya que, si ¢, < € Q, entonces, como ad — bc € Z, tenemos
El orden definid total, y &g t d—bceZ,t
si bcfadeN%%Sg
si ad—bceN — 2<%

Propiedades del orden racional

1) Compatibilidad con la suma: Dados r,s,t € Q, si r < s, entonces r +1¢ < s+ t.

2) Compatibilidad con el producto positivo: Dados r,s € Q, t > 0, si r < s, entonces
rt < st.

3) No acotacién: Los conjuntos Q y Z no estan acotados ni superior ni inferiormente.
N esté acotado inferiormente (tiene minimo, de hecho), pero no lo estd superiormente.
4) Propiedad arquimediana: Dados r,s € Q, s > 0, existe n € N tal que ns > r.

) Q no es orden-completo.

at

—_

(s+t)—(r+t)=s—r>0,yaquer <s. Porlo tanto, r +¢ < s + .
st—rt=(s—r)t >0,pues s —r >0yt>0.Luego, rt < st.

De la definicién de N (axiomas de Peano) se desprende que no estd acotado supe-
riormente. Consecuentemente, Z = N U (—N) tampoco lo esta inferiormente. Como Q
contiene a Z, esta claro que no estd acotado por ningin lado.

4) Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que: ¥n € N, sn < r. Entonces se
tendria que, Vn € N, n < I, es decir, N estaria acotado superiormente, lo que contradice
la propiedad anterior.

5) Hay que encontrar un subconjunto de Q que esté acotado superiormente pero no
admita supremo en Q. Consideremos el conjunto

wW N
= —

A={reQy: <2}

Claramente A esta acotado superiormente, por ejemplo 1,5, é 2, son cotas superiores de
A en Q. Sinembargo, veamos que A no tiene supremo en Q. De nuevo, razonando por
refutacién, supongamos que existe r = sup(A4) € Q. Veamos primero que r> = 2. De no
ser asi, tenemos dos posibilidades.
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Una. 72 > 2. Entonces, de la propiedad arquimediana (P.A.) y ya que r > 0, existe

n €N tal que (r?—2)n>2ry nr> 1. Asi

1 1 1
(FP=2m > 20 > % —= 5 2—2-2" 4 >0 5 (r—-) > 2
n n n n

Pero, dado a € A

a>0 1
r—1>0 = a<r——.
2 12 n
a? <2< (r—2)

Ello implica que r — % es una cota superior de A que, al ser menor que r contradice el
que r sea el supremo de A.

Dos. r? < 2. En este caso, de nuevo haciendo uso de la P.A., existe n € N tal que
(2 —=7*)n > 2r + 1. Ahora bien

1 ro1 1 1
22— > 2r+1 > 2r+— — 2 > r2+27+—2 = (r+-)?—=> r+-€A4,
n n o n n n
lo cual contradice que r sea cota superior de A.
Tenemos por tanto que 72 = 2 y estamos suponiendo que r € Q. Veamos que esto es
imposible, lo que concluye la demostracién de que el conjunto A no admite supremo en

Q. Como r € Q, podemos escribirlo de la forma siguiente

donde suponemos que p, ¢ son dos nimeros naturales primos entre si (no poseen divisores
comunes distintos del 1). Elevando al cuadrado
2
P
2

,?;

2q2 = p2.

Entonces, 2 es un divisor de p. Sea pues p = 2n, siendo n un numero natural. Volviendo
a la igualdad anterior,

2¢° = (2n)* = 4n% ¢# = 20’

De lo que tenemos que 2 es un divisor de ¢. Por tanto, hemos obtenido que 2 es divisor
comun de p y de ¢, lo que supone un absurdo con la hipdtesis inicial de que p, ¢ son primos
entre si. &

Ex. 3 Hallar la fraccion generatriz del decimal 1,234343434... = 1,234.

Sea x = 1,2343434.... Multiplicamos por 10 para pasar el punto decimal al 2:

10z = 12,343434..



18 CAPITULO 1. NUMEROS REALES Y COMPLEJOS

Multiplicamos ahora por 100 para pasar el decimal al 1234.343434...
1000 x = 1234,343434...

Finalmente, restamos las dos ultimas expresiones, aprovechando que tienen la misma parte
decimal, y simplificando todo lo que se pueda (una siempre excelente costumbre)

1222 611
990 495

Se puede comprobar (comprobar siempre es bueno!) la veracidad de lo hecho haciendo la
cos s 611

division e . &

Nota 1 Aunque atin no hemos definido los nimeros reales, el ejercicio anterior nos re-

cuerda que una forma fdcil y comoda de ver los nimeros reales es la siguiente. Partiendo

de que todo nimero real x admite un desarrollo decimal, es decir, una parte entera y una
parte decimal, se tiene

990+ = 1222, 2z =

tiene una parte decimal finita

. . . . o1 . — x es racional
tiene una parte decimal infinita periodica (pura o mixta) }

Six

tiene una parte decimal infinita no — periodica — x es irracional

1.1.4. El cuerpo ordenado arquimediano y completo de los
numeros reales

Construccién del cuerpo de los niimeros reales por el Método de las Cortaduras
(Richard Dedekind)

Suponemos, como asi es, conocida la estructura de cuerpo ordenado de Q. Llamamos
cortadura a todo par (4, B), donde A y B son subconjuntos no vacios de Q que cumplen
dos condiciones:

1) AU B = Q.

2) Yac A, YbeB, a < b

Es facil observar que la segunda condicién nos dice que A N B o bien es vacia o se
reduce a un elemento, ya que

T =y.

<
e ANB — {xeA,yEB—> x_y}

yeA zeB— y<u

Definimos el conjunto R :={ (A, B) : (4, B) es una cortadura }. Por comodidad, a los
elementos de R, que llamamos nimeros reales, los representamos con letras griegas. Asi,
dado o € R, si a = (4, B), escribimos

ac = A

> = B.
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A continuacién introducimos una relacién de orden en R, como no, basada en la de Q:
Dados o, 8 € R

Veamos que se trata en efecto de un orden:
Reflexiva: Va € R, es obvio que a< C ac , luego o < .
Antisimétrica: Si o, € R son tales que a < g y S < a, entonces

a<p — a<Cfe

f<a — 5<§a<} —~ag =P ax=h 2 a=4

Transitiva: Si «a, 3,7 € R son tales que a < g y [ <+, entonces

a<p — ac C B
- = - = — ac = — a < 9.
B<y = B< e =T =7

Vamos a ir repasando las propiedades que nos interesan del conjunto ordenado (R, <).

(R, <) contiene a (Q, <)
En realidad, lo que vemos (lo cual es frecuente en identificaciones mateméaticas) es que
podemos definir una aplicacién inyectiva de Q en R que conserva el orden. Asi, definimos

f:Q — R

r = [f(r) = (A B) tal que{ A={s€Q: s<r} (= f(r)i)

B={seQ : s>r} (=f(r)s)

Es inmediato ver que f estd bien definida, ya que el par (A, B) definido es una cortadura
como bien se puede comprobar. Veamos que f conserva el orden, o sea, si7, s € Q cumplen
que r < s, veamos que f(r) < f(s):

f<={teQ:t<r}C{teQ: t<s}=f(s)< = f(r) < f(s).

Ahora, veamos que f es inyectiva: Sir, s € Q son tales que f(r) = f(s), entonces

ref(r<=f(s)<—= r<s B
p <—>5<r}_> r=s.

s€ f(s)<=[r)

(R, <) es un conjunto totalmente ordenado
Dados a, 8 € R, supongamos que a £ (. Entonces, por definicién del orden real,
a< € f<, de lo que

Vs € ﬂg,

s<r
- — S € ac — <a.
TGO{S } < /87

H’I"GO[S\ﬁS — T€a<ﬂﬁ>%{
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Operaciones en R
Suma: Dados «, 8 € R, definimos

V< = a< + fB<
a+f =19 & 8 S
p=n {7> = ax+ .

Recordemos que una suma de conjuntos numéricos es el conjunto que se obtiene al sumar
cada elemento de un conjunto con cada elemento del otro. Asi, verificamos las cinco
propiedades de grupo abeliano de (R, +).

1) Estable: Dados o, 5 € R, como a< Uas = Q = < U B, se tiene que (a< + f<) U
(as + B>) = Q. Ademds

Vre€ac+p<— Jac€ac,FbeP< /r=0a+D

= < —
Vs €ax+ 0> — Elceaz,ﬂdeﬁz/s—c+d}—>7” a+b<c+d=s

Asi pues, a + 8 € R.
2)  Asociativa:  Dados «, 3,7 € R, basdndonos en la asociatividad de la suma de
conjuntos numéricos, a su vez basada en la asociatividad de la suma racional, se tiene que

(a+B)+7v=(ac+ f<,as + B5) +7 = ((ac + B<) + 1<, (a> + B5) +793) =

= (ac+ (B< + 7<), 02 + (B2 +12)) = a+ (B +7<, 8> +72) = a+ (B+7).
3) Neutro: Esel0e Q CR.
4) Simétricos: Sia € R, definiendo —a := (—as, —a<) se obtiene otra cortadura, i.e.,
—a € R. Ademés
Q-+ (7a) = (a§7 aZ) + (7a>7 7a<) = (O(< + (70(>)7O{> + (7O(<)) = 0,

ya que
<
Va€ac, Vbe —as =4 4= — a+b<0
= = b< —«o
>
Va € a>, Vb € —a< — “=a — a+b>0.
= = b> —«

5) Conmutativa: Dados o, € R, se ve similarmente a lo hecho para la propiedad
asociativa que a+ =+ a.
Producto: Sea R, :={a € R: a >0} Dados o, € R, definimos

a-f = (ac- B as - Bs).

Es facil ver que - € R. Recordando la regla de los signos, extendemos la definiciéon del
producto real

(a<- B ax-B>), sia,BeRy,

—(a-(=p)), sia,—f €Ry,

—((—a)-B), si —a,B€Ry,

(=) (=0)), si —a,—p €R,.

a-B =
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No vamos a demostrar la primera de las afirmaciones siguientes (puede ser un buen ejer-
cicio para el lector interesado).

(R, +, -, <) tiene estructura de cuerpo ordenado

R tiene la propiedad arquimediana: Sean «, € R, a > 0. De la definicién del orden
real, a > 0 garantiza la existencia de a € a< tal que a > 0. Si b € >, aplicando la P.A.
de Q, existe n € N tal que na > b. Asi

na > na > b > f.

R es orden-completo: Conviene observar que éste es el principal motivo por el que, segtin
creo, Dedekind opté por esta construccién de R. Supongamos que A es un subconjunto
no vacio de R que esté acotado superiormente. Entonces existe 5 € R tal que Va € A,
«a < . Definimos

M:= [Joass N := ()as.

acA acA

Veamos que (M, N) es una cortadura. M # () claramente. Como Vo € A, o < 3, se tiene
que N # ). Ademés

acA acA acA
Finalmente
Vae M,3a€ A/ ac€ac
’ = L < b
VbeN, beas }%a—b

Para acabar la demostracion, sélo hace falta ver que, llamando v := (M, N) € R, 7 es
el supremo de A. Asi, como Vo € A, a< C M = v<, queda claro que v es cota superior
de A. Para ver que es la menor de ellas, sea 6 € R una cota superior arbitraria de A.
Entonces

Vae A, a<d = VaeA acCoc = <=M Céc — v <o

Seguidamente introducimos unos conceptos que nos serviran para obtener mas propiedades
importantes de R.

Intervalos reales
1) Intervalos acotados. Se subdividen en

(1.1)  Abiertos: Dados dos nimeros reales a < b, se define el intervalo abierto de
extremos a,b como el conjunto siguiente

la,bj= {z€R : a < z < b}

Es decir, se trata del conjunto que contiene a todos los ntimeros reales estrictamente
comprendidos entre a y b.

(1.2) Cerrados: Dados dos nimeros reales a < b, se define el intervalo cerrado de
extremos a,b como el conjunto siguiente

[a,b) = {reR : a <z

IN

b1,
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Es decir, se trata del conjunto que contiene a todos los niimeros reales comprendidos entre
a y b, inclusive los extremos a y b.

(1.3)  Semiabiertos, o Semicerrados: Dados dos nimeros reales a < b, se define el
intervalo semiabierto (o también se puede llamar ”semicerrado” )de extremos a,b como
alguno de los siguientes conjuntos

la,b] = {z€R : a < x <b}; [a,0[= {z€eR: a <z < b}

Es decir, se trata del conjunto que contiene a todos los niimeros reales estrictamente
mayores que a y menores o iguales a b, o al revés, es decir, los mayores o iguales que a y
estrictamente menores que b.
2) Intervalos no-acotados. Los cuales se subdividen en

(2.1) No-acotados superiormente: Para designarlos necesitamos introducir, por vez

un nimero, +0o es meramente un indicador de que cierta magnitud puede ser "tan
grande como se quiera” (conviene advertir que hay muchos textos, y profesionales, que
usan oo como sinénimo de 400, en nuestro caso, para mayor claridad, escribimos siempre
+00). Asi, dado un nimero real a, se define el intervalo abierto, respectivamente cerrado,
no-acotado de extremo inferior a como los conjuntos respectivos siguientes

la,+o0[= {r€R : 2 > a}; Ja,+o0[= {z€R : z > a}.

Es decir, se trata del conjunto que contiene a todos los niimeros reales estrictamente
mayores, respectivamente mayores o iguales, que a. Notar como la parte correspondiente
al extremo o0 siempre es intervalo abierto, ya que, insistimos, +0c0 no es niumero alguno.
También conviene observar que, como Vx € R, +00 > z, 400 siempre va situado como
extremo superior del intervalo.

(2.2)  No-acotados inferiormente: ~ Ahora necesitamos introducir otro sfmbolo, se

indicador de que cierta magnitud puede ser "tan grande negativamente como se quiera”.
Asi, dado un nimero real b, se define el intervalo abierto, respectivamente cerrado, no-
acotado de extremo superior b como los conjuntos respectivos siguientes

|]—c0,bf= {z€eR : 2z <b}; ]—o0,b = {zeR : 2z < b}

Es decir, se trata del conjunto que contiene a todos los niimeros reales estrictamente
menores, respectivamente menores o iguales, que b. Notar como la parte correspondiente
al extremo —oo siempre es intervalo abierto, ya que —oo tampoco es nimero alguno.
Observar que, como Vr € R, —oo < x, —oo siempre va situado como extremo inferior del
intervalo.

(2.3) No-acotados ni inferior, ni superiormente: Se trata de un sélo intervalo

]| —o00,+0[= R.

Propiedad de los intervalos encajados: Esta propiedad afirma que, si

la1,b1] 2 [ag, bo] 2 [as,bs] 2
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es una sucesion de intervalos cerrados, cada uno conteniendo al posterior (encajados),
entonces

a) Su interseccién no es vacia.

b) Siademads dichos intervalos cumplen que sus didmetros tienden a cero, i.e., Ve > 0,
djo tal que Vj > jo, b; —a; < €, entonces la interseccion de todos los intervalos se
reduce a un punto.

a) Llamando A := {a; : j > 1}y B:={b; : j > 1}, es evidente que A estd acotado
superiormente y B lo estd inferiormente. Por tanto, del principio del supremo (y el del
infimo, que es una consecuencia inmediata), existen «, € R tales que « = sup(4) y
g = inf(B). Como, Vj,h > 1, a; < by, se tiene que o < §. Todo se reduce a demostrar
que [a, 8] € Nj>1]a;, bj]. En efecto

VJZL { ﬁ;b] }_) [avﬂ]g[aj'/bj]'

b) Del apartado anterior sabemos que N;>1[a;, b;] # 0. Asi, supongamos que existen dos
numeros reales distintos a < 3 dentro de la interseccién anterior. Tomando € := f—a > 0
y aplicando la hipdtesis adicional el este apartado, existe jo tal que Vj > jo, b; —a; <e.
FEntonces, si j > jo,

b]'—CL]' < g = 6—0[7

lo que contradice que [, 5] C [a;, b;]. &

Densidad de Q en R: Esta propiedad quiere decir que entre dos nimeros reales dis-
tintos siempre hay algin ntimero racional.

Sean o <  dos ntimeros reales. Entonces

a<fB = a< C B

aFf = ac# Pe

Como r € Q, hemos terminado. &

} — Irefcnas = a<r<p.

Ya vimos en la seccion correspondiente a los niimeros racionales que existen nimeros
reales que no son racionales. Se trata de la cortadura v/2 = (A, B), donde A = {r € Q :
r2 <2}, B={reQ: r*>2} Al vimos que A no admite supremo en Q, lo que
equivale a decir que v/2 € R\ Q. A los ntimeros reales que no son racionales se les llama
irracionales. De hecho, conviene observar que los nimeros irracionales se corresponden
con las cortaduras (A, B) € R tales que AN B = (). Hemos demostrado la existencia de
uno de dichos ntimeros irracionales, ahora vamos a ver que, de alguna forma, hay ”mas”
irracionales que racionales, pero para verlo necesitamos hablar de cardinalidad infinita y
de conjuntos numerables.

Conjuntos equipotentes: Dos conjuntos A y B son equipotentes siempre que se pueda
definir una funcién biyectiva entre ambos. Cuando A y B son equipotentes se escribe

A= B.
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Consideremos la ” clase” formada por todos los conjuntos bien definidos. Conviene hacer
notar que el concepto de clase se introduce en Légica Matemédtica para no incurrir en
posibles paradojas (situaciones absurdas, o contradictorias), como la famosa Paradoja de
Bertrand-Russell de los conjuntos regulares: Un conjunto A se llama regular siempre que
A ¢ A. Supongamos que existe el conjunto de todos los conjuntos regulares y llamémosle
R. Como en Ldgica Matemética se trabaja en estados de validez binarios (es decir, toda
afirmacién o es Verdadera, o es Falsa), estd claro que o R es regular, o R no es regular.
Luego podemos distinguir dos casos posibles y he aqui como obtenemos una situacion
paraddjica

Caso 1: R es regular. Entonces, de la definicién de R, R € R, pero ello significa
que R no es regular. Luego este caso no se puede dar ya que es absurdo.

Caso 2: R no es regular. Entonces R ¢ R, pero ello significa, de la definicién de
cojunto regular, que R es regular. Luego este caso también es absurdo y no se puede dar.

Por lo tanto, si ambas posibilidades son imposibles, cual es la conclusiéon?. La con-
clusion es que nuestra suposicion de partida no es correcta, es decir, no existe un conjunto
formado por todos los conjuntos regulares. A la agrupacién de ”todos los conjuntos regu-
lares”se le denomina clase de los conjuntos regulares y no es comparable l6gicamente con
los conjuntos, pertenece a otro nivel.

Una vez explicado, aunque un tanto divulgativamente, el lio éste de las clases, repre-
sentamos mediante C a la clase de todos los conjuntos bien definidos. En C consideramos
la relacién binaria A &~ B. Veamos que =~ es una relacién de equivalencia en C:

Reflexiva: VA € C, A~ A, ya que Id, es una biyeccién de A en si mismo.

Simétrica: Si A ~ B, sea f : A — B una biyeccién. Sabemos que f~' : B — A
también es biyectiva. Por tanto, B ~ A.

Transitiva: Si A~ By B~ C,sean f: A — By g: B — C biyecciones. Sabemos
que g o f es también una biyeccién de A en C. Por tanto, A =~ C.

Cardinal de un conjunto arbitrario: Como =2 es una relacion de equivalencia en C, pode-
mos hablar de su clase cociente C/ =, es decir, la formada por las clases de equivalencia,
si AecC,

[A] = {BeC: BrA}.

Por definicidn, se llama cardinal de A a la clase a la que pertenece A, es decir, card(A) =
[A]. O sea que el cardinal de un conjunto cualquiera A (finito, o no) es la coleccién de
todos los conjuntos que son equipotentes con A. Respecto de la Teoria de Cardinales,
s6lo diremos que es de suma utilidad en el pensamiento matematico y que ha servido para
resolver problemas y hacer comprender afirmaciones, aparentemente imposibles, como que
"la recta y el plano tienen el mismo cardinal”.

Algunos cardinales usuales: Los cardinales finitos se suelen definir as:

0 = card(l).

1 = card({0}).

2 = card({0,{0}}).

3 = card({0,{0},{0,{0}}}).
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etc.

Los cardinales infinitos mds frecuentes son:

Ny = card(N).

¢ = card(R) (al cardinal ¢ se le llama cardinal del continuo.

Conjunto infinito:  Un conjunto A es infinito siempre que admite algin subconjunto
propio (ni el f, ni A) que es equipotente a ¢l mismo. Es decir

A esinfinito < 3IBCA 0#B#A) B=A.

Propiedades interesantes.

a) N es infinito.

b) Z~N.

¢) Si A es un conjunto cualquiera, entonces el conjunto potencia P(A) nunca es
equipotente a A, i.e., P(A) % A.

a) Para ver que N = {1,2,3, ...} es un conjunto infinito, consideremos el subconjunto
de los nimeros pares 2N, que claramente es un subconjunto propio, y veamos que 2N ~ N.
Para ello definimos la funcién f : N — 2N tal que, si € N, f(z) = 22. Es inmediato
que f estd bien definida como funcién. Veamos que f es biyectiva:

21,82 € N /[ f(21) = f(22) = 221 =210 = 21 =
Vye2N, JreN/ y=22 = y= f(z)

b) Para ver que Z y N son equipotentes, todo consiste en poder definir una funcién
biyectiva entre ellos. Asi, definimos f : N — Z como sigue, dado 2 € N,

T

72 . , N
f() 2 sixes par,
— =l gz esim

L, par

Es evidente que f esta bien definida. Veamos que es inyectiva: Sean z1, 22 € N tales que
f(z1) = f(x2), podemos distinguir tres casos
Uno. =z y xy son pares. Entonces

1'1—27.’1)2—2
2 2

f@1) = f(z2) =

= X1 = To.

Dos. w1 y x9 son impares. Entonces

.%'1+17 .%'2+1

f(il) = f(xg) = 9 9 = 1 = Tsa.
Tres. x; es par y xo es impar. Entonces
o 2 b 1
f(z1) = f(z2) = il S s = 1= —2o+]l = —xo+1>1 = x5 <0 (Absurd

2 2

Luego, s6lo pueden darse los casos Uno y Dos en los que x; = xs.
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Finalmente, veamos que f es sobre: Sea y un elemento arbitrario del conjunto Z.
Distinguimos dos casos

Uno. y > 0. Entonces, si nos planteamos la ecuacion y = “T’Q, obtenemos que
x = 2(y+1). Como y > 0, se tiene que x = 2(y + 1) € N, siendo = par. Por tanto,
flx)=f2y+1) = % = y. Es decir, la antiimagen de y por f es 2(y + 1).

Dos. y < 0. Entonces, si nos planteamos la ecuacion y = —%, obtenemos que
xr = —2y — 1. Como y < —1, se tiene que * = —2y — 1 € N, siendo x impar. Por tanto,
flz)=f(-2y—1) = 7% = y. Es decir, la antiimagen de y por [ es —2y — 1.
¢) Para demostrar que A % P(A), todo se reduce a ver que no existe ninguna funcién
f+A—= P(A) que sea suprayectiva: Supongamos que f es suprayectiva. Entonces, sea
B={xe€ A . x¢ f(xr)}. Como B € P(A), existe un elemento b € A tal que f(b) = B.
Al estar b en A, podemos considerar dos alternativas

Una. b e B. Entonces, b ¢ f(b). Absurdo, pues f(b) = B.

Dos. b ¢ B. Ahora, de la definicién del conjunto B, b € f(b). Absurdo, pues
f(b) = B.

Cualquiera de las dos alternativas conduce a una contradiccién. Por tanto, nuestra
suposicién de que f fuese suprayectiva es Falsa, es decir, f no es suprayectiva.

Conjuntos numerables: Un conjunto A se dice que es numerable, o contable, siempre
que sea finito (es decir, no sea infinito, i.e., no existe ningin subconjunto propio equipo-
tente con él) o sea equipotente con el conjunto de los niimeros naturales N. Resumiendo

A es numerable < { Aes finito, 6,
card(A) = Ny.

Las propiedades que siguen las afirmamos sin mas.
Propiedades de los conjuntos numerables

1) Cualquier subconjunto de uno numerable es numerable.

2) Si Ay B son numerables, también lo es el producto cartesiano A X B.

3) Cualquier unién numerable de conjuntos numerables es numerable. Explicitamente,
si I es un conjunto numerable y tenemos una ”familia” {4, : i € I} donde cada conjunto
A; es numerable, entonces el conjunto unién de dicha familia

U4 = {z : Jiel/zeA} esnumerable.

el

4) Sea f: A — B una funcién. Podemos afirmar:

(4.1) Si A es numerable y f es suprayectiva, entonces B es numerable.
(4.2) Si B es numerable y f es inyectiva, entonces A es numerable.
(4.3) Si f es biyectiva, entonces A es numerable si y sélo si lo es B.

Ejemplos de conjuntos infinitos usuales
1) N es claramente numerable.
2) Z es numerable, ya que, del ejercicio anterior Z ~ N.
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3) Q es numerable: Puede demostrarse que Q es equipotente a una parte de N x Z,
aplicando las propiedades anteriores se deduce que @Q es numerable.

4) R no es numerable: Hacemos la demostracién de esta propiedad ilustrando de
nuevo la potencia de la construccién de R por cortaduras. Notar que, si X es un conjunto
cualquiera, por 2% representamos la familia de sus partes, i.e., la familia de todos los
subconjuntos de X.

Consideremos la subfamilia de 29 dada por
T:={I €29 I esun intervalo racional acotado sup. pero no inf.}.

Se puede ver que Z es equipotente a 29, por lo que card(T) = card(2Q) > card(Q), lo
que nos dice que Z no es numerable. Asi, todo se reduce a ver que R es equipotente a Z.
Para ello definimos
f:R— T
a— fla) :=a<.

f esta bien definida, ya que, si @ € R, entonces a< esta acotado superiormente por o y
es un intervalo de ntimeros racionales. Veamos que es inyectiva: Si «, 8 € R son tales
que f(a) = f(B), entonces

ac=fla)=f(B)=p< = a=4.

Ademés, si I € Z, al estar acotado superiormente, sea « := sup(I) € R. Entonces
flo) = ac = 1,

lo que prueba que f también es sobre. &

Hipdtesis del Continuo:  Como acabamos de ver antes, existe una funcién biyectiva de
R en el conjunto potencia de Q, 29, por lo que ¢ = card(R) = card(2Q) = 2%. Se
representa por N al primer cardinal no numerable, o sea, el menor cardinal de un conjunto
no numerable. Entonces, como R no es numerable, 8; < ¢. La Hipdétesis del Continuo dice
que no existen cardinales estrictamente contenidos entre Xy y ¢, i.e., N; = ¢. La Hipdtesis
del Continuo es ”indecidible” dentro de la axiomatica de la Teoria de Conjuntos, por lo
que se puede trabajar asumiendo que es Verdadera (Matematica Constructivista), o se
puede trabajar asumiendo que es Falsa (Matemética No-Constructivista).

Valor absoluto de un ntmero real
Dado un nimero = € R, definimos la siguiente funcién

|-|: R— R

v = o= r, sl x>0,
ST -2, sz <.

Propiedades
1) |z|> 0.
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2) Jx|=0 < z=0.
3) lzyl=la| |yl
4) lz+yl<lz|+]|yl
5) llxl—lyllgzlw—y\‘
6) |z y|< =

Las tres primeras propiedades tienen facil demostracién (jugando con la regla de los

signos ytomando casos).

4)

Distinguimos dos casos, para z,y € R\ {0}, ya que si alguno es 0 la cosa es obvia:

Uno. z ey son del mismo signo. Entonces

lz+yl=Tlzl+]yl.

Dos. =z e gy son de distinto signo. Ahora, suponiendo que x > 0 > y (andlogo en caso

contrario)

5)

|z +y|= méx{z— |y | |y| -z} <|z|+]|y]|.

Usando la propiedad 4 (conocida como desigualdad triangular)

le[=[@-y+y|<|le—yl+lyl=]z|-]y[<|z—-y]
lyl=ly—o)+z|<|o—y|+|o]=|y|l-lz|<|v—y]|
= —|z-y|<|z|-|yl<|z—y].

0 < (lz] = |yl)? =22+y" — 2|z |yl—= 2]z| |y|< 22+ &
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1.2. Numeros complejos

1.- Numeros complejos. Representacion grafica.

2.- Operaciones con nimeros complejos.

3.- Trigonometria. Forma polar de un nimero complejo.
4.- Factorizacién de polinomios.

1.2.1. Numeros complejos. Representacion grafica
Introducimos seguidamente un conjunto numerico nuevo. Se trata de
C = {a+bi : abeR},

que recibe el nombre de conjunto de los nimeros complejos. Explicitamente, C esta for-
mado por todas las expresiones binomicas de la forma

z = a+ b,

donde la letra z es la que frecuentemente se utiliza para representar un nimero complejo;
a es un numero real al que se llama parte real de z y b es otro ntimero real llamado parte
imaginaria de z. La letra i hace referencia a un niimero que no es real, ya que cumple que
i? = —1. Explicitamente,

a = Re(z); b= Im(z); i= -1

Observar que cualquier niimero real es un nimero complejo, se trata de los complejos de
parte imaginaria nula. Es decir

R ={:=a+bi: b=0} C C.

El plano complejo

Asi como para representar el conjunto R de los ntimeros reales se hace mediante una
recta, para representar el conjunto C de los nimeros complejos se utiliza un plano, el
plano complejo, o plano de Argand-Gauss.

Se trata de una plano con dos ejes perpendiculares que no se llaman eje de abscisas,
ni tampoco eje de ordenadas, aqui reciben el nombre de eje real, el horizontal, y eje
imaginario, el vertical. Por tanto, para dibujar el complejo z = a+bi, se marca la longitud a
en el eje real, se marca b en el eje imaginario y se une el origen con el punto de coordenades
(a, b), el vector que aparece, con origen (0,0) y afijo (a, b), es el complejo z.

1.2.2. Operaciones con nimeros complejos

Suma: Si tenemos dos complejos z; = a + bi, 29 = ¢ + di, la forma de sumar z; + 25 es
la natural, es decir
21+ 20 = (a+c¢) + (b+d)i
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Propiedades

1) Estable: Esta claro que al sumar dos nimeros complejos, conforme hemos definido
la suma, el resultado es un niimero complejo.

2)  Asociativa: Vzi, 29, 23 € C, se verifica que (21 + 29) + 23 = 21 + (22 + 23).

3) Neutro: Como el nimero 0 es real, también es complejo y cumple que es elelemento
neutro de la suma, es decir, Vze C, z+0=z.

4) Simetricos: Para cada z = a+bi € C, hay un niimero complejo, llamado opuesto
de z, que es —z = —(a+bi) = —a — bi, que cumple que z+ (—z) = 0.

5) Conmutativa: Vzi, 2z € C, se verifica que 21 + 29 = 29 + 21.

El par (C,+) recibe el nombre de grupo abeliano, o conmutativo (lo que tiene su
interés para los algebristas...).

Producto: Si tenemos dos complejos z; = a + bi, 2o = ¢ + di, la forma de multiplicar
21 - 29 es también la natural

21 - 29 = (a+bi) - (c+di)i = ac + adi + bei + bdi*® = (ac—bd) + (bc+ad) i.

Propiedades

1) Estable: Esta claro que al multiplicar dos nimeros complejos el resultado es un
nimero complejo.

2) Asociativa: Vzi, 29, 23 € C, se verifica que (z1 - 29) - 23 = 21 - (22 - 23).

3) Neutro: Como el ntimero 1 es real, también es complejo y cumple que es el
elemento neutro del producto, es decir, Vze€ C, z-1=z.

4) Simétricos: Dado z € C, z # 0, més adelante aprenderemos a calcular 27! = %,
es decir, el complejo inverso de z, o simétrico de z para el producto.

5) Conmutativa: Vzi, 2z € C, se verifica que z1 - 20 = 29 - 21.

6) Distributiva: Vzi, 29, 23 € C, se verifica que 2y - (22 + 23) = 21 - 22 + 21 - 23).

La terna (C, +,.) recibe el nombre de cuerpo conmutativo.

Conjugado: Si tenemos el complejo z = a + bi, se define el conjugado de z como el
complejo que se obtiene al cambiar de signo la parte imaginaria de z, es decir,

zZ = a — bi.

Propiedades
1) El conjugado de una suma es la suma de los conjugados. Explicitamente

stz =21 + 2.
2) El conjugado de un producto es el producto de los conjugados. Explicitamente

2129 = Z1 * Z9.

3)  El producto de un complejo por su conjugado dé siempre un valor positivo.
Explicitamente, si z = a + bi,

2z = (a+bi) - (a—bi) = a® — (bi)* = a®> —b** = a® + b
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Cociente: Si tenemos dos complejos z; = a+bi, 2o = ¢+ di, 25 # 0, la forma de dividir
21/ 72 es una tipica divisién de binomios recordando multiplicar arriba y abajo (numerador
y denominador) por el conjugado del denominador

21 a+bi  (a+bi)(c—di)  (ac+bd)+ (bc—ad)i _ ac+bd be —ad .

» ctdi | (ctdi)(c—di) 2t T2+ T etra”

Observar que dividir por ¢? + d? tiene sentido, ya que 2o = ¢+ di # 0 implica que ¢ # 0,
6, d # 0, lo que implica que ¢ + d? # 0.

Ex. 4 Calcular

(1—1d)?
A+i)22—4i) — 6  (1+2+3)2—i) — 6  2i(2—1i) — 6
(1—1)3 1B =3-12-i43-1-2 -3 1—-3i+32—43
2+4i—6 —4+4i  2-2i (2 —20)(1 —4) —4i 0
= = = = = — = —ZI.
1-3i—3+i -2 —2i 141 (1+14)(1—1) 2

1.2.3. Trigonometria. Forma polar de un niimero complejo

Razones trigonometricas: Si a es un angulo del intervalo angular ]0, 7/2[, sabemos que
podemos construir un tridngulo rectangulo que tenga a o como uno de sus angulos.
Supongamos que la hipotenusa es h y los catetos opuesto y adyacente a o son a y b,
respectivamente. Entonces, como se sabe,

sin o = %, cos o = W tan o = s
Circunferencia unidad: ~ Se trata de una circunferencia centrada en el origen de coor-
denadas con radio 1. Al dibujar un angulo de cualquier cuadrante en ella se forma un
tridangulo rectangulo de hipotenusa 1 tal que la medida vertical corresponde al valor del
seno del angulo y la medida horizontal corresponde al valor del coseno del angulo. Por
tanto, segun el cuadrante los signos de las razones (sin, cos, tan) son

Primer cuadrante . (+,+,+)
Segundo cuadrante : (4, —,—)
Tercer cuadrante : (—,—,+)
Cuarto cuadrante :  (—,+, —)



