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Introducao

Na engenharia, sistemas fisicos e praticos sao modelados
matematicamente de forma que, ao se estudar e se conhecer
o comportamento matematico do modelo, possa-se compre-

ender melhor o comportamento real do sistema fisico.

Uma das principais técnicas para se estudar os os fenémenos
fisicos, é a modelagem através de sistemas lineares, em

especial através de equagoes diferenciais.

O objetivo desse livro é expor ao leitor, de uma maneira
didatica e simples, os principais conceitos dessa area do
conhecimento, com o objetivo de fazé-lo compreender todas

as nuances e diversas aplicagoes daquilo que aqui é exposto.

Embora nao seja necessario um conhecimento profundo e
intrinseco de outras areas da matematica, é interessante
o leitor ter uma base boa de cédlculo, geometria, algebra
e matematica basica. Fora esses conhecimentos, o livro
nao requer nenhuma outra leitura ou complemento, ja que
todos os conceitos e fundamentos que serao utilizados, estao

também explicados aqui.
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1 Fundamentos

1.1 Definicoes

Sinal - Um sinal é toda e qualquer entidade portadora
de informacao. Pode caracterizar-se como um sinal es-
pacial (a temperatura de uma barra de ferro), um sinal
quimico/eletronico (bits em um disco rigido), um sinal
temporal (uma onda eletromagnética viajando pelo espago),
mas de forma geral, ¢ uma forma de caracterizar matema-
ticamente a informacao. Nessa disciplina, serao abordados
principalmente sinais temporais, embora a teoria desen-
volvida possa ser aplicada a qualquer tipo de sinal. As
caracterizagoes de um sinal, e como analisé-lo e usa-lo, serao

conteidos desse material e dessa disciplina.

Sistema - Ferramenta, ou método, para transformacao de
um sinal. E um mecanismo que realiza uma operagao sobre
um sinal de entrada (que serd comumente chamado x(t), ao
longo das aulas e desse material), de forma a gerar um sinal
de saida (denotado y(t)). Sao exemplos de sistemas: Uma
caixa de som, responsavel por amplificar o volume da musica
que entra nela; Um filtro, que remove sons de determinadas
frequéncias de um sinal de audio; Ou um processamento
grafico que, quando vocé amplia uma imagem, interpola os

valores dos pixels que estao sendo gerados.



Como funciona um sistema, em particular um sistema linear,
e as ferramentas para analisa-lo e estuda-lo, bem como uma
introducao a teoria de como construi-los fisicamente e aplica-

los, sao abordados nessa disciplina.

h Sinais ﬂ

(1) h(t) y(t)

—

Sistema J

A relagao entre a entrada x(t) e a saida y(t) em um sistema,
¢ dada por z(t) — y(t).

A entrada z(t) nao necessariamente é unidimensional. Um
sistema pode ter uma entrada x(t) composta por m sinais
unidimensionais, e uma saida y(f) composta por n sinais
unidimensionais. Nessa disciplina, serao estudados somente

sistemas SISO (Single Input Single Output).



1.2 Funcgoes Fundamentais

Existem algumas fung¢des pouco conhecidas, mas que serao

usadas extensivamente ao longo do curso. Essas sao:

Degrau unitario:

{0 | t<0
u(t) = (1.2.1)

O degrau unitario é uma fungao convencionada criada para
representar matematicamente descontinuidades de fungoes,
e outros eventos que podem acontecer que nao possuem re-

presentagao adequada. Pode-se deslocar u(t), tal que

0| t<t,
ul = o) = 1] t>t

(1)




Retangulo simétrico:

rect(t) = u (t -+ g) —u (t - g)

ou ainda
0] t< _L
2 L
recty(t) = 1 Tt =
L(t) | 3 5

0 —<t

| 2

u(t)

Tl recty (t)

t

2

N

O retangulo simétrico é uma “porta” ao redor da origem,

de largura L, e amplitude 1. O retangulo simétrico unitario

(também conhecido como Impulso Pp) é dado por Pn =
recta(t)

N de forma que sua energia é unitaria.

1,0(t)

ZT recta(t)

|
Sl
v b



Impulso unitario de Dirac:

5(t) = {O v i#0 (1.2.2)
00 ‘ t=20
/j’o 5(t)dt = /0+ s(t)dt = 1
v(t)
5(t)

O impulso de Dirac, §(t), é outra fungdo convencionada. Ele
possui valor 0 para todo t # 0, valor “infinito” em ¢t = 0, e

uma area (integral) de 1.

O impulso §(t) pode ser descrito em funcao do impulso Pa (%),

de forma que §(t) = Alin(r)lJr Pa(t). Além disso, tem-se que
—

t
u(t) = / d(r)dr. O impulso também pode ser deslocado,

resultando em

(S(t - to)




Funcao exponencial:

A funcdo exponencial, tanto a exponencial real quanto a
complexa, também sao de intenso uso no decorrer dessa dis-
ciplina, pelo fato de que sua derivada é proporcional a ela.

E possivel separar a fungao exponencial completa em 4 tipos

diferentes:

x(t) = ke s =0+ jw

s=0 2(t) = ke" = K

s=ac x(t) = Ke”

s = jw x(t) = ke = K [cos(wt) + j sin(wt)]
s=o0+jw  a(t) = kel = ke [cos(wt) 4 j sin(wt)]

Em ordem, tem-se a constante; a exponencial monotonica;
a exponencial complexa (ou espiralar); e a exponencial com-

plexa monotonica.

Também é importante observar que

elwt | p—jwt eJwt _ g—jwt

5 = cos(wt) 2 =sin(wt) (Ap. B.1).



2 Sinais

Como ja explicado anteriormente, um sinal ¢ uma entidade
portadora de informagao, ou uma representacao matematica
dessa entidade. Um sinal pode ser visto como uma funcao
matematica, sobre um dominio especificado. Os dominios
que serao utilizados nessa disciplina serao o dominio tempo-

ral (t), e o dominio discreto [n].

2.1 Intensidade de um Sinal

Um dos primeiros conceitos sobre sinais a ser compreendido
é a intensidade de um sinal. Dado um sinal z(t), é til
quantizar de alguma maneira a quantidade de energia que ele
possui. De maneira semelhante a fisica, é possivel calcular

sua energia como

T

lz(t)|* dt (2.1.1)

2
T—o00 ,%

De uma maneira grafica, F, é a integral da amplitude ao
quadrado do sinal (essa ideia vinda da fisica), ao longo de
toda a sua extensao de duragao. Como, matematicamente,
a duragao de um sinal é indefinida e variavel, calcula-se sua
energia de —oo até 400, de modo que todo o sinal esta sendo

capturado pelo calculo.



Também é possivel calcular sua poténcia média ao longo da

existéncia dele, dada por

1 /% E,
P, =lim = [~ |z(t)?dt = lim - (2.1.2)

T—oo T J_T T—o00

Como nem todo sinal possuird uma energia finita, também
é relevante criar um mecanismo para quantizar sinais que
possuam energia e duracao infinitas, mas que sejam ainda
assim “quantizaveis”. Também vindo da fisica, a poténcia de
um sinal é definida por sua energia média num periodo de
tempo, dividido por esse periodo. Como se estd analisando

um periodo de tempo infinito, nada mais cabivel que fazer
P, = Tlgrgo —_—a

Generalizando, se z(t) for um sinal complexo, pode-se fazer
a substituicao |z(¢)|* = z(t) 2*(t), e as expressdes para ener-
gia e poténcia mantém-se as mesmas.

Um sinal ¢ dito um sinal de energia se F, # 0 e E, < 00,
o que implica que P, = 0.

Por outro lado, um sinal ¢ dito um sinal de poténcia se

P, #0e P, < o0, 0 que implica que E, — oc.

Como um sinal de poténcia possui energia infinita, e devido
as leis da fisica, todo sinal real ou é um sinal de energia;
contudo, modelam-se muitos sinais por aproximacodes ma-

tematicas, o que torna 1til o conceito de sinal de poténcia.

Exemplos no Ap. A.1, da pag. 143.



2.2 Operacoes Basicas sobre Sinais

Dado um sinal qualquer z(t), é possivel realizar operagoes
sobre ele, obtendo o sinal resultante z(t), que pode ser ex-
presso como uma “altera¢ao” de z(t). As 3 operagoes basicas

Sao

Deslocamento  z(t) — z(t —t,) — x(t,) = z(0)
Escalonamento z(t) — z(at)

Reversao x(t) — x(—t)

Observe que reversao é um escalonamento por um fator de
—1. Além disso, a combinacdo dessas operacoes basicas
também é uma operac¢ao. Um fato importante a se observar
é que, para um dado t; a escolha, nos 3 casos anteriores, tem-
se que x(t;) = x(t; — t,) | x(t;) = x(at;) | x(t;) = x(—t;).
Dessa maneira, é sempre possivel observar se a operacao
que foi realizada analiticamente é coerente e esta correta,

testando valores tteis para t;.

Exemplo: Seja z(t) um sinal qualquer. Pode-se atrasé-lo,
de forma que z(t) = z(t — 3). Em seguida, é possivel
atrasi-lo, de tal forma que z(t) = z (- — 3). Inserindo

um valor conveniente para ¢, como t = 3, concluimos que

(3) = 2(-2))



Aplicando agora um deslocamento em ambos os lados, pode-
= t, - 2
se obter z(t' —2) = =z (3 — 3). Como t = t' — 2,

entdio 3 = t' —2 = t' = 5, para o nosso teste.
= o—2

Assim, z(b —2) = x (3 — 3), que resulta no mesmo

z(3) = 2(—2). Fazendo as adaptacoes corretas de varidveis

apo0s uma transformacao, e utilizando os valores corretos,

sempre deve obter-se os mesmos valores.

Deve-se observar a ordem na qual se faz as operagoes, ja que

elas nao sao linearmente comutativas. Por exemplo: primeiro

aplicar-se um deslocamento ¢ = t'—5, e depois um escalona-
t” t”

mento t = ) (portanto, t= 5~ 5), ¢ diferente de apli-

/
car o mesmo escalonamento t = 5 e posteriormente o des-

r o _t" =5 i”
locamento t" =1t" — 5 [ que implica t—72 #+ 5 -5 .

10



