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PRESENTATION

Cet ouvrage vous propose plus de 300 exercices et QCM qui portent sur
I'ensemble du programme de Mathématiques de terminale S.

Chaque chapitre comprend quatre rubriques :
Rappel de cours, Exercices, QCM, Corrigés.

ms=sm RAPPEL DE COURS

Vous trouverez dans ces résumés de cours toutes les définitions et notions
essentielles que vous devez connaitre pour réussir les exercices proposés
dans cet ouvrage.

s EXERCICES

La grande majorité de ces exercices est extraite des annales du
baccalauréat.

Pour vous entrainer efficacement, ils comportent un titre, un minutage
et un niveau de difficulté.

Ces niveaux de difficulté correspondent au baréme suivant :
° Exercices d’application.

ee  Exercices d’entrainement.

eee Exercices dapprofondissement.

La durée, indiquée en minutes, vous permettra de travailler dans les
conditions d’un examen ou d’un devoir surveillé.

s (ICM

Chaque chapitre comporte une série de QCM, congus a la fois pour faire
le point sur vos connaissances et pour aller plus loin.

Un bareme vous est donné au début de chaque série de QCM pour vous
permettre de vous évaluer en vous notant sur 20.

s CORRIGES

Tous les exercices et QCM sont accompagnés de corrigés complets et
détaillés conformes aux attentes des examinateurs du baccalauréat.

IIs sont ponctués de remarques et d’astuces afin de vous aider a éviter les
pieges et difficultés que vous ne manquerez pas de rencontrer.
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Fonctions

RAPPEL DE COURS
| Généralités.

d Limites

a. Théoréme des gendarmes

o Le symbole a désigne un réel, + o ou — oo,

La lettre € désigne un nombre réel.

Les fonctions f, g et h sont définies sur un intervalle I au « voisinage » de o

Théoréme

alors lim g(x) = €.

X—= o

Si, pour x €I, f(x) < g(x) < h(x)
etsi lim g(x) = € et lim h(x) = €}’

X—=> o

o Ce théoreme se généralise au cas des limites infinies :

Sipour x €1, g(x) = f(x) )
etsi lim g(x) = +o }, alors xh_r)nuf(x) -
Sipour x €1, f(x) < h(x
P o fx) () , alors lim f(x) = —oo,
etsi lim h(x) = —o0 x—>o

b. Opérations sur les fonctions et limites

Le symbole o désigne un réel, + o0 ou — oo, les lettres € et €' désignent des réels.
Les fonctions u et v sont définies sur un intervalle I au « voisinage » de a.

x tend vers o (éventuellement a gauche ou a droite).

e Limite d’une somme de fonctions :

Si u a pour limite ¢ € ¢ 400 | —o0 | 4o
et si v a pour limite €' 40 | —o0 | 400 | —0 | —o
u+ v apour limite £4+4€ | +0 | —00 | 400 | —oo ?

«? » signifie qu'il y a indétermination.

RAPPEL DE COURS
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Fonctions

e Limite d’un produit de fonctions :

Si u a pour limite € >0€>0[€<0[€<0| 40 | +00 | —o0 0
etsivapourlimite | €' | +o | —o | +00 | —o0 | 400 | —00 | —00 | +o0
uv a pour limite €€ | +0 | —0 | —00 | 400 | +00 | —00 | 400 ?

e Limite d’'un quotient de fonctions :

Sivapourlimite |[€=0| +0 | —o0 | 0F 0~

s
¢

1 ..
- apour limite
v

.. R . u T .. 1
Pour la limite d’un quotient —, on étudie la limite de u x -.
y v

e Limite d’une fonction composée :
On considere une fonction f = go u.
Les symboles a., § et y désignent des réels, + o ou — .
Si lim u(x) = P etsi lim g(x) = y, alors lim f(x) = y.
x—>a x—=f X =0
¢. Notion d’asymptote
Le symbole o désigne + o ou — .
On considere deux fonctions f et g de courbes représentatives € et €.
On suppose que f et g sont définies sur un intervalle de la forme Ja ; +[ (a €R)
si o = +o ou sur un intervalle de la forme ]~ ;a[ si @ = —o0.

Les courbes 6, et 6, sont asymptotes en o si xll_r)na( f(x)—g(x)) = 0.

La droite d’équation y = mx + p estasymptotea € en asi:
lim (f(x)—(mx+p)) = 0.
X—>o

Définition

Si m = 0, on parle d’asymptote oblique.

Dans le cas particulier ot lim f (x) = p, la droite d’équation y = p est asymptote a
XxX—=>a

€, en o, elle est parallele a I'axe des abscisses.

Si lim f(x) = a, la droite d’équation x = x; est asymptote a €, elle est parallele a

X = x,

I’axe des ordonnées.

H continuité

a. Définitions
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et un réel x, de I.

Si f admet une limite finie en x, et si cette limite est égale a f(x,), f est dite
continue en x,.

Définition




Théoréme

Fonctions

Pour montrer que la fonction f est continue en x,,, on peut montrer que :

lim f(x) = f(2x)-

o Remarques
«Si lim f(x) = f(x,), on dit que f est continue a gauche en x;,.

X=X
x <X,

«Si lim f(x) = f(x,), on dit que f est continue a droite en x;,.
X — X,
x> x((:

«Pour montrer qu'une fonction est continue en x,, on peut montrer qu’elle est con-
tinue a gauche et a droite en x;,.
«Soit f une fonction définie sur un intervalle I de borne ouverte x, telle que

lim f(x) = €. La fonction g définie par g(x) = f(x), si xET et g(x,) = € est

x—)xo

le prolongement par continuité de f en x,,

e Exemples

Les fonctions polynomes, rationnelles, trigonométriques, racine carrée et valeur
absolue sont continues sur leurs ensembles de définition.

b. Opérations sur les fonctions et continuité

o Etant données deux fonctions u et v continues sur un intervalle I (en tout x, de I),
les fonctions somme (u + v) et produit (uv) sont continues sur L. Si, de plus, v ne

1 u . .
s’annule pas sur I alors — et — sont aussi continues sur 1.
v o

o Etant donnée une fonction composée go u, si u est continue en x, et si g est
continue en u(x,) alors go u est continue en x;,.
e De ce dernier résultat on déduit que, si u est une fonction continue, les fonctions

lul, cosu, sinu, tanu et ~/u sont continues la ot elles sont définies.

¢. Théoréme des valeurs intermédiaires

Etant donnée une fonction f continue sur un intervalle I, pour tous réels a et b de I,
la fonction f atteint au moins une fois chaque valeur comprise entre f(a) et f(b).
Cela signifie que pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un
réel ¢ compris entre a et b tel que f(¢) = k.

On en déduit le théoreme suivant :

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur I = [a ; b] alors,
pour tout réel k appartenant a l'intervalle fermé J de bornes f(a) et f(b),
I'équation f(x) = k aune solution unique dans I.

Ce théoreme se généralise au cas ot f est continue et strictement monotone sur un
intervalle I ouvert ou semi-ouvert, borné ou non. Dans ce cas, pour définir I'inter-
valle J, on remplace éventuellement f(a) et f(b) par les limites de f aux bornes de I.
Lintervalle J se note f(I).

RAPPEL DE COURS
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Fonctions

Définition

Définition

\

El Dérivées

a. Nombre dérivé

e Définitions

Une fonction f définie sur un intervalle I contenant x,, non réduit a {x,}, est déri-
vable en x, si 'une des deux conditions équivalentes suivantes est réalisée :

oIl existe une fonction ¢ définie sur I et un réel k tels que, pour tout x E1:

f(x) = flxg) + k(x—xp) + (x—x)e(x) (1)

avec lim g(x) = 0.
X=X,

a une limite finie (k) en x,,.

oLa fonction ¢ définie sur I\{x,} par @(x) = w
— X

Le nombre réel k est le nombre dérivé de f en x, et on note k = f'(x,).

, . ) = fxp)
f (Xo) = xll_r)l}%f—x_];o o,
. f(x0+ h)_f(xo)
m=—-—° "%,

Cette égalité s’écrit aussi f '(x,) = li ?
h—0

e Exemples :

. sinx . cosx—1 . tanx
Iim— =1, Ilm-—/——=0 et lim — = 1.
x—0 X x—0 X x—0 X

e Remarques :

oLintervalle I est fermé ou non, borné ou non, éventuellement de la forme
Jxg—asxo+al (a>0) oulxy;x,+al ou Jx,—a;x,].

oEn posant x = x, + h, Pégalité (1) s’écrit pour tout réel h tel que x, + h € I:
[+ h) = fxp)+kh+hO(h), (2)

avec 0(h) = e(x,+h) et &imoe(h) = 0.

En négligeant le terme hO(h), I'égalité (2) donne I'approximation :
flxg+h)=f(xo) + hf'(x)
appelée approximation affine de f au voisinage de x,.
oEcriture différentielle dy = f'(x)dx
En remplagant x, par x et en notant Ay = f(x+h)—f(x) et Ax = h, I'égalité (2)
sécrit Ay = f'(x)Ax + e(Ax) avec AlimOS(Ax) = 0.
o,

On écrit de facon symbolique dy = f'(x)dx.
«Exemple (4 retenir) de fonctions non dérivables en un point :
f:xr>|x etg: x> J/x sontdéfinies en 0 mais pas dérivables en 0.

b. Fonction dérivée
Soit f une fonction définie sur & ; et dérivable sur %' C Qbf, Cest-a-dire en

tout x, € Y'. La fonction qui a toutxde @' associe le nombre dérivé de f en
x est la fonction dérivée ou dérivée de f. On la note f .
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Fonctions

Si la fonction f' est elle-méme dérivable sur %", la fonction dérivée de f ', notée
f", estlafonction dérivée seconde de f. On définit de méme les fonctions dérivées
troisieme, quatrieme...

Théoréme

Toute fonction dérivable sur un intervalle I est continue sur L.

¢. Tangente a une courbe

Si f est dérivable en x;, la droite A d’équation :

y = f(xo)(x=xp) + f(x)
est tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse x;,.
Le coefficient directeur de A est f'(x,).

e Remarque
Etant donnée une fonction f définie sur un intervalle I contenant x, (non réduit a

f(x) f(xo)

{x,}), sila fonction ¢ définie sur I\{x,} par @p(x) = tend vers +o0

(ou—) lorsque x tend vers x, (x; ou xj ), la fonction f n’est pas derlvable en x,, mais
sa courbe représentative admet au point d’abscisse x, une tangente (ou demi-tan-
gente) parallele a 'axe des ordonnés (y 'y).

d. Dérivées des fonctions usuelles

Sila fonction f est définie la fonction f ' est définie
sur par sur par
flx) =C I
R (constante) R filx) =
R fx) = x R f(x) =
Rsin>0 f(x) = x" | Rsi(n>0), , nl
R* sin<0 (n€eZ) | R*sin<o0 filx) = nx
, , 1
R* fl =1 R" £ = -
1
05 = 05 fi(x) = —
i+l | f) = | e "
R f(x) = cosx R f'(x) = —sinx
R f(x) = sinx R f'(x) = cosx
Dy =
_ ' - - 2
R\ {g+kn/kEZ} f(x) = tanx D an f'(x) = = 1+ tan’x

e. Opérations sur les fonctions et dérivées
Les fonctions u, v et w sont supposées dérivables sur un intervalle I.
o Dérivée d’'une somme
u+v estdérivablesurIet (u+v) = u' +v'.

RAPPEL DE COURS
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Fonctions

e Dérivée d’un produit

uv est dérivable sur I et (uv)' = u'v+uv',

Pour tout réel k, ku est dérivable sur I et (ku)' = ku'.
e Dérivée d’un quotient

Si, de plus, v ne sannule pas sur I :

1 . I AR—

- est dérivable sur I et <—> = —

v v V2
u'v—uv'

u . 7
— est dérivable sur I et (—) =
v v )

v

o Dérivée d’une fonction composée
Si g est une fonction dérivable sur un intervalle J contenant u(I), la fonction go u
est dérivable sur I et :

(gou) =u'x(gou)
sio x€I1, (gou)(x)=u'(x)xg'Tu(x)].

o Cas particuliers :

oPour tout n € Z*, si u est dérivable sur I (et ne s’annule pas sur I si n < 0),

u" est dérivable sur I et (u") = nu'u"-1,

oSi u est dérivable et strictement positive sur I, Ju est dérivable sur 1 et

P
(Ju) ey

«Si u est dérivable sur I, sin u et cos u sont dérivables sur I et :

(sinu)" = u'cosu,
(cosu) = —u'sin u.
«Si u est dérivable sur I et si tan est définie sur u(I), tan u est dérivable surI et :
(tanu)' = = u'(1 + tan?u).
cos?u

Fonctions exponentielles Fonctions logarithmes

H Fonction exponentielle

La fonction exponentielle (notée exp) est 'unique fonction f dérivable sur R qui
vérifie f' = fet f(0) = 1.

On note f(x) = exp(x) ou f(x) = e*.

De plus, un réel k étant donné, il existe une seule fonction f dérivable sur R vérifiant
f' = kf et f(0) = 1. Elle est définie par f(x) = ek*.

= Propriétés

o Propriétés algébriques
Pour tous réels x, aet b :

o€l =1; eel = e;
e eX>0; o €1th = eagb,
b
e
e = —; o eb-a = =
e e
o €9 < el équivauta a < b; o €9 = eb équivauta a = b.



Définition

Propriétés

Fonctions

o Propriétés analytiques

La fonction exponentielle est définie et dérivable sur R.

«Pour tout réel x,

exp’(x) = exp(x)  ((e¥) = e).

«Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, alors e” est dérivable sur I et
(e*) = u'e®.

«La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.

«Au voisinage de 0, e = 1 + h.

H Fonction logarithme népérien

La fonction logarithme népérien (notée In) est la bijection réciproque de la
fonction exponentielle. C’est donc la fonction qui a tout réel x strictement
positif, associe le réel noté Inx dont I'exponentielle est x.

SixER et y€E]0;+oo[:
Ine* = x; el = y;
y = e¥ équivauta x = Iny.

o « Base » des logarithmes népériens
Il existe un réel unique e tel que Ine = 1
2,718 <e < 2,719.

=» Propriétés

o Propriétés algébriques

Sia€J0;+x[, bEJ0;+xo[ et nEZ:
In(ab) = Ina+Inb;

o ln(%) = —Inb; o ln(g) = lna-1Inb;

e In(a”) = nlna; o In(Ja) = %lna;

e Ine"” = n; .lnA/E::%-

e Propriétés analytiques
¢, = 10;+%[, Inl = 0.

«Pour tout x €10 ; +o[, In’(x) = x

«La fonction u étant dérivable sur un intervalle I :

’

siu>0surl, (Inu)" = u;’ siu=0surl, (Inlul)” =

=S

«Au voisinage de 0, In(1 + h) = h.

RAPPEL DE COURS
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Fonctions

Propriétés

Utilisation du sens de variation

La fonction logarithme népérien étant strictement croissante sur ]0 ; +[, on

en déduit :
Six, et x, €10 ; +oo,
Inx, < Inx,
Inx, = Inx,
En particulier :
Inx >0

Inx <0

E courbes représentatives

équivaut a

équivaut a

équivaut a

équivaut a

La tangente au point d’abscisse 0 a la courbe représentant la fonction exponentielle a

pour équation y = x+ 1.

La tangente au point d’abscisse 1 a la courbe représentant la fonction In a pour équa-

tiony = x—1.

A Logarithme décimal

La fonction logarithme décimal, notée log, est définie par :

pour tout réel x strictement positif, logx =

Inx ]
In10

On a ainsi log10 = 1 et pour tout n de Z, log10" = n.

H Etude de Limites
a. Avec la fonction exponentielle

lim e* = + x; lim e* = 0;
x— 4+ © X —>—00
. e .
lim — = +o0; lim xe* = 0;
x—=+0o X X —> —00
. *
sineNT,
ex
lim — = +oo; lim x"e* = 0;
x4>+ooxn X —> -0
.oe¥—1
lim =l
x—0 X



Définition

Propriétés

c
(-]
=
e
=
‘o
a

Fonctions

b. Avec la fonction logarithme

lim Inx = +o0; limlnx = —o;

X —> +®© x—=0

. Inx .

lim — = 0; limxlnx = 0;

x—= 40 X x—=0

. . Inx .

sineEN*, Iim — =0 et limx"lnx = 0;
x—+o00 X" x—0

. In(1+x . Inx

hmg=1 et lim —— = 1.

x—0 X x—=1 x—1

c. Regle opératoire
A Pinfini, 'exponentielle de x « Pemporte » sur toute puissance de x, et les puissances
de x « Pemportent » sur le logarithme népérien.

A Fonction exponentielle de base a

Pour tout a €10 ; + %[, pourtout b ER, ab = eblna,
On appelle fonction exponentielle de base a (a € R} ), ou puissance réelle
de a, la fonction qui a tout réel x, associe a* (a* = exna),

a. Propriétés

Pour tous réels a >0 et a’ > 0 ettousréelsbetd’:
Ina’ = blna;

1 =1; a=1; abab = gb+?'; L = gb-t
b

’ ’ a a
(@) = a?; (aa')t = aa)s (5) = 2
(a’)

K Fonction racine ni®™e

Pour tous réels x et y de [0 ; +oo[, pour tout entier naturel non nul 7 :

y = nfx équivauta x = y".
1
Pour x = 0, on note ’K/;C = 527,

= Propriétés
o Propriétés algébriques des racines n
Sia€[0; +o[, bE[0;+»[, nEN", m&N, alorsona:

n/a = /b équivauta a = b;
nla < /b équivauta a < b,

nfab = "Jat/b; sib=0, ﬁ = @-
b ufp
n/am

ieme

(#fa)" = an.

RAPPEL DE COURS
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Fonctions

o Propriétés analytiques de la fonction racine n

Théoréme

\

ieme

La fonction f définie sur [0 ; + o[ par f(x) = n/x (n € N*) est dérivable sur

1
==1
105 +0o[ et pour tout x €10 ; +oo[, f'(x) = lxn .

n
lim %/x = +o.

x— 40

o Etude des limites

lim Lt =0 et lim J/xlnx = 0.
x—=>+o  [x x—0

X
lim < = +% et lim Jxex = 0.

x— 4o [y xX—> -

A Tinfini, 'exponentielle de x « 'emporte » sur Jx, et WJx « I'emporte » sur Inx.



Fonctions

EXERCICES
Genéralites
QCM (D'apres Pondichery, juin 2006)

CORRIGE P. 46
‘@ 20 minutes‘ ° ‘
Soit fune fonction numérique définie sur un intervalle ouvert I et soit a un élément de L.
Quelle est ou quelles sont les affirmations qui sont vraies ¢

a. Si f est dérivable en g, alors f est continue en a.
b. Si f est continue en a, alors f est dérivable en a.

admet une limite

fla+h)—f(a)
h

c.Si f est dérivable en g, alors la fonction h—
finie en 0.

CORRIGE P. 46
‘ @ 60 minutes ‘ o0 ‘
On désigne par €, la courbe représentative de la fonction f;.

1. La fonction f, est définie sur R\{0} par f,(x) = %C

QCM (Type bac)

Quelle est Paffirmation qui est vraie ?
a. f; n'a pas de limite en + .
b. lim f,(x) = +oo.

x—0

w
<
o
-
=}
)
©

17

c. f; estimpaire.
T
d. f; est monotone sur JO ; 5[ .

342
2. La fonction f, est définie sur R\{-1;1} par f,(x) = 3x 2+ 21x+ 1
x -
Quelle est ou quelles sont les affirmations qui sont vraies ?

a. lim f,(x) = +oo.

x—1
b. lim f,(x) = +oo.

X—> -
c.La droite d’équation y = —3 estasymptotea € en + .
3. La fonction f; est définie sur R par f5(x) = x+ «/x? + 16.
Quelle est ou quelles sont les affirmations qui sont vraies ?
a. lim f;(x) = 0.

X —> -0
b. La droite d’équation y = 2x est asymptote a (6f3 en +oo.

c.Pour tout réel x, f3(x) = 1 + 2

Ax2+16
d. La tangente a € 1, au point d’abscisse 0 a pour équation y = x + 4.

4. Pour chaque affirmation, dire si elle est vraie ou fausse en justifiant votre réponse.
a.Léquation x> - 3x+ 1 = 0 atrois solutions dans R.

b. Uéquation /4x*+1-2 = 0 aquatre solutions dans R.
c. Pour tout réel m, ’équation 2x + sinx = m a une solution dans R.



Fonctions

Fonction racine carrée

(D’aprés Nouvelle Calédonie, décembre 2000) CORRIGE P. 49

‘ @ 30 minutes ‘ ° ‘

On considere la fonction numérique u définie sur R par :
u(x) = Jx2+1-x
et on désigne par (€) sa courbe représentative.

1. a. Déterminer la limite de u en —oo.
1

En déduire la limite de u en + . Frlex

2. a. Montrer que [u(x) + 2x] tend vers 0 quant x tend vers — .

b. Montrer que pour tout x réel, on a u(x) > 0. En déduire le signe de [u(x) + 2x].
c. Interpréter graphiquement ces résultats.

3. a. Montrer que la dérivée de la fonction u est définie sur R par :

b. Montrer que, pour tout x réel, on a u(x) =

M/(X) - —M(X) .
x2+1
b. Etudier les variations de la fonction .
4. Tracer la courbe (€) et son asymptote oblique.

e Créer une fonction continue et non dérivable

. CORRIGE P. 50
(Exercice type bac « ouvert »)

‘@ 20 minutes‘ (X ) ‘

Définir par son expression f(x) une fonction continue sur R, dérivable en tout réel
sauf en 3 et telle que f(4) = —1.
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° Limites, dérivées et sens de variation
(D'apres Liban, juin 2005)

CORRIGE P. 51
‘ @ 30 minutes ‘ ° ‘

Pour chacune des 5 affirmations (entre guillemets) ci-dessous, préciser si elle est
vraie ou fausse.
1. «Si a est un nombre réel quelconque et f une fonction définie et strictement

décroissante sur [a ; +oo , alors lim f(x) = —o.»
X —> + 0
2. Soient f et g deux fonctions définies sur [0 ; + o[ , g ne sannulant pas :
«Si lim f(x) = — etsi lim g(x) = 4+ alors lim ) = —1».
X —> 400 X — 40 x9+°°g(x)
3.«Si f est une fonction définie sur [0 ; +oof, telle que 0 =<f(x) =< Jx sur
[0; +oo alors lim I 0».
x—=+0 X

>
4. On considere un repere (O ; i, j) duplan.
« Si fest une fonction définie sur R* alors la droite d’équation x = 0 est asymptote

> >
a la courbe représentative de f dans le repere (O ; i, j) ».

5. Soit f une fonction dérivable sur R et f' sa fonction dérivée.
«Si f' est croissante sur R, alors f est positive sur R. »
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Fonctions

Fonction racine carrée

. CORRIGE P. 52
(Exercice type bac « ouvert »)

‘@ 50 minutes‘ (X X ) ‘

Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0 ; 1] par y
f(x) = x— 2./x + 1. Cette fonction est dérivable
sur 10; 1] et sa dérivée f' vérifie f'(1) = 0. La
courbe représentative I" de la fonction f dans un
repére orthonormal est donnée ci-contre.

1. a. Montrer que le point M de coordonnées
(x; y) appartient a I si et seulement si x =0,
y=0 et A/;C + ,\[)/ = 1.

b. Montrer que I est symétrique par rapport a la X
droite d’équation y = x.

2. a.Si T était un arc de cercle, quel pourrait étre 0 !

son centre ? Quel pourrait étre son rayon ?

b. La courbe I est-elle un arc de cercle ?

Fonctions trigonométriques )
CORRIGE P. 53

(Nouvelle Calédonie, novembre 2005) ‘@ 40 minut ‘ R ‘
minutes

Un lapin désire traverser une route de 4 metres de largeur. Un camion, occupant
toute la route, arrive a sa rencontre a la vitesse de 60 km/h. Le lapin décide au dernier
moment de traverser, alors que le camion n’est plus qu'a 7 métres de lui. Son démar-
rage est foudroyant et on suppose qu’il effectue la traversée en ligne droite au maxi-
mum de ses possibilités, c’est-a-dire a ...30 km/h !

Lavant du camion est représenté par le segment [ CC'] sur le schéma ci-dessous.

Le lapin part du point A en direction de D.
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Cette direction est repérée par I'angle 6 = BAD avec 0 <0 < g (en radians).

(o4 A
4m camion > 0
7 m
C B D

1. Déterminer les distances AD et CD en fonction de 0 et les temps ¢, et ¢, mis par
le lapin et le camion pour parcourir respectivement les distances AD et CD.

2. On pose f(0) = g+2tan6—ﬁ-

Montrer que le lapin aura traversé la route avant le passage du camion si et seulement
si f(0)>0.

3. Conclure.

Rappel

La fonction x + tanx est dérivable sur [ 0; 3 [ et a pour dérivée la fonction x —

cos2x



Fonctions

Exponentielles

o Vrai/Faux )
CORRIGE P. 54

avec justification (Exercice type bac] ‘® Pr— ‘ . ‘
minutes

Préciser pour chacune des affirmations suivantes si elle est vraie ou fausse et a chaque
fois, justifier votre réponse.

a.Pour tous réelsaet b, e+t = .Je2a x e2b,

b. Pour tous réels a et b, 2e4+b = e2a 4 20,

c. Il existe un réel a et un réel b tels que 2e9+b = e2a + e2b,

d. 1l existe un réel a et un réel b tels que €2 + e2b < 2ea+?b,

o Vrai/Faux avec justification
(D'apres Antilles-Guyane, juin 2006)

CORRIGE P. 55
‘ @ 20 minutes ‘ ° ‘

Dans chaque cas une seule des réponses proposées est exacte.
a.Léquation e?*—3e¥—4 = 0 admet dans R:

0 solution 1 solution 2 solutions plus de 2 solutions

b. Lexpression —e~*

3 nest jamais est toujours n'estnégative que | n’estnégative que
T négative négative si x est positif si x est négatif
m
’ ¢ Iim 2621 1

Tkt X4 2 ) 1 2 e
. 2e*—1 1
d.xl—lfr—loo ex+2 ) 1 2 +ee

@ Fonction exponentielle et fonction cosinus
(D'aprés Polynésie, septembre 2001)

CORRIGE P. 55
‘ @ 30 minutes‘ (X} ‘

Soit f la fonction définie sur R par :
f(x) = (2+ cosx)el =~
On note 6 la courbe représentative de f dans le repeére (O ; ?, ;)
1. Montrer que, pour tout x de R, f(x) > 0.
2. a. Montrer que, pour tout x de R, ﬁ cos (x - g) = COosx + sinx.

b. En déduire que, pour tout x de R, 2 + cosx + sinx > 0.

c. Montrer que f est strictement décroissante sur R.

3. a. Montrer que, pour tout x de R, e!~* < f(x) < 3e! -~

b. En déduire les limites de fen + o eten —oo.

c. Interpréter géométriquement le résultat obtenu lors du calcul de la limite de fen + co.
4. Montrer que, sur lintervalle [0 ; 7t], 'équation f(x) =3 admet une solution unique.
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Fonctions

Fonction exponentielle et courbes symétriques
(D'apres Pondichery, avril 2002)

CORRIGE P. 56
‘ @ 75 minutes ‘ ° ‘

On étudie les fonctions f;, et f; définies sur R par:

folx) = T et fi(x) =

1+ex

Le plan étant muni d’un repére orthonormal (O ; i, j ), on désigne par €, et 6,

les courbes représentatives respectives de f, et f;.

Partie A
1. a. Déterminer la limite de f,(x) quand x tend vers — o
b. Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers + o°.
c. En déduire les asymptotes de 6.

2. Montrer que le point K(O ; %) est un centre de symétrie de €.

3. Etudier les variations de f;,.
4. a. Déterminer une équation de la tangente T a la courbe €, au point K.
b. Justifier que, pour étudier la position de la tangente T par rapport a la courbe €,
il suffit d’étudier sur R le signe de g(x), ot g(x) = 2e*—xe*—2—x.
c. Calculer ¢'(x) et g"(x).
d. Déterminer, en les justifiant, les signes de ¢"(x), g'(x) et g(x) suivant les valeurs
de x.
e. En déduire la position de la tangente T par rapport a la courbe 6.
> 3
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5. Tracer €, et T dans le repere (O i, j).

Partie B — Etude de f,
1. Montrer que pour tout réel x, les points M(x; fy(x)) et M'(x; f;(x)) sont

symétriques par rapport a la droite (d) d’équation y = 1

%
2. Dresser le tableau de variation de f; et tracer €, dans le repere (O i, j )

Fonction exponentielle. Equation f(x) =
(D'aprés La Réunion, juin 2004)

CORRIGE P. 58

‘@ 45 minutes‘ o0 ‘

Une fonction f dérivable sur R et sa fonction dérivée f’ vérifient les propriétés
suivantes :

(1) pour tout nombre réel x, [ (x) > -[f(x)]? = 1,

) £(0) =

(3) la fonction f' est dérivable sur R.

1. a. Démontrer que, pour tout nombre réel x, f'(x) = 0.

b. Calculer f(0).

2. En dérivant chaque membre de I’égalité de la proposition (1), démontrer que :
(4) pour tout nombre réelx, f"(x) = f(x), ot f" désigne la fonction dérivée
seconde de la fonction f.
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Fonctions

3.0nposeu = f'+fetv=[—f.
a. Calculer u(0) et v(0).

b. Démontrer que u' = u etv' = —v.
c. En déduire les fonctions u et v.

d. Montrer que, pour tout réel x :
eX — X

’ fx) = S5
4. a. Etudier les limites de la fonction fen + o eten —.
b. Dresser le tableau de variation de la fonction f.
5. a.Soit m un nombre réel. Démontrer que 'équation f(x) = m a une unique
solution o dans R.
b. Déterminer cette solution lorsque m = 3.

@ Fonction exponentielle.
Position relative de courbes

(D’aprés Amérique du Nord, novembre 2003) CORRIGE P. 60

‘ @ 50 minutes ‘ ° ‘

On considere la fonction f définie sur R par :
1

f(x) - e*+eX

et on désigne par I sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O ; ?, ;’).
1. Etudier la parité de f. Que peut-on en déduire pour la courbe I ?

2. Démontrer que, pour tout réel x positif ou nul, e™* < e~.

3. a. Déterminer la limite de fen + .

b. Etudier les variations de f sur [0 ; +[.

4. On considere les fonctions g et h définies sur [0 ; +oo[ par:

a(x) = L et h(x) = .
ex 2e*
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On note I'; et I', les courbes représentatives de g et i tracées ci-dessous dans le repere

22
(05 1,7).

—
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0 1 2 3 4 ] 6

a. Démontrer que, pour tout réel x positif ou nul, h(x) < f(x) < g(x).
b. Que peut-on en déduire pour les courbes I', I'; et I, ?
Tracer I sur la figure ci-dessus en précisant sa tangente au point d’abscisse 0.
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Fonctions

Fonction exponentielle. Distance minimum

CORRIGE P. 61
D’apres La Réunion, juin 2002
[D'ap : ) @i1h1s |eec |
Partie A
On considere la fonction f définie sur 'ensemble R des nombres réels par :
eX _ =X
fl) = S5

On appelle 6 la courbe représentative de la fonction f dans le plan rapporté a un

repére orthonormal (O ; ?, ;)

1. Etudier la parité de f. Que peut-on en déduire comme propriété géométrique pour
la courbe 6 ?

2. Etudier la limite de fen + % et les variations de f sur 'intervalle [0 ; + o[

>3
3. Représenter graphiquement la courbe € dans le repere (O ; i, j).

Partie B
On consideére le point A du plan de coordonnées (1 ; 0) et on s’intéresse au minimum
de la distance AM ou M est un point de la courbe €.
1. M étant un point d’abscisse x de la courbe 6, calculer en fonction de x la distance AM.
2. On considere maintenant la fonction g définie sur R par :
(ex _ e—x)2

gx) = (x=17+ =
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a. Calculer g'(x).
b. On désigne par g" la fonction dérivée seconde de g. Calculer g"(x).
Montrer que pour tout x réel :
g'(x) = e +e 2%+ 2.

c. En déduire les variations de g' sur R.
d. Montrer qu’il existe un unique nombre réel o de lintervalle [0; 1] vérifiant
g'(a) = 0.
Vérifier I'inégalité suivante :

0,46 < o < 0,47.
Déterminer le signe de ¢'(x) selon les valeurs de x.
e. Déterminer les variations de la fonction g sur R (on ne demande pas les limites de
gen + eten —o0). Quel estle minimum sur R de la fonction g?

3. Etablir que la distance AM est minimum au point M, d’abscisse c de la courbe .
4. En utilisant la définition de o, montrer les égalités :

-1 = -3f(2q)
puis :
g(@) = $[fQa) P+ (@]

Utiliser les variations de f et le résultat 0,46 < oo < 0,47 pour encadrer g(a); en
déduire un encadrement de la distance AM,,.



Fonctions

Fonction exponentielle, fonction cosinus
(D'apres Polynésie, juin 2003)

CORRIGE P. 63

‘ @ 60 minutes ‘ )
On considere la fonction f définie sur R par f(x) = e*cosx. Onappelle ‘6, la repré-
sentation graphique de f dans un repére orthogonal.
1. Montrer que pour tout réel x,

—e*=<f(x) <ex
En déduire que €, admet une asymptote au voisinage de —c. Quelle est cette
asymptote ?
2. Déterminer les abscisses des points d'intersection de € avec I'axe des abscisses.
3. On étudie f sur l'intervalle [—g ; +Iﬂ
a. Démontrer que pour tout réel x ona:

cosx — sinx = ﬁcos(x + Z—D

b. Calculer f'(x), ou f' désigne la fonction dérivée de f. Montrer que f est croissante

T (o T -
sur [—E ; +—J et décroissante sur [+Z ; +ﬂ Dresser le tableau de variation de f sur

[—g ; +Tﬂ Indiquer les valeurs prises par fen — g, IZE et g

c. Tracer 6, sur l'intervalle [—g ; +Tﬂ sur le graphique ci-dessous.

\
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-0,75% | -0,5m | -0,257% 0 0,257 0,57 0,757

4. On note " la fonction dérivée seconde de f. Montrer que f"(x) = —2e~sinx.
En déduire que, sur I'intervalle [—g ; +Jﬂ » le coefficient directeur de la tangente a 6,

au point d’abscisse x atteint, pour x = 0, une valeur maximale que I'on précisera.
Trouver I'équation de la tangente T a ‘6, en O et tracer T sur le graphique de la
question 3.
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Fonctions

0 Exponentielle et cosinus.
Suite géométrique (Polynésie, septembre 2005)

> >
Le plan est rapporté a un repére orthogonal (O ; i, j).

Soit la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par:
f(x) = e*cos(4x)

CORRIGE P. 64

‘@ 50 minutes‘ o0 ‘

N
et I' sa courbe représentative tracée ci-dessous dans le repere (O ; 7, j).

—

-1

On considere également la fonction g définie sur [0 ; + o[ par g(x) = e * et on

nomme 6 sa courbe représentative dans le repere (O ; ?, ;’).

1. a. Montrer que, pour tout réel x appartenant a I'intervalle [0 ; + o[,
—e v =<f(x)<e"

b. En déduire la limite de fen + .

2. Déterminer les coordonnées des points communs aux courbes I" et 6.

3. On définit la suite (u,) sur Npar u, = f (n g)

a. Montrer que la suite (u,) est une suite gé¢ométrique. En préciser la raison.
b. En déduire le sens de variation de la suite (u,,) et étudier sa convergence.
4. a. Montrer que, pour tout réel x appartenant a l'intervalle [0 ; + o[,
f'(x) = —e*[cos(4x) + 4sin(4x)].
b. En déduire que les courbes T" et € ont méme tangente en chacun de leurs points
communs.

5. Donner une valeur approchée a 10~ prés par exces du coefficient directeur de la

droite T tangente a la courbe I' au point d’abscisse g
Compléter le graphique en tracant T et €.

0 Fonction exponentielle.

CORRIGE P. 65

Equation f(x) = m (D'aprés Liban, juin 2004) (@ siminiies | »
minutes

Soit f la fonction définie sur R par :
f(x) = x+In4 +

e*+1

et (@) sareprésentation graphique dans un repére du plan.
1. Déterminer la limite de fen + o, et sa limite en — .

2. Calculer, pour tout réel x, f(x) + f(—x).

Que peut-on en déduire pour le point A(0; 1+ In4) ?
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3. Ftudier le sens de variation de la fonction f et dresser son tableau de variation.

4. a.Justifier que, pour tout réel m, ’équation f(x) = m admet une solution unique
dans R.

b. Déterminer un encadrement d’amplitude 10! de la solution a de I'équation
f(x) = 3. Justifier la réponse.

c. Pour quelle valeur de m le nombre —a est-il la solution de I’équation f(x) = m?
X

5. a. Montrer que pour tout réelx, f(x) = x+2+Ind4 - — T
e

b. Montrer que la droite (A) d’équation y = x+ In4 et la droite (A") d’équation
y = x+ 2+ In4 sont des asymptotes de la courbe (6).

Etudier la position de la courbe () par rapport a son asymptote (A).

c. Tracer (6) et (A).

Logarithmes

@ Fonction logarithme népérien. Propriétés
algébriques (Antilles-Guyane, juin 2006)

CORRIGE P. 67

‘ @ 20 minutes ‘ o ‘

1. Restitution organisée des connaissances
Pré-requis : La fonction logarithme népérien est dérivable sur ]0 ; —oo[ et sa fonc-

. e, . 1
tion dérivée est la fonction inverse (x — =), In(1) = 0.
X

Démontrer que pour tous réels strictement positifs a et x,
In(ax) = In(a) + In(x).
2. Utiliser le résultat précédent pour démontrer que :
ln(%) = —In(b) etque ln(%) = In(a)-In(b)
pour tous réels strictement positifs a et b.
3.0Ondonne 0,69 <In2<0,70 et 1,09 < In3 < 1,10.
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En déduire des encadrements de In6, ln(é) , et ln(g) .

Q Fonction logarithme népérien.
Dérivée et variations (D'apres Asie, juin 2004)

CORRIGE P. 68

‘ @ 30 minutes ‘ °

Soit f la fonction définie sur I = J—% ; +00[ par f(x) = In(1 + 2x).
1. Justifier que f est strictement croissante sur 1.
2. Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers — %

3. On considere la fonction g définie sur I par g(x) = f(x) - x.

a. Etudier les variations de g sur I et dresser son tableau de variation.

b. Justifier que 'équation g(x) = 0 admet deux solutions sur I, 0 et une autre notée
[, appartenant a I'intervalle ]1 ; 2[.

c. En déduire le signe de g(x) sur L.

4. Justifier que pour tout réel x de 10 ; B[, f(x) appartientaussia 10 ; B[.
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Fonctions

Fonction logarithme népérien. Dérivées premiéere
et seconde (Centre étrangers groupe 1, juin 2003

CORRIGE P. 69
‘ @ 90 minutes ‘ (X ‘
On appelle f la fonction définie sur 'intervalle I = ]-2 ; + o[ par:
f(x) = 1+xIln(x+2). 5 s
On note (6 f) la courbe représentative de f dans le repere orthonormal (O i, j),
(unité graphique 4 cm).

Partie A — Etude de la fonction f

1. Etude des variations de la dérivée f”

a. f' désigne la fonction dérivée premiere de fet f” la fonction dérivée seconde. Cal-
culer f'(x) puis f"(x) pour x appartenant a l'intervalle ]—2 ; +oof.

b. Etudier les variations de f” sur I'intervalle ]-2 ; +oo[.

c. Déterminer les limites de f' en —2 eten + .

2. Etude du signe de f’(x)

a. Montrer que sur l'intervalle ]—2 ; + o[ Péquation f'(x) = 0 admet une solution
unique o appartenant a I'intervalle [-0,6 ; —=0,5].

b. En déduire le signe de f'(x) selon les valeurs de x.

3. Etude des variations de f

a. Btudier les variations de la fonction f sur I'intervalle ]-2 ; + o[ .

b. Déterminer les limites de fen —2 et en + .

c. Dresser le tableau de variation de f.

Partie B — Position de la courbe (‘€) par rapport a ses tangentes

Soit x, un réel appartenant a l'intervalle ]-2 ; + o[ et T, la tangente a ((éf) au
point d’abscisse x,.
On note, pour x appartenant a I'intervalle ]-2 ; + oo :

d(x) = f(x) = [f"(x0)(x = x) + f(x)].

1. Etude des variations de d
a. Vérifier que, pour tout x appartenant a I'intervalle ]-2 ; +oo[ ,
d'(x) = f1(x)-f(x,):
b. En utilisant la croissance de la fonction f’, donner le signe de d'(x) selon les
valeurs de x. En déduire les variations de d sur 'intervalle ]-2 ; + oo .

2. Déterminer la position relative de (€;) etde T, .

Partie C

> 3
Tracés dans le repeére (O ;5 i, j):
1. Déterminer une équation de la droite T, tangente a (‘6 f) au point d’abscisse 0 ;
tracer T,,.
2. Trouver les réels x, pour lesquels les tangentes T, passent par I'origine du repére
puis tracer ces droites.

3. Tracer la courbe (6;) pour les valeurs de x comprises entre —1 et 2. On prendra
pour o la valeur — 0,54 et pour f(a) la valeur 0,8.
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Fonctions

é QCM. Fonctions exponentielle CORRIGE P71
et logarithme (Exercice type bac] '© 0 minutes | » : |
minutes

1. La fonction f est définie sur R par f(x) = x?—e™.
Quelle est ou quelles sont les propositions qui sont vraies ?

a. lim f(x) = +oo.

x— 40

b. lim f(x) = +oo.

x—> -

c. fest dérivable sur R de dérivée définie par f'(x) = 2x—e™™.
2. La fonction g est définie sur R par g(x) = (x> + 1)e *.
Quelle est ou quelles sont les propositions qui sont vraies ?

a. lim g(x) = 0.

x—> 4
b. g est dérivable sur R de dérivée définie par g'(x) = —2xe ™.

c. g est strictement décroissante sur R.

3. La fonction h est définie sur ]0 ; + o[ par h(x) = (x? + 1)In(x?).
Quelle est ou quelles sont les propositions qui sont vraies ?

a. lim h(x) = 0.

x—0 2
b. /1 est dérivable sur ]0 ; + o[ de dérivée définie par h'(x) = 2xIn(x?) + x+l

2
c. limh'(x) = +oo.
x—0
. o 1+ In(x)
P 4. La fonction k est définie sur 0 ; + oo par k(x) = a1
E Quelle est ou quelles sont les propositions qui sont vraies ?
© a. lim k(x) = —oo.
x—0
b. lim k(x) = 1.
x— +o
. k est dérivable sur ]0 ; +oo[ et pour tout x €]0 ; + o[, k'(x) > 0.
@ Fonction logarithme et fonction rationnelle .
CORRIGE P.72

(D'aprés Amérique du Nord, juin 2001)

‘ @ 60 minutes ‘ o ‘

Dans la partie A de cet exercice, on étudie la fonction f définie sur ]0 ; + oo par

1 Inx . , . o ,
f(x) = x+ -+ — Dansla partie B, on détermine la position de sa courbe repré-
X x

sentative par rapport a son asymptote oblique.

Partie A
1. Soit g la fonction définie sur ]0 ; + o[ par g(x) = x* —x—2lnx+ 1.
a.Montrer que la fonction g est dérivable sur ]0; +oo[ et que pour tout
XE]0; +oo[ :
, (x=1)(3x2+3x+2)
g'(x) = . :
b. Etudier les variations de la fonction g puis déterminer le signe de g(x).
2. a. Déterminer les limites de fen 0 et en + .
b. Montrer que pour tout x€]0; +o[, f'(x) = g(_;C) puis dresser le tableau de
variation de la fonction f. x

28




Fonctions

Partie B NN
¢ désigne la courbe représentative de f dans un repeére orthonormal (O ; i, 7).
1. Soit h la fonction définie sur |0 ; + o[ par h(x) = x+ Inx.
a. Btudier le sens de variation de h puis montrer que ’équation h(x) = 0 admet une
solution unique o sur [0,4 ; 0,7].
b. Montrer que 'ona e~ % = a.
2. a. Vérifier que la droite D d’équation y = x est asymptote a la courbe € en + .

b. Utiliser les résultats de la question 1. a. pour déterminer la position relative de 6 et D.
> >
c. Construire € et D dans le repere (O; i, j).

Fonctions logarithme et inverse
(D'aprés Asie, juin 2003)

CORRIGE P. 74

‘@ 60 minutes‘ ° ‘

Soit f la fonction définie sur ]0 ; + o[ par:
flx) = 1+ Zzlnx.

X
Soit (€) la courbe représentative de f et soit (€") celle de la fonction h définie
sur 0 ; + o[ par h(x) = ;c
1. Déterminer les limites de fen 0 et en + 0. En déduire que (€) a deux asymptotes
que 'on déterminera.
2. Calculer la dérivée f' de f et étudier les variations de f.
3. Soit I le point d’intersection de (6) avec I'axe des abscisses. Déterminer les coor-
données de 1.
4. Pour tout x de ]0 ; + o[, on pose g(x) = 1 —x+ 2lnx.
a. Etudier les variations de la fonction g.
b. Montrer que I’équation ¢g(x) = 0 admet une solution unique dans chacun des
intervalles ]0; 2[ et ]2 ; +o[. Soit o la solution appartenanta ]2 ; +oo[.
5. a. Montrer que f(x) . ‘Lf)

. X X
deux points.
b. Montrer que, pour tout réel x supérieur ou égal a 4,1a double inégalité suivante est vraie :

et en déduire que (6) et (6") se coupent en

0<f(x)<

R 1=

6. Tracer (6€) et (6").

Fonction logarithme népérien
(D'apres Antilles-Guyane, septembre 2002)

CORRIGE P.76

‘@ 75 minutes‘ (X X ] ‘

Soit f la fonction définie sur [0 ; 1] par :
f0)y =0
f(1)y=0
f(x) = (Inx) x In(1 —x), pour x €]0; 1]

ot In désigne la fonction logarithme népérien.
On note 6 sa courbe représentative dans un repére orthonormal.
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Fonctions

On admet que lim f(x) = 0 et lim f(x) = 0, ainsi que le résultat suivant :
x—0 x—1

pour a >0, limx%lnx = 0.
x—=>0
1. a. Déterminer la limite quand x tend vers 0 de P'expression

In(1-x)
—
f(x)

b. En déduire la limite quand x tend vers 0 de 'expression ——; que peut-on en
X

déduire pour la courbe € ?

1 1 1 1
2, -=;= -—x] =f(=z .
Montrer que pour tout xE} 55 2[, f(z x) f(2+x>
Que peut-on en conclure pour € ?
3. Soit ¢ la fonction définie sur 10 ; 1[ par:
@(x) = (1-x)In(1 -x)—-xInx.
a. Déterminer ¢'(x), puis montrer Pégalité ¢"(x) = % ; en déduire les varia-
x(1-x

tions de ¢’ sur ]0; 1[.
b. Montrer que @' s’annule en deux valeurs o, et a, sur ]0; 1[ (on ne cherchera pas

a calculer ces valeurs). Donner le signe de @’ sur ]0; 1[.

c. Déterminer la limite quand x tend vers 0 de Pexpression ¢(x) et la limite quand x
tend vers 1 de (x). Calculer cp(%) En déduire le signe de ¢@(x) sur ]0; 1[.

4. a. Montrer que f'(x) a méme signe que ¢(x) sur [0; 1[.
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b. Donner le tableau de variation de f.

c. Montrer que, pour tout x €0 ; 1[, les inégalités suivantes sont vraies :
0 < (Inx)x In(1-x) < (In2)2.

d. Tracer €.

Problémes de synthése

@ Fonction exponentielle. Famille de fonctions
(D’aprés La Réunion, juin 2003

CORRIGE P. 80
‘ @ 30 minutes ‘ o ‘
Pour tout réel k négatif ou nul, on consideére la fonction f, définie sur ]0 ; +oo[ par:

ful) = kx + 1e

X
1. Déterminer les limites de f, en 0 et en +o0.
2. Calculer f/(x) pour tout réel x de I'intervalle ]0 ; + o[ et déterminer le nombre
de solutions sur ]0 ; + [ de 'équation f;/(x) = 0.

X

3. On note €, la courbe représentative de la fonction f, dans un repeére orthonor-

22
mal (O3 1, j).
On a tracé sur le graphique page suivante les courbes 6_, €_; 5, 6_, 5 et €.
En utilisant les questions précédentes, reconnaitre chaque courbe.
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&

(3) (4)

e Fonction exponentielle
(D'aprés Amérique du Nord, juin 2005)

CORRIGE P. 81
‘ @ 40 minutes ‘ °
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Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0 ; + o[ par:
, fx) = (x-1)(2-e).
1. a. Etudier la limite de f en + oo.
b. Montrer que la droite A d’équation y = 2x—2 est asymptote a €.
c. Etudier la position relative de 6 et A.
2. a. Calculer f'(x) et montrer que f'(x) = xe™*+2(1—e™).
b. En déduire que, pour tout réel x strictement positif, f'(x) > 0.
c. Préciser la valeur de f'(0), puis établir le tableau de variation de f.
3. Déterminer le point A de € ol la tangente a € est parallele a A.

Fonction exponentielle. Théoréme des valeurs

intermédiaires (D'apres Liban, juin 2003 ‘® o~ CORRIGE P. 82

Partie A — Etude d’une fonction auxiliaire g

La fonction g est définie sur R par g(x) = 2e¥+2x-7.
1. Etudier les limites de gen — et en + oo,

2. Ftudier le sens de variation de la fonction g sur R et dresser son tableau de variation.
3. Justifier que 'équation g(x) = 0 admet dans R une solution unique o telle que :
0,94 < a < 0,941.

4. Etudier le signe de g sur R.




Fonctions

Partie B — Etude d’une fonction
La fonction f est définie sur R par :
flx) = (2x=5)(1—e™).
On note € la courbe représentative de la fonction f dans un repeére orthonormal
> >

(O51,7).
1. Etudier le signe de f sur R.
2. Etudier les limites de fen — et + .
3. Calculer f'(x), ot ' désigne la fonction dérivée de f et vérifier que f'(x) et g(x)
ont le méme signe. Dresser le tableau de variation de f.
(2a—5)?2

2007

b. Etudier le sens de variation de la fonction h: x>

[l
— 0 5= .
2
En déduire, a partir de Pencadrement de o obtenu dans la partie A, un encadrement
d’amplitude 1072 de f(a).
5. Démontrer que la droite D, d’équation y = 2x—5, est asymptote 2 6 en + oo.

Préciser la position de € par rapport a D. 5
6. Tracer la droite D et la courbe 6 dans le repere (O ; i, j )

4. a. Démontrer Pégalité f(a) =
(2x—5)?2

7 sur lintervalle

@ Fonction exponentielle

(Nouvelle Calédonie, novembre 2004) CORRIGE P. 85

‘ @ 50 minutes ‘ ° ‘
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On considere la fonction f définie sur R par :
flx) = ==
-x

On note (€) sa courbe représentative dans le plan rapporté au repere orthogonal

33
(O35 1, j), l'unité graphique est 2 cm sur I'axe des abscisses et 5 cm sur I'axe des
ordonnées.

Partie A

Soit g la fonction définie sur R par g(x) = e*—x—1.
1. Etudier les variations de la fonction g sur R. En déduire le signe de g.
2. Justifier que pour tout réel x, (e* — x) est strictement positif.

Partie B

1. a. Calculer les limites de la fonction fen + eten — .

b. Interpréter graphiquement les résultats précédents.

2. a.Calculer f'(x), f' désignant la fonction dérivée de f.

b. Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation.

3. a. Déterminer une équation de la tangente (7T) a la courbe (‘€) au point
d’abscisse 0.

b. A I'aide de la partie A, étudier la position de la courbe (¢) par rapport a la droite
(T).

4. Tracer la droite (T), les asymptotes et la courbe (€).
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Fonctions

Fonction exponentielle

et fonction rationnelle (D'aprés Inde, avril 2004) | CORRIGE P 5¢

@ 50 minutes‘ ° ‘

Partie A — Etude d’une fonction auxiliaire

Soit ¢ la fonction définie sur R par :
e(x) = (x*+x+1)e*-1.

1. a. Déterminer les limites de ¢ en — et en + .
b. Etudier le sens de variation de ¢ puis dresser son tableau de variation sur R.
2. Démontrer que I'équation @(x) = 0 admet deux solutions dans R, dont 'une
dans I'intervalle [1 ; + o[, qui sera notée o..
Déterminer un encadrement d’amplitude 10-2 de a.
3. En déduire le signe de ¢(x) sur R et le présenter dans un tableau.

Partie B — Etude de la position relative de deux courbes

Les fonctions f et g sont définies sur R par :
flx) = x4 1)e et glx) = —=XF1

X2tx+1
. 22

Leurs courbes représentatives dans un repere orthogonal (O ; i, j) sont notées €,
et €,.
1. Démontrer que les deux courbes passent par le point A de coordonnées (0; 1) et
admettent en ce point la méme tangente.
2. a. Démontrer que, pour tout nombre réel x :

2x+ 1)@(x

F(x)—g(x) = w

x“+x+1

ol @ est la fonction étudiée dans la partie A.

b. A P'aide d’un tableau, étudier le signe de f(x) — g(x) sur R.
c. En déduire la position relative des courbes €, et €,.
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Fonction exponentielle.
Dérivées premieére et seconde
(D’apres Amérique du Sud, décembre 2001)

CORRIGE P. 88
‘@ 60 minutes‘ (X} ‘

On considere la fonction f définie sur R par :
f(x) = (2x+ 1)e2x
> 3
et sa courbe représentative 6 dans le repere orthonormal (O; i, j) (unité
graphique 2 cm).

Partie A — Etude de la fonction f

1. a. Déterminer la limite de fen + . Que peut-on en déduire pour € ?

b. Déterminer la limite de fen — .

2. Calculer f'(x) et étudier le signe de f" sur R.

3. Dresser le tableau de variation de f.

4. a. Déterminer les coordonnées du point A d’intersection de € avec I'axe des abscisses.
b. Etudier le signe de f(x) suivant les valeurs de x.
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Partie B — Etude d’une tangente
1. On rappelle que f" désigne la dérivée seconde de f.
a. Montrer que, pour tout x réel, f"(x) = 4(2x—1)e 2~
b. Résoudre I’équation f"(x) = 0.
2. Soit B le point d’abscisse % de la courbe 6. Déterminer une équation de la tan-
gente T2 6 en B.

3. On veut étudier la position relative de € et T. Pour cela, on considere la fonction g
définie sur R par :

2 3

8(x) = flx)=(=Zx+2):
a. Déterminer ¢'(x) et ¢"(x).
b. Etudier le signe de ¢"(x) suivant les valeurs de x.
En déduire le sens de variation de g' sur R.
c.En déduire le signe de ¢'(x) puis le sens de variation de g.
d. Déterminer alors le signe de g(x) suivant les valeurs de x. Que peut-on en conclure
sur la position relative de € et T'?

>
4. Dans le repere (O ; i, j), placer les points A et B puis tracer la tangente T et la
courbe €.

@ Fonction exponentielle. Equation avec parametre
(D'aprés Amérique du Nord, juin 2000)

CORRIGE P. 90
‘ @ 60 minutes ‘ (X} ‘
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. . o 2tx+1 -1
Soit f la fonction définie sur [0 ; + o[ par f(x) = ——=——e * pour x>0 et
x

£(0) = 0.

>3
On note ‘6 la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O ; i, 7).

Partie A
1. Démontrer que la droite (A) d’équation y = 1 est asymptote a €.
[ =f(0) o .
2. Pour x > 0, calculer — Etudier la limite de cette expression quand x
tend vers 0 (on pourra utiliser, pour # entier naturel non nul, lim u"e™* = 0).
-+

Que peut-on déduire pour la fonction f? !
Que peut-on en déduire pour la courbe 6 ? .

1— _2
3. Démontrer que pour tout xde ]0; + [ ona f'(x) = Xe x

4
4. Etudier les variations de la fonction f et dresser le tableau de variation de f.

Partie B
On note g la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par g(x) = f(x)—xf'(x).
1. Montrer que dans J0 ; + o[, les équations g(x) = 0 et x> +x2+2x-1 =0
sont équivalentes.
2. Démontrer que 'équation x* + x>+ 2x—1 = 0 admet une seule racine réelle o
dont on justifiera un encadrement a 102 prés.

3.Onpose A = J%- Encadrer A a 2 x 10-! prés et montrer que A = f'(a).
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4. Pour tout a > 0, on note T, la tangente a ¢ au point d’abscisse a.
Montrer que T, a pour équation y = Ax. Tracer T, puis la courbe €.

5. Déduire des questions précédentes que de toutes les tangentes T, a € (en des
points d’abscisses non nulles), seule T, passe par 'origine O.

6. On admettra que T, est au-dessus de € sur ]0 ; + o[ .

a. Par lecture graphique (et sans justification), donner le nombre de solutions de
Iéquation f(x) = m, suivant le réel m donné.

b. Par lecture graphique (et sans justification), donner le nombre de solutions de
I'équation f(x) = mx selon le réel m donné.

Fonction exponentielle.
Théoréme des valeurs intermédiaires
(D'apres Antilles-Guyane, septembre 2003)

CORRIGE P. 93

‘@ 50 minutes‘ (X J ‘

Partie A — Etude de la fonction @ définie sur R par ¢ (x) = (2—-x)e*—1
1. Déterminer les limites de la fonction ¢ en — et + o,
2. Montrer que la fonction ¢ est continue et dérivable sur R et étudier le signe de sa
dérivée.
En déduire les variations de la fonction @ et préciser les valeurs de @(-2), ¢(0),
(1) et @(2).
3. Prouver que la fonction ¢ s’annule uniquement en deux valeurs que 'on nom-
mera o. et B. On prendra o. < . Etudier alors le signe de la fonction ¢ sur 'ensemble
des réels et récapituler cette étude dans un tableau.
4. ATaide dela calculatrice, fournir un encadrement d’amplitude 10~! des valeurs o et f.
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1
5. Montrer que e* = ——.
q 2—a

_ X _
Partie B — Etude de la fonction f définie par f(x) = e’ -1
e*—

1. Montrer que e* — x ne s’annule pas sur R. En déduire que f est définie sur R.

2. Déterminer les limites de la fonction fen —oo et + .

3. Calculer la dérivée f' de la fonction f puis, a I'aide des résultats de la partie A,
construire le tableau des variations de f.

4. Montrer que f(a) = ﬁ, le nombre o étant la plus petite des deux valeurs

pour lesquelles la fonction ¢ de la partie A s’annule.

Conjecturer a partir d’un écran

de calculatrice (D'apreés Inde, mars 2003] CORRIGE P. 94

‘@ 60 minutes‘ o0 ‘

On considere la fonction numérique f définie sur R par :
2
X
— y2px-1
x) = x?e¥ -7
£ -

Le graphique page suivante est la courbe représentative de cette fonction telle que
affiche une calculatrice dans un repere orthonormal.
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Conjectures

ATobservation de cette courbe, quelles conjectures pensez-vous pouvoir faire concernant :
a. Le sens de variation de f sur [-3 ; 2] ?

b. La position de la courbe par rapport a 'axe (x'x) ?

Dans la suite de ce probléme, on se propose de valider ou non ces conjectures et de
les compléter.

Partie A — Contrdle de la premiére conjecture
1. Calculer f'(x) pour tout réel x, et 'exprimer a I'aide de 'expression g(x) ot g est
la fonction définie sur R par g(x) = (x+2)e*~1—1.
2. Etude du signe de g(x) pour x réel
a. Calculer les limites de ¢(x) quand x tend vers + %, puis quand x tend vers — .

b. Calculer g'(x) et étudier son signe suivant les valeurs de x.

c. En déduire le sens de variation de la fonction g, puis dresser son tableau de variation.
d. Montrer que I'équation g(x) = 0 possede une unique solution dans R. On note
a cette solution. Montrer que 0,20 < o < 0,21.
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e. Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
3. Sens de variation de la fonction f sur R
a. Etudier, suivant les valeurs de x, le signe de f'(x).

b. En déduire le sens de variation de la fonction f.
c. Que pensez-vous de votre premiére conjecture ?

Partie B — Controle de la deuxiéme conjecture

On note € la courbe représentative de la fonction f dans un repeére orthonormal

> >
(O35 i, j). On se propose de controler la position de la courbe par rapport a 'axe

(x'x).
1.M o
. Montrer que f(a) = o+ D)
3
2. 1 . e . ) _ =%
On considere la fonction h définie sur I'intervalle [0 ; 1] par h(x) TETE))
a. Calculer h'(x) pour x élément de [0 ; 1], puis déterminer le sens de variation de h

sur[0;1].

b. En déduire un encadrement de f(a).

3. a. Déterminer les abscisses des points d’intersection de la courbe € avec 'axe (x'x).
b. Préciser alors la position de la courbe € par rapport a 'axe des abscisses.

c. Que pensez-vous de votre deuxieme conjecture ?
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Fonctions exponentielle et logarithme
(D'aprés Amérique du Nord, juin 2003)

CORRIGE P. 97
‘ @ 50 minutes‘ (X ‘

On considere la fonction f définie sur R par f(x) = e*In(1 + e*).
On note € sa courbe représentative dans le plan rapporté au repere orthogonal

22
(O 1,7).

In(1+h)
h

= 1. Déterminer la limite de fen — .

1. a. On rappelle que }im
=0

b. Vérifier que pour tout réel x, f(x) = L e~*In(1+e™).
ex

Déterminer la limite de fen + oo.
c. En déduire que la courbe 6 admet deux asymptotes que 'on précisera.
2. On considere la fonction g définie sur 'intervalle ]—1 ; + o[ par:

t

g(t) = T In(1+1).

a.Démontrer que la fonction g est strictement décroissante sur lintervalle
[0 +oo[.
b. En déduire le signe de g(t) lorsque ¢t > 0.
3. a.Calculer f'(x) et Pexprimer en fonction de g(e*), f' désignant la fonction
dérivée de f.
b. En déduire le sens de variation de la fonction f puis dresser son tableau de variation.
4. Tracer la courbe € et ses asymptotes.
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Fonction exponentielle

de base a (Exercice type bac] SEeER T

‘@ 40 minutes‘ o0 ‘

Soit f et g les fonctions définies sur R* par :
f(x) = x27* et g(x) = x~12~.
1. Etudier les limites de fet de gaux bornes de leur ensemble de définition (on pourra
poser u = xIn2).
2. Etudier les variations des fonctions f et g.
3. Tracer 6 et €, courbes représentatives de f et g.

Fonction logarithme. Lecture graphique

(D'apres France métropolitaine, septembre 2004) CORRIGE P-100

‘ @ 60 minutes ‘ (X} ‘
Le but de ce probleme est d’étudier, pour x et y éléments distincts de I'intervalle

10 ; + o[, les couples solutions de I’équation x7 = y* (E) et, en particulier, les cou-
ples constitués d’entiers.
Inx _ Iny

1. Montrer que I'’équation (E) est équivalentea — = —=
x y
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2. Soit h la fonction définie sur I'intervalle 0 ; +oo[ par:
Inx
h(x) = —-

x
La courbe 6 représentative de la fonction h est donnée ci-dessous ; x,, est 'abscisse

du maximum de la fonction & sur l'intervalle ]0 ; + oo .

0,4 -

0,2 |
O 1

2x,4 6 8 10 12
-0,2

-0,2
-0,4

-0,6

a. Rappeler la limite de la fonction /1 en + o0 et déterminer la limite de la fonction h
en 0.

b. Calculer h'(x), ou h' désigne la fonction dérivée de la fonction & ; retrouver les
variations de la fonction h.

Déterminer les valeurs exactes de x,, et de h(x;).

¢. Déterminer 'intersection de la courbe 6 avec I'axe des abscisses.

3. Soit A un élément de I'intervalle |0 ; % .

Prouver Iexistence d’'un unique nombre réel a de I'intervalle |1 ; e[ et d’un unique
nombre réel b de I'intervalle Je ; + o[ tels que h(a) = h(b) = A.
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Ainsi le couple (a ; b) est solution de (E).

4. On considere la fonction s qui, a tout nombre réel a de l'intervalle 1 ; e[ associe
I'unique nombre réel b de l'intervalle Je ; + o[ tel que h(a) = h(b) (on ne cher-
chera pas a exprimer s(a) en fonction de a).

Par lecture graphique uniquement et sans justification, répondre aux questions
suivantes :

a. Quelle est la limite de s quand a tend vers 1 par valeurs supérieures ?

b. Quelle est la limite de s quand a tend vers e par valeurs inférieures ?

c. Déterminer les variations de la fonction s. Dresser le tableau de variation de s.

@ Fonction exponentielle. Barycentre

(D'apres France métropolitaine, juin 2002) COmIGE P 10

‘@ 90 minutes‘ (X ‘

Partie A
On considere la fonction f définie sur R par :

f(x) = 3lx+(1-x)ex].

> >
On note € la courbe représentative de f dans un repere orthonormal (O i, j),
(unité graphique 2 cm).
1. a. Déterminer les limites de fen —o et en + .
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b. Montrer que la droite A d’équation y = %x est asymptote a €.

Etudier la position de % par rapport a A.

2. Calculer f'(x).

3. Soit u la fonction définie sur R par u(x) = 1+ (1 -2x)e?~.

a. Etudier le sens de variation de u.

Montrer que 'équation u(x) = 0 posseéde une solution unique o dans I'intervalle
[0;1].

Déterminer une valeur décimale approchée par exces de o a 1072 pres.

b. Déterminer le signe de u(x) suivant les valeurs de x.

4. Ttudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation.

Partie B

> >
Dans le plan muni d’un repére orthonormal (O; i, j), on considere la courbe I'
d’équation y = e* etla droite D d’équation y = x. Les courbes I' et D sont tracées
ci-dessous.

w
© Bordas

=21

=31

-4

=51

1. Soit t un réel ; on désigne par M, le point de I" d’abscisse ¢.
La tangente a I" au point M, coupe I'axe des ordonnées au point N, .
Déterminer les coordonnées du point N, .
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2. On désigne par P, le point de D d’abscisse ¢ et par G, I'isobarycentre des points,
O, M,, P, et N,. Le point G, est donc le barycentre des points pondérés (O ; 1),
(Mz; 1), (P, 1) et (Nt; 1).

a. Placer les points M_,, P_,, et N_, puis construire, en justifiant, le point G_, sur
la figure page précédente.

b. Déterminer en fonction de f les coordonnées du point G, .

3. Quel est Pensemble des points G, quand  décrit R ?

4. Construire la courbe € de la partie A sur la figure ci-avant.

@ Fonction exponentielle et suites
(D'apres Polynésie, juin 2002)

CORRIGE P. 105
‘ @ 90 minutes‘ (X ‘

Partie A
On considere la fonction f définie sur [0 ; + o[ par:
x—1 L
1=

et Pon désigne par (€) sa courbe représentative dans un repére orthonormal
> >

(0514, 7).

1. Calculer la limite de f(x) lorsque x tend vers + . Que peut-on en déduire pour

la courbe (6)?

2. Calculer f'(x), en déduire les variations de f pour x appartenant a [0 ; +oo[ .

w
<
o
-
=}
)
©

3. Déterminer une équation de la tangente (T) a (€) en son point d’abscisse 0.

4. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique u. Montrer que u
appartient a[1 ; 2] et déterminer un encadrement d’amplitude 10-! de u.

5. Tracer (T) et (‘6) sur la méme figure.

Partie B
n désigne un entier naturel non nul. On considere la fonction f, définie sur
[0;+oo par:
x—n
X) = —e™
Jal) xX+n

1. Calculer f,(x) et donner son signe sur [0 ; +oo[ . Préciser f,(0) et lim f,(x).
Dresser le tableau de variation de f,,. o

2. a. Calculer f,(n) ; quel est son signe ?
b. Démontrer, par récurrence que, pour tout n de N, e”+1 > 2n + 1.

En déduire le signe de f,(n+1).
c. Montrer que I’équation f,(x) = 0 admet une solution unique sur [#n;n+1];

cette solution sera notée u,,.

u
3. Calculer lim u, puis lim —.

n—+0 n—+0o N
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Fonction exponentielle. Famille de fonctions
(D'apres Antilles-Guyane, juin 2002)

CORRIGE P. 107

‘@ 45 minutes‘ (X ‘

Pour tout entier naturel 1, on considere les fonctions f,, définies sur R par :

Partie A - Etude de f, etde f,
ex
1+e*
On appelle €, et €, les courbes représentatives respectivement de f, et de f; dans

On appelle f, la fonction définie par f(x) =

> >
un repére orthonormal (O i, j).
1. Déterminer la limite de f, en —o puisen + .
2. Calculer la dérivée de f, et étudier son sens de variation.

3. Montrer que le point I(O ; %) est un centre de symétrie de la courbe 6.

4. Déterminer une équation de la tangente en I a €,.
5. Montrer que pour tout réel x, f,(-x) = f,(x).
6. Par quelle transformation simple €, est-elle 'image de 6 ?

Partie B — Etude de f, pour n > 1
1. Déterminer les limites de f, en —o et en + .
2. Calculer la dérivée de f,, et étudier son sens de variation.
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Fonction exponentielle et logarithme

(D'aprés Centres étrangers groupe 1, juin 2002) CORRIGE P. 108

‘ @ 90 minutes ‘ (X J ‘
Pour chaque entier naturel n, on définit, sur I'intervalle ]0 ; + o[ la fonction notée
f, par:

e’ —1
+ nlnx,
x

fulx) =

ot In désigne la fonction logarithme népérien.

Partie A — Etude du cas particulier n = 0

fo est donc la fonction définie sur l'intervalle ]0 ; + o[ par f,(x) = -1

1. Construire dans un repere orthonormal, la courbe représentative de la fonction
exponentielle, puis tracer sa tangente au point d’abscisse 0.

2. Résolution graphique d’une inéquation

a. Justifier graphiquement I'inégalité suivante :

pour tout réel u, e* = u + 1.
b. En déduire que pour tout réel x :

e*+x—1=0, puisque, 1 + (x—1)e¥= 0.
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3. Limites
a. Déterminer la limite de f, en +o0.

b. Déterminer la limite de f;, en 0.
4. Sens de variation
a. Montrer que, pour tout réel x appartenant a I'intervalle ]0 ; + o[ ona:

fi(x) = e"(x—x1)+ 1

2
b. En déduire le sens de variation de f;, sur 'intervalle ]0 ; + oof.

5.0On appelle 6, la courbe représentative de f;, dans un repere orthonormal

> 3
(O3 i, j) pour lequel 'unité graphique est 2 cm.
Tracer 6, dans ce repere et placer le point A de coordonnées (0 ; 1).

Partie B — Etude de la famille de fonctions f, pour n =1

On appelle €, la courbe représentative de fonction f, dans le repere (O ; ?, ;) pré-
cédent.

1. Déterminer le sens de variation de f, sur I'intervalle ]0 ; +oo[ .

2. Déterminer les limites de f, en +% eten 0.

En déduire que 6, posséde une asymptote qu’on précisera.

3. Etudier les positions respectives des courbes 6, , | et €,,.

4. Montrer que toutes les courbes €, passent par un méme point B dont on préci-
sera les coordonnées.

5. a. Montrer qu’il existe un unique réel o, appartenant a l'intervalle [0,3 ; 0,4] tel
que fi(a,) = 0.

b. Montrer que f,(a;) < 0 pour tout entier naturel n > 1.

c. Pour tout entier naturel n > 1, montrer qu’il existe un unique réel o, apparte-
nant a l'intervalle [a, ; 1] tel que f,(a,) = 0.

6. a. En utilisant la partie A, montrer que pour tout réel x appartenant a I'intervalle
lo;1]:
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X _
< 1se—l.

o . e .
b.En déduire que, pour tout entier naturel non nul n, In(a,,) = ——, puis que,
n

1-e
a,=en .

c. Déterminer la limite de la suite (c,,).

m Fonction logarithme
(D'aprés Amérique du Nord, juin 2002)

CORRIGE P. 111
‘ @ 60 minutes‘ ( X ) ‘

Pour tout réel k strictement positif, on considere la fonction f, définie sur
[0;+oo[ par:

fi(x) = In(e* + kx) —x.
Soit €, la courbe représentative de la fonction f, dans le plan muni d’un repere

>3
orthogonal (O; i, j) (unité graphique : 5 cm sur 'axe des abscisses et 10 cm sur
I’axe des ordonnées).
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Etude préliminaire — Mise en place d’une inégalité
On considere la fonction g définie sur [0 ; +oo[ par:
g(x) = In(1 +x)—x.
1. Etudier le sens de variation de g.
2. En déduire que pour tout réel a positif ou nul, In(1 + a) < a.

Partie A — Etude dela fonction f, définiesur [0 ; + o[ par f,(x) = In(e*+x) —x

1. Calculer f{(x) pour tout réel x appartenant a l'intervalle [0 ; + o[ et en déduire
le sens de variation de la fonction f;.

2. Montrer que pour tout réel x appartenant a 'intervalle [0 ; + oo :
x
fi(x) = 1r1<1 + ;) .

En déduire la limite de f; en + .

3. Dresser le tableau de variation de f;.

Partie B — Etude et propriétés des fonctions f;

1. Calculer f{/(x) pour tout réel x appartenant a I'intervalle [0 ; + o[ et en déduire
le sens de variation de la fonction f;.
2. Montrer que pour tout réel x appartenant a 'intervalle [0 ; +oo[ :

filx) = ln<l + kf)

En déduire la limite de f, en +oo.

3. a. Dresser le tableau de variation de f;.
b. Montrer que pour tout réel x appartenant a 'intervalle [0 ; + o[, ona:

4. Déterminer une équation de la tangente T}, a ¢, au point O.

5. Soit p et m deux réels strictement positifs tels que p < m. Etudier la position rela-
tive de €, et €,,.

6. Tracer les courbes €, et €, ainsi que leurs tangentes respectives T, et T, en O.
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Pour chacune des questions, une seule des quatre réponses proposées est exacte.
Bareme

Une réponse exacte rapporte 2 points. Une réponse inexacte enléve 1 point.
L'absence de réponse n’apporte ni n’enléve aucun point.

Si le résultat est négatif, la note de exercice est ramenée a 0.

‘ 10 points ‘ @ 30 minutes

Léquation Inx = —1 a pour solution :
O a.-e

dbY

Qce-1

4 d. el

Léquation e¥ = —e a pour solution :
aa.o

db Y

Qel

Qd.-1.
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La fonction f est définie par f(x) = In5m.
Alors f'(x) estégala:
U a.5lnxw

Qb2
T

1
dec —
5m

Q d.o.

La fonction f est définie par f(x) = xe™*. Alors f'(x) estégala:
Qa.e”

O b.-e>

Qce¥(1-x)

Q d. e (1 +x).
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SECE a5
lim — -3 estégala:
x—+0o X

a a.-3
Q b. +x
Qec-—x
Q d.o.

QCcM 7

lim In(2+e %) estégala:

xX—> 400
Qa.o

Q b.In2
Q c.-In2
O +oo.

La fonction f est définie par f(x) = 3,14~
Alors f'(x) est égala:

Q a. (In3,14) x 3,14*

Q b. (In3,14) x x>14

Q c.xx 3,141

Q d. 3,14x>14,

3/642 est égal a:
Qa.s8

Q b.16
Q32

Q d.o4.

Léquation 5* = 3 a pour solution :

0ac o b, 23
5 In5

a c. ln% 4 d. In3 - In5. CORRIGES P. 114
Total ‘
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CORRIGES

La proposition a est vraie (c’est un résultat de cours admis) mais la proposition b est
fausse. Comme contre-exemple, on peut citer la fonction valeur absolue qui est
continue mais non dérivable en 0.

La proposition c est vraie ; c’est la définition méme du nombre dérivé.

Exercice 2, page 17

H sculela proposition d est vraie.
a.La fonction f; a une limite (finie) en + o°.

. i 1
Pour tout x€ 0 ; + [, -1 <sinx <1 et x > 0, donc _alc = %C < > Comme
lim (— 1) = lim E = 0, d’apres le théoreme des gendarmes, lim X _ .
X — 40 x— 40 X x—>+0 X
b. lim fj(x) = 1.
x—0
Si x=0, - w——_%g et, la fonction sinus étant dérivable en O,
x =
. sinx— sin0 .
2 lim —————— = sin’(0).
""5 P x—0 (0)
& Pour tout x €ER, sin’'(x) = cosx, donc sin'0 = cos0 = 1.
© .
Par conséquent, lim £ A8
x—=0 X
c. La fonction f; n’est pas impaire.
T 1 2 T -1 2 T T
B le, (—)=—=— t (——>=—=—,d0nc (——):— (—)
arexemple, (%) = 1 = 2 et fi(-2) = =L = 2 donc fi(-F) = -f,2
2 2

En fait, la fonction f; est paire. . .
Pour tout x € R\{0}, —x ER\{0} et fi(-x) = %;x) = _SI%C = fi(x).

. Lo T
d. La fonction f, est décroissante sur JO ; 5[ .

La fonction f; est dérivable sur son ensemble de définition car c’est le quotient de

deux fonctions dérivables.

Pour tout x € R\{0}, fI(x)= (cosx) xx—2(51nx) x1 _ xcosxz— sinx
5 5

Si XEJO g g[) Fils)= M;tanx)’ cosx >0 et x2 >0, donc fj(x) est du
X

signe de x — tanx.
Si g estla fonction définie sur [0 ; g[ par g(x) = x— tanx, gestdérivable et sa déri-
vée est définie par ¢'(x) = 1 —(1+ tan’x) = —tan’x.

£'(0) =0 et ¢g'(x) <0 sur }0 g g[ donc g est strictement décroissante sur JO : g[
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Comme g(0) = 0, on en déduit que g(x) <0 sur }0 o g[ En conclusion, on a

T . L .
f1(x) <0 sur }0 ; 5[ , donc f, est strictement décroissante sur cet intervalle.

E Seule P’affirmation c vraie.
a. lim f,(x) = -2.
x—1

Pour tout x ER\{-1;1}, f,(x) =

(x=1)(=3x—-1) _ 3x-1
1

x—1)(x+1)  x+1
Comme lim(-3x-1) = -4 et lim(x+1) = 2, ona lim f,(x) = 4 2.
x—1 x—1 x—1 2
b. lim f,(x) = -3.
X —>—00
3.1 5.1
Pour tout x E R\{-1;0;1}, f,(x) = X% * - x
X 1
1+-  1+4-
x x
. 1 . -3
Comme lim - =0, ona lim f,(x) = — = -3.
x—>—-00 X X —> —00 1

c. Laffirmation ¢ se déduit du résultat précédent.

E scule Paffirmation c est fausse.
e Pour « lever I'indétermination » en — o0 on peut penser a factoriser le terme de plus
haut degré mais 'expression obtenue pour x < 0 ne permet pas de conclure.

. 16 16
Slx¢0,f3(x)=x+/\/x2<17-|-x—2)=x+x 1+;.
Six<0,f3(x)=x—x 1+§=x<1_/\/ri_§>.

Comme lim x = 4o et lim (1 - |1+ 1—?) = 0, on ne peut pas conclure quant
£

x— +00 X —>+®©
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ala limite de f5(x).

On utilise I'expression conjuguée de f;(x) pour modifier son écriture. Pour tout

XER, fi(x) = (x+ A/x2+16)(x— /X% + 16) _ x%—(x2+16) _ -16
’ x—A/x2+16 x—Ax2+16 x—AJx2+16

Comme lim x—+/x>+16 = —o, ona lim f;(x) = 0.
X —> -0

x—> 40

e Pour tout x ER, f5(x) —2x = /x?+16 —x.

_ (Jx2+16 —x)(A/x%2+ 16 + x) _ 16 )
X2+ 16 + x NxXE+16 +x

Comme lim «/x>+16+x = +%, ona lim f;(x)—2x = 0, ladroite d’équation
X —> +o©

x— 400

Ona f3(x) - 2x

y = 2x estbien asymptote a €, en +oo.
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e Pour calculer f4(x) on utilise la formule donnant la dérivée de Ju:
u/
Si u est dérivable et strictement positive, (J/u)' = ——=-
2.:u
2x

X
—_ = 1+—.
2.Jx%+ 16 Jx2+ 16

e La tangente a €, au point d’abscisse 0 a pour équation y = f3(0)(x - 0) + f3(0)

Pour tout réel x, f3(x) = 1+

avec f3(0) = 1 et f5(0) = 4. Une équation de cette tangente est donc y = x + 4.

[ Les affirmations a et c sont vraies, Paffirmation b est fausse.

a. Laffirmation a est vraie.

Pour la justifier on étudie la fonction ¢ définie sur R par g(x) = x3 - 3x+ 1.
La fonction polynome g est dérivable sur R, sa dérivée est définie par :

g(x) = 3x2-3 = 3(x—1)(x+1).

Le signe de g'(x) et le sens de variation de g qui s’en déduit sont donnés dans le
tableau ci-dessous.

Pour les limites en — et + o, on utilise le fait qu'un polynéme a méme limite que
son terme de plus haut degré.

5% —© ol

1
T
g'(x) + 0 = (I) +

g _00/3\_1/“”

Sur chacun des intervalles ot la fonction est strictement monotone, on utilise le théo-

reme des valeurs intermédiaires pour justifier le fait qu’il existe un réel unique de cet

intervalle ou la fonction s’annule.

Par exemple, sur |- ; —1], la fonction g est continue et strictement croissante, donc pour

tout réel k appartenanta l'intervalle ] = ] lim g(x) ; g(—=1)], il existe un unique réel o0
X —> —00

k.

Comme lim g(x) = —o et g(-1) = 3, 0 E]J eton peut conclure qu’il existe un réel
unique o de ]-o ;1] tel que g(a) = 0.

b. On peut résoudre algébriquement 'équation pour justifier que affirmation b est

© Bordas

appartenant a J-oo ; —1] tel que g( )

fausse.
Pour tout réel x, 'équation équivaut a /4x*+1 = 2,
4x44+1 = 4,
3
xt ==
4

J3

Comme x? = 0, cette derniére équation équivaut a x> = =—-

2
Il y a donc deux solutions — E et @
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c. Daffirmation c est vraie.

Pour la justifier on étudie la fonction h définie sur R par h(x) = 2x + sinx.
e Limites en — et + o

Pour tout xER, —1 < sinx <1, donc 2x—1 < h(x) <2x+1.

Comme lim (2x—1) = +o, ona lim h(x) = +co.

X —> +0o© X —+

Comme lim (2x+1) = —©, ona lim h(x) = —c.

X—> - X —> -0
e Sens de variation
Pour tout x ER, h'(x) = 2+ cosx et —1 < cosx, donc h'(x) > 0. La fonction
h est donc strictement croissante sur R.
La fonction h est continue et strictement croissante sur R, de —o0 & +o0. D’apres le
théoreme des valeurs intermédiaires, on peut en déduire que pour tout réel m, 'équa-
tion 2x + sinx = m a une solution unique dans R.

Exercice 3, page 18

H 2. 12 limite de u en — o nest pas indéterminée car lim (x2+ 1) = +o, donc

X —>—®

lim J/x*?+1 = +o, et lim —x = +% donc lim u(x) = +c.

X — - X —> - xX— -
b. En multipliant et en divisant u(x) par 2+ 1+x (appelée expression conjuguée
de A/x2 + 1 —x), eten utilisant I'identité (a—b)(a+b) = a*—-b?, on obtient:
—1 .

21 +x

Ona lim (Jx*+1+x) = + donc lim u(x) = 0.

X —>+o x =+

Laxe des ascisses, d’équation y = 0, est asymptote a (€).
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u(x) =

B a. En utilisant le méme procédé qu'au 1.b., on écrit :

u(x)+2x = Jx2+1+x = ! _ 1.
X2+ 1—x u(x)

Comme lim u(x) = +o, ona lim u(x)+2x = 0.

X —>—00 x— —00
La droite (A) d’équation y = —2x est asymptote a (€) en — oo,
b. e Signe de u(x) :

Six <0, —x>0 donc +/x*+1—x> 0, cest-a-dire u(x) > 0.
u(0) = 1 donc u(0)>0.

Six>0, u(x) = x 1+—1§—x
N x
1
u(x) = x( ll+—2—1>.
58

Comme 1 +l2 >1, ona u(x)>0.
5

On en conclut que pour tout réel x, u(x) > 0.
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e Signe de u(x) + 2x:

On avu que u(x) +2x = et que u(x) > 0 sur R.

1
u(x)
Donc pour tout réel x, u(x) + 2x > 0.
¢.On en déduit que la droite (A), asymptote a (€), est au-dessous de (€) sur R.

ﬂ a. La fonction dérivée de x — /x% + 1 est x — X

X x2+1
Onau'(x) = -1

MxZ+1
., x—Ax2+1

soit u'(x) = ———,

xz+1

—u(x)

donc u'(x) =

=
%)
1
—

b. Comme u(x) >0 sur R, u'(x) <0 sur R.
La fonction u est donc strictement décroissante sur R, de + « a 0.

4] (6) et (A) sont représentées ci-dessous.
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(A)

Exercice 4, page 18

Comme pour tout exercice ouvert, plusieurs méthodes sont possibles.
En voici deux.

Meéthode 1

La fonction x+> |x| est connue pour étre dérivable sur R sauf en 0. De méme,
x > |x — 3| est dérivable sur R sauf en 3.

Mais par cette fonction, 'image de 4 est 1 et non —1 comme demandé dans I’énoncé.
On peut donc proposer :

—la fonction f; : x — —|x — 3|, représentée sur la figure 1 ;

—la fonction f,: x — |x - 3| — 2, représentée sur la figure 2.

Meéthode 2
On peut proposer une fonction affine par intervalle dont la représentation passe par

A(4;-1) et présente un point anguleux pour x = 3, comme f; représentée sur la

figure 3.
a0




