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      Capítulo 1


      Vetores: uma perspectiva geométrica

    

    A geometria analítica diz respeito à interface entre geometria e álgebra: lugares geométricos são descritos por equações, de maneira que suas propriedades podem ser investigadas por raciocínios analíticos envolvendo tais equações (EVES, 2011). Nesse paradigma, os vetores desempenham um papel central, porque são objetos geométricos com os quais podemos efetuar operações algébricas.


    Neste capítulo, introduziremos vetores sob o ponto de vista geométrico, entendendo como realizar operações e calcular o ângulo entre eles. Como aplicação, veremos uma importante contribuição de Galileu para o estudo do movimento dos corpos utilizando a soma de vetores.


    1 A noção intuitiva de vetor


    Algumas grandezas são escalares. Isso significa que é preciso apenas um número para que sejam completamente especificadas. Por exemplo, podemos dizer que a temperatura em determinado local é de 23 °C. Isso nos fornece uma informação completa. Mas e se, adicionalmente, dissermos que a velocidade do vento é de 11 km/h? Nesse caso, não temos a informação completa: é preciso complementar esse dado com a direção e o sentido do vento.


    Como os conceitos de direção e sentido podem se confundir, aproveitamos para esclarecer que:


    
      	a direção diz respeito à reta suporte do movimento do vento;


      	o sentido indica para que lado dessa reta se dirige o vento.

    


    Por exemplo, a direção dada pelo Norte é a mesma que a direção dada pelo Sul, porém o sentido do Norte é oposto ao sentido do Sul. A figura 1 traz um exemplo adicional.


    
      Figura 1 – As ruas Alameda Santos e Alameda Jaú possuem a mesma direção, mas sentidos opostos


      [image: A figura mostra uma parte de um mapa onde duas ruas são paralelas, mas têm mãos opostas.]
    

    Só podemos comparar o sentido – ou seja, falar em sentidos iguais e sentidos opostos – ao longo de uma mesma direção (WINTERLE, 2014). Por isso, a noção de direção sempre precede a de sentido.


    Grandezas que exigem, além de uma intensidade, uma direção e um sentido são as chamadas grandezas vetoriais. Se agora pensamos em um carro – que é um corpo extenso – movendo-se a 90 km/h ao longo da rodovia Presidente Dutra, qual das flechas representadas na figura 2 é seu vetor velocidade?


    
      Figura 2 – Três formas diferentes de representar a velocidade vetorial de um carro


      [image: A figura mostra três imagens do mesmo carro, e, em cada imagem, uma seta horizontal com o valor de noventa quilômetros por hora foi posicionada em um lugar diferente do carro.]
    

    A resposta é que todas são igualmente boas. Assim, adotamos a seguinte definição:


    
      
        
      

      
        
          	
            Um vetor é um objeto abstrato que agrupa sob o mesmo nome todos os segmentos orientados do espaço que tenham mesma direção, sentido e comprimento.

          
        

      
    


    Por segmento orientado entendemos um segmento de reta conectando dois pontos A e B, como o mostrado na figura 3, no qual A desempenha o papel de origem e B desempenha o papel de extremidade – ou seja, é a “ponta” da flecha. Tal segmento é denotado por [image: segmento orientado de A para B].


    
      Figura 3 – Exemplos de segmentos orientados


      [image: A figura mostra três segmentos de reta, cada um deles tendo como extremidades um par de pontos A e B, um par de pontos C e D e um par de pontos P e Q. Esses pares de pontos estão conectados pelo segmento orientado correspondente, representado por uma flecha apontando do primeiro para o segundo ponto.]
    

    Assim, quaisquer dois segmentos orientados de mesma direção, sentido e comprimento são representantes de um mesmo vetor. Vetores, por sua vez, são comumente denotados na literatura sob uma flecha, como em [image: v com uma flecha em cima]; em negrito, como em [image: v negrito]; ou sublinhados, como em [image: v sublinhado]. Aqui, adotaremos a notação em negrito. Por exemplo, qualquer um dos três segmentos orientados na figura 3 é um representante igualmente válido do mesmo vetor [image: ], o vetor velocidade do carro.


    2 Operações com vetores


    As operações com vetores são definidas em termos dos segmentos orientados que os representam. Assim, precisamos introduzir algumas notações e terminologias para que essas definições fiquem livres de ambiguidade.


    Em primeiro lugar, se um vetor [image: ] é representado pelo segmento orientado [image: de A para B], é usual escrevermos a igualdade [image: v é igual ao segmento orientado de A para B]. Porém, isso é o que chamamos de abuso de notação: vetores e segmentos orientados são objetos de natureza distinta. O que essa igualdade nos diz é que o segmento orientado [image: de A para B] é um dos (infinitos) representantes de [image: ].


    O cuidado a ser tomado aqui é o seguinte: se [image: o segmento orientado de C para D] é outro segmento orientado com a mesma direção, sentido e comprimento que [image: o segmento orientado de A para B], então [image: o segmento orientado de C para D] é outro representante do mesmo vetor [image: ]. Portanto, a notação [image: v é igual ao segmento orientado de C para D] é igualmente válida, mas isso não implica que [image: o segmento orientado de A para B é igual ao segmento orientado de C para D]. Esses segmentos são de fato distintos, como indica a figura 4.


    
      Figura 4 – Dois segmentos orientados distintos que representam o mesmo vetor


      [image: ]
    

    Um vetor especial é o chamado vetor nulo, denotado por O. Ele é representado por qualquer segmento orientado que se reduz a um único ponto. Em outras palavras, [image: o segmento orientado de A para B é igual ao segmento orientado de C para D], qualquer que seja A. Em particular, o comprimento do vetor nulo é zero, e sua direção e sentido não estão bem definidos.


    Geralmente, o comprimento de um vetor [image: ] é definido como o comprimento de qualquer um dos segmentos orientados que o representam, e denotado por [image: norma de v]. Esse número é também chamado de norma do vetor.


    Por fim, dois vetores [image: ] são ditos paralelos se dois de seus representantes (e, portanto, todos) são paralelos. Na prática, basta tomar um representante de cada com origem comum. Se suas extremidades caírem ambas sobre a mesma reta, então esses vetores são paralelos. Convenciona-se que o vetor nulo é paralelo a qualquer outro vetor.


    2.1 A soma de dois vetores


    Dados dois vetores [image: ], seu vetor soma [image: ] é definido por meio de instruções para obter um representante seu:


    
      	Toma-se um representante qualquer de [image: ], digamos [image: segmento orientado de A para B].


      	Em seguida, toma-se o representante de [image: ] com origem na extremidade B de [image: ].


      	O representante de [image: ] obtido no passo 2 é da forma [image: segmento orientado de B para C] para algum ponto C.


      	O vetor [image: ] é aquele representado por [image: segmento orientado de A para C], apontando da origem de [image: ] para a extremidade de [image: ].

    


    As etapas da construção são mostradas na figura 5.


    
      Figura 5 – Construção de um representante do vetor soma 𝒖 + 𝒗 a partir de representantes dos vetores 𝒖 e 𝒗


      [image: A figura mostra três etapas consecutivas: a primeira apresenta o vetor u, representado pelo segmento orientado de A para B. A segunda mostra o vetor v posicionado exatamente na ponta do vetor u, formando duas flechas em sequência. A ponta do segundo vetor é denotada por C. Por fim, a terceira mostra o vetor soma u mais v como uma flecha apontando da origem da primeira flecha para a extremidade da segunda, formando o terceiro lado de um triângulo.]
    

    Na figura 5, o procedimento de soma foi ilustrado para um par de vetores oblíquos entre si, mas a construção funciona igualmente quando [image: ] são paralelos. Dois casos são mostrados na figura 6.


    
      Figura 6 – Soma de dois vetores paralelos: à esquerda,de mesmo sentido; à direita, de sentidos opostos


      [image: A figura mostra duas situações: na primeira, u e v são paralelos e de mesmo sentido. Assim, o segmento orientado de A para B e o segmento orientado de B para C estão sobre a mesma reta, e C está à direita de B. Logo, o vetor soma é representado por um segmento orientado de A para C mais longo do que os vetores u e v, e de mesmo sentido.Na segunda situação, u e v são paralelos, mas v tem sentido oposto a u e comprimento menor. Assim, o ponto C está entre A e B. Logo, o vetor soma é representado por um segmento orientado de A para C mais curto do que u, mas ainda de mesmo sentido.]

    

    Uma consequência dessa definição é que faz sentido escrever, para quaisquer três pontos A, B e C, a relação [image: a soma do segmento orientado de A para B com o segmento orientado de B para C é igual ao segmento orientado de A para C]. No caso particular em que [image: v é igual ao segmento orientado de C para C] se reduz a um ponto, vemos dessa relação que o vetor nulo atua como elemento neutro na operação de soma. Isto é, [image: u mais o vetor nulo é igual a u] para todo vetor [image: ].


    A figura 7 ilustra outro procedimento possível para a obtenção de [image: ], conhecido como regra do paralelogramo, e deixa claro que a soma de vetores é comutativa, isto é, [image: ] = [image: ] + [image: ].


    
      Figura 7 – Regra do paralelogramo


      [image: A figura mostra dois vetores u e v oblíquos entre si, baseados no mesmo ponto A. Cada um desses vetores é usado como lado para determinar um paralelogramo. A diagonal desse paralelogramo que sai de A e chega ao vértice oposto é identificada como o vetor soma u mais v.]
    

    2.2 O produto por escalar


    Dados um número real [image: alfa pertencente ao conjunto dos números reais] e um vetor [image: ], vamos definir um novo vetor [image: alfa vezes v], o produto de [image: ] pelo número [image: alfa], da seguinte forma:


    
      	Se [image: alfa é zero], então [image: alfa vezes v é o vetor nulo].


      	Se [image: alfa é diferente de zero], então [image: alfa vezes v] é paralelo a [image: ], de comprimento [image: norma de alfa vezes v igual ao valor absoluto de alfa vezes a norma de v] e 

      
        	mesmo sentido de [image: ], se [image: alfa] é positivo;


        	sentido oposto ao de [image: ], se [image: alfa] é negativo.

      


    


    A figura 8 ilustra algumas situações possíveis. Nela, vemos que o motivo pelo qual essa operação é chamada de produto por escalar é que o número [image: alfa] atua como um “fator de escala” para o vetor [image: ].


    
      Figura 8 – Exemplos do produto de um vetor 𝒗 por diferentes escalares


      [image: A figura mostra um vetor v, de comprimento norma de v. Sobre cinco retas paralelas a v estão seus múltiplos escalares, da esquerda para a direita. Na segunda reta, mostra-se meio vezes v, que tem a mesma direção, o mesmo sentido e metade do comprimento de v. Na segunda reta, mostra-se duas vezes v, que tem a mesma direção e o mesmo sentido de v, mas o dobro do comprimento. Na terceira reta, mostra-se menos um vezes v, que tem a mesma direção, o sentido oposto e o mesmo comprimento de v. Na quarta reta, mostra-se menos raiz quadrada de dois vezes v, que tem a mesma direção e o sentido oposto ao de v, com comprimento de raiz quadrada de dois vezes a norma de v, o que é igual a aproximadamente um vírgula quatro vezes a norma de v.]
    

    Um vetor especial que se pode obter assim é [image: menos um vezes v], chamado oposto de [image: ] e denotado simplesmente por [image: menos v]. A partir dele, a diferença [image: u menos v] define-se como [image: u menos v é igual à soma de u com menos v]. A figura 9 mostra que, se representamos [image: ] com a mesma origem, então podemos enxergar [image: u menos v] como um vetor apontando da extremidade de [image: ] para a extremidade de [image: ].


    
      Figura 9 – A diferença entre dois vetores


      [image: A figura mostra, da esquerda para a direita e sequencialmente, quatro etapas consecutivas.Na primeira, dois vetores u e v, oblíquos entre si, são representados com a mesma origem comum A por dois segmentos orientados, de A para B e de A para C, respectivamente. Na segunda, o vetor u é deslizado ao longo do segmento A C, estando com sua origem agora no ponto C e extremidade em um certo ponto D, enquanto menos v é posicionado nessa extremidade D, estando agora com sua extremidade no ponto B. ABCD forma, nessa configuração, um paralelogramo. Na terceira, a soma de u com menos v é representada pelo segmento orientado de C para B, uma das diagonais desse paralelogramo. Na quarta, o paralelogramo auxiliar na construção é apagado, restando os vetores originais, de A para B e de A para C, e o vetor u menos v, que é representado pelo segmento orientado de C para B.Ou seja, o vetor u menos v aponta da extremidade de v para a extremidade de u.]
    

    3 Ângulo entre vetores


    O ângulo entre dois vetores [image: ], denotado por [image: ângulo entre u e v], é definido como o menor dos dois ângulos formados por qualquer par de representantes de [image: ] com a mesma origem. Por exemplo, se [image: ], [image: ] e [image: ] são como na figura 10,


    
      	[image: o ângulo entre u e v é de sessenta graus];


      	[image: o ângulo entre u e u é de zero grau];


      	[image: o ângulo entre u e menos u é de cento e oitenta graus];


      	[image: o ângulo entre u e w é de trinta e seis graus].

    


    
      Figura 10 – O ângulo entre alguns vetores


      [image: Contexto para a figura: A primeira figura mostra dois vetores u e v de tal forma que o ângulo formado entre eles, quando medido no sentido anti-horário, é de sessenta graus. Nessa mesma figura, mostra-se que o ângulo entre u e menos u é raso, ou seja, de cento e oitenta graus, pois, quando posicionados com origem comum, ambos os vetores se encontram sobre a mesma reta, mas apontando na direção das duas semirretas opostas determinadas por esse ponto. Já a segunda figura mostra um par de vetores u e v de tal forma que o ângulo formado entre eles, quando medido no sentido anti-horário, é de trezentos e vinte e quatro graus. Nesse caso, toma-se o ângulo menor, medido no sentido horário, de trinta e seis graus.]
    

    4 Aplicações


    Uma das mais importantes contribuições do físico italiano Galileu Galilei para a cinemática – estudo do movimento dos corpos – foi a percepção de que a velocidade resultante de um objeto é dada pela soma vetorial das velocidades que compõem o movimento.


    A figura 11 mostra uma situação típica: um barco se move em um canal. Seus ocupantes imprimem uma velocidade [image: ], de intensidade 5 km/h, paralelamente à margem. Porém a correnteza faz com que a própria água se desloque a uma velocidade [image: ] de intensidade 3 km/h, fazendo um ângulo de 60° com a margem. Como podemos determinar a velocidade efetiva [image: ] do barco para um observador situado à margem do canal?


    
      Figura 11 – Movimento composto de um barco em um canal


      [image: A figura mostra um barco na água com uma velocidade horizontal u de cinco quilômetros por hora e uma velocidade v de três quilômetros por hora formando um ângulo de sessenta graus com a horizontal.]
    

    Pela contribui


    
      

      [image: A figura mostra, à esquerda, a soma de u e v obtida pela lei do paralelogramo. O ângulo formado pelo vetor soma w com a horizontal é chamado de beta. Explicita-se que, se v é representado pelo segmento de A para B, u pelo segmento de A para C, e D é o quarto vértice do paralelogramo, então o ângulo em B é de cento e vinte graus.À direita, destaca-se da figura anterior o triângulo ABD, com ângulo B de cento e vinte graus e ângulo D de beta. Os lados AB, BD e AD medem b, a e c, respectivamente.]
    

    

    

    

    
      

      [image: A figura mostra um barco na água movendo-se com uma velocidade de sete quilômetros por hora, em uma direção que faz ângulo beta com a horizontal.]
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