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    CAPÍTULO 1 CÁLCULO FINANCEIRO – PARTE 1


    CONCEITOS FUNDAMENTAIS


    1.0 DEFINIÇÃO DE CÁLCULO FINANCEIRO


    Conforme Faro [12], o Cálculo Financeiro tem por objetivo o estudo de relações que envolvem unidades monetárias consideradas em distintos pontos no tempo. Assim, por exemplo, ainda segundo o autor, se nos dispusermos a vender a prazo um certo bem, cujo valor à vista é conhecido, por meio de um dado número de prestações constantes, é através do Cálculo Financeiro, bem como de condições então prevalentes no mercado de capitais, que iremos determinar o valor da prestação. Isto é, uma vez de posse da cotação do que se denomina de taxa de juros, que é estabelecida pelo mercado, o Cálculo Financeiro nos ensina como determinar a quantia que deve ser paga como prestação, de tal modo que se verifique o que se chama de equivalência financeira entre as alternativas venda à vista e a prazo. Para finalizar, o autor afirma que os objetivos do Cálculo Financeiro é estudar a evolução do valor do dinheiro ao longo do tempo.


    1.0.1 FLUXO DE CAIXA


    O entendimento do fluxo de caixa ajudará nas construções daqui em diante. Então, na perspectiva financeira, um investimento genérico é equivalente a aplicar um ou mais capital e, em contrapartida, receber também um ou mais capital como retorno. As saídas de proventos são nomeadas de aplicações, por sua vez, as entradas são conhecidas como recebimentos. A esse fluxo de entradas e saídas de capitais no decurso do tempo chamamos de fluxo de caixa. Portanto, conforme Securato [33], fluxo de caixa de um projeto ou investimento é o conjunto de entradas e saídas de capitais ao longo do tempo.


    O diagrama que representa o fluxo de caixa é dado por um segmento de reta na horizontal, que corresponde aos períodos de tempo, e as entradas e saídas de capitais são ilustrados por setas verticais. Logo, por convenção, adota-se que setas4 com sentido para cima indicam entradas de recursos e setas com sentidos para baixo representam saídas de capitais, consoante abaixo.


    
      [image: ]
    


    Figura 1: Diagrama de Fluxo de Caixa


    Fonte: Autor


    1.1 REGIME DE JUROS


    Definição 1.1.1. Capital - C -, em matemática financeira, é o valor inicial ou principal de uma aplicação financeira. Juros - J -, por sua vez, é a importância cobrada pelo empréstimo de dinheiro por um período. Ele é diretamente proporcional ao principal - capital inicial -, sendo a taxa - i - o fator de proporcionalidade. Então, J = C [image: ] i. Já o montante - M - é dado pela soma do capital com os juros, ou seja, M = C + J.


    1.1.1 Regime de Juros Simples


    O regime de juros simples é um sistema em que os juros, em cada período, são calculados constantemente sobre o capital inicial, sendo irrelevante os juros obtidos em períodos pretéritos.


    A citação seguinte enaltece a importância deste capítulo para uma visão ampla do Cálculo Financeiro, fortalecendo a perspectiva primária com o intuito de exaltar o mais complexo que virá nos capítulos seguintes.


    Apesar de este tipo de sistema representar dentro da matemática financeira uma injunção ao fluxo natural de rendimentos - sendo por isso mesmo mais utilizado pela matemática comercial, os modelos que dela provêm são por demais úteis na avaliação daquelas operações de curto e curtíssimo prazo - a exemplo das operações de desconto de títulos -, facilitando ou concorrendo para uma compreensão maior dos futuros modelos de capitalização composta (FERREIRA, 2014, p. 25).


    Assim, percebe-se, de fato, a relevância da abordagem dos conceitos de Cálculo Financeiro atrelados ao regime de juros simples, visto que as operações de curto e curtíssimo prazo, envolvendo operações de desconto de títulos, por exemplo, utilizam-se desse tipo de sistema. Além disso, os conhecimentos deste capítulo facilitarão o estudo de eventos associados ao modelo de capitalização composta, que será mencionado no Capítulo 2.


    1.2 JUROS SIMPLES


    Para iniciar os estudos sobre juros, são listadas algumas abordagens esclarecedoras e relevantes de diversos autores a respeito do tema. Posteriormente, haverá a introdução de todas as definições formais, fundamentais para o professor de ensino médio no trato teórico dos assuntos.


    Com isso, Paulo Sandroni, em Novíssimo Dicionário de Economia (1999, p. 316), traz a seguinte definição de juro: “Juro é a remuneração que o tomador de um empréstimo deve pagar ao proprietário do capital emprestado. A cobrança também foi considerada, por alguns autores, o pagamento de um serviço, isto é, da possibilidade de dispor de um capital. Outros viram na cobrança de juros uma compensação pela “espera”, ou seja, uma compensação pelo fato de o dono do capital deixar de dispor desse dinheiro. Keynes explicou a cobrança de juros pela escassez de capital (fator objetivo) e por um elemento subjetivo, a “renúncia” do dono do capital à Liquidez”.


    Já Assaf Neto, em Matemática Financeira e suas Aplicações (2012, p. 5), diz o seguinte sobre o tema: “Os juros simples restringem-se principalmente às operações praticadas no âmbito do curto prazo. Além disso, os juros simples são utilizados para o cálculo dos valores monetários de operações (encargos a pagar, para empréstimos e rendimentos financeiros, para aplicações) e não para apuração do efetivo resultado percentual”.


    Por fim, Roberto G. Ferreira - em Matemática Financeira e suas Aplicações: mercado de capitais, administração financeira, finanças pessoais e tesouro direto (2014, p.31) - aborda o seguinte sobre os juros simples: “Sendo caracterizado pelo curto e curtíssimo prazo, o modelo de juros simples é aplicado com muita frequência pelos bancos comerciais em operações que adotam taxas de períodos anuais para prazos tomados em dias”.


    Lema 1.2.1. Os Juros simples - J - são diretamente proporcionais ao capital inicial - C - e ao período de aplicação - n -, sendo a taxa - i - o fator de proporcionalidade, então [image: ] = C  [image: ] i [image: ] n.


    Demonstração. Temos que, no primeiro instante, os juros são dados, pela Definição 1.1.1, por C [image: ] i, e, por outro lado, como o regime é de juros simples, então, em cada um dos intervalos seguintes, os juros são idênticos a C [image: ] i. Daí, usando a recorrência, segue que:


    [image: ] = C [image: ] i.


    [image: ] = [image: ] + C [image: ] i = C [image: ] i + C [image: ] i = C [image: ] i [image: ] 2.


    [image: ]


    [image: ] = [image: ] + C [image: ] i = [image: ] + C [image: ] i = C [image: ] i [image: ] n.


    Portanto, os juros simples são da forma [image: ]= C [image: ] i [image: ] n.


    [image: ]


    Exemplo 1.2.2. Um capital de R$ 50.000,00 foi aplicado num fundo de investimento por 6 meses a uma taxa de juros simples de 0,25% ao mês. Qual o rendimento financeiro (juros) apurado por esta operação?


    Solução:


    Pelo Lema 1.2.1, segue que J = C [image: ] i [image: ] n. Como i = 0,25% a.m. = 0,0025 a.m, C = R$ 50.000 e n = 6 meses, temos que:


    J = 50.000 [image: ] 0,0025 [image: ] 6 = R$ 750,00.


    Portanto, o rendimento financeiro (juros) apurado por esta operação é de R$ 750,00.


    Teorema 1.2.3. No sistema de juros simples, um capital C aplicado a uma taxa i, no instante n, transforma-se em um montante M = C [image: ] (1 +i [image: ] n).


    Demonstração. Como, por definição, M = C + J e, pelo Lema 1.2.1, J = C [image: ] i [image: ] n, temos que M = C + C [image: ] i [image: ] n. Logo, colocando C em evidência, obtemos M = C [image: ] (1 + i [image: ] n).


    [image: ]


    Exemplo 1.2.4. Um estudante aplicou, em uma instituição financeira, R$ 10.000,00 a uma taxa de juros de 0,15% ao mês durante 3 meses. Determine o valor total resgatado (montante) pelo estudante.


    Solução:


    Temos, pelo Teorema 1.2.3, que M = C [image: ] (1 + i [image: ] n). Com isso, como C = R$ 10.000,00, i = 0,15% = 0, 0015 a.m. e n = 3 meses, temos que:


    M = 10.000 · (1 + 0,0015 × 3) = 10.000 · (1,0045) = R$ 10.045,00.


    Portanto, o valor resgatado (montante) pelo estudante é de R$ 10.045,00.


    Corolário 1.2.5. O instante de tempo n, no sistema de juros simples, é da forma


    
      [image: ]
    


    onde M, C e i são, respectivamente, o montante, o capital e a taxa.


    Demonstração.


    Segundo o Teorema 1.2.3, segue que M = C [image: ] (1 + in). Com isso, (1+ in) = [image: ], pois o capital inicial é maior do que zero, ou seja, C > 0. Daí, subtraindo um dos dois lados da última equação, obtemos in = [image: ], − 1. Assim, dividindo por i, em ambos os lados da igualdade anterior, com i > 0, temos n = [image: ].


    [image: ]


    Exemplo 1.2.6. [5] Por quanto tempo deve ficar aplicado um capital, à taxa de juros simples de 8% ao bimestre, de forma a produzir um montante igual ao dobro do que foi aplicado.


    Solução: Temos que M = 2 [image: ] C. Daí, como 8% a.b. = 0,08 a.b., segue, pelo corolário anterior, que [image: ]. Com isso, [image: ], que equivale a 12,5 bimestres ou, multiplicando por 2, equivale a 25 meses. Assim, o capital deve ficar aplicado por 25 meses a uma taxa de juros simples de 8% a.b. para produzir um montante igual ao dobro do capital aplicado.


    1.3 JURO COMERCIAL OU ORDINÁRIO


    Definição 1.3.1. Juro comercial ou ordinário é aquele que tem como base de cálculo o ano comercial, ou seja, considera-se o ano equivalente a 360 dias.


    Na falta de informações, em eventuais questões, adota-se o ano comercial por convenção. Nele, o mês tem 30 dias.


    Exemplo 1.3.2. Qual é o juro comercial de um capital de R$ 20.000,00 que é aplicado por 50 dias a uma taxa de 4,2% a.a. no regime de juros simples?


    Solução: Sabendo que a base de cálculo nos juros comerciais é o ano comercial, segue que:


    J = [image: ] = [image: ] [image: ] R$ 116,67.


    Logo, os juros comerciais de um capital de R$ 20.000,00, que são aplicados por 50 dias à taxa de 4,2% a.a., valem aproximadamente R$ 166,67.


    1.4 JURO EXATO


    Definição 1.4.1. Juro exato é aquele que tem como base de cálculo o ano civil, ou seja, considera-se o ano equivalente a 365 dias ou 366 dias, se o ano for bissexto.


    Na falta de informações, sendo impossível determinar se o ano é bissexto, adota-se o ano, por convenção, como sendo equivalente a 365 dias.


    Exemplo 1.4.2. [23] Qual é o juro exato de um capital de R$ 10.000,00 que é aplicado por 40 dias e à taxa de 36% a.a. no regime de juros simples?


    Solução: Sabendo que a base de cálculo no juro exato é o ano civil, segue que:


    J = [image: ] = [image: ] [image: ] R$ 394,52


    Logo, o juro exato de um capital de R$ 10.000,00, que é aplicado por 40 dias à taxa de 36% a.a., vale aproximadamente R$ 394,52.


    1.5 PRAZO MÉDIO, TAXA MÉDIA E CAPITAL MÉDIO NO REGIME DE JUROS SIMPLES


    1.5.1 Prazo Médio


    O prazo médio é igual a média ponderada dos períodos das k-ésimas aplicações, sendo os capitais e as taxas os fatores de ponderação. Além disso, conforme Barros [5], o prazo médio é aquele que irá substituir todos os outros sem, contudo, acarretar alterações nos juros totais devidos, embora os juros individuais de cada empréstimo possam ser alterados.


    Definição 1.5.1. Sejam [image: ] aplicados, respectivamente, as taxas [image: ] nos prazos [image: ] Então, o prazo médio – [image: ] – é dado por:


    
      [image: ]
    


    Uma forma de ratificar a equação da definição acima é proceder da seguinte forma: tome o prazo médio - [image: ] - em substituição aos demais prazos, com isso a soma dos juros simples das k-ésimas aplicações não se alteram. Portanto, temos que:


    
      [image: ]
    


    Com isso, colocando [image: ] em evidência, obtemos:


    
      [image: ]
    


    Logo,


    [image: ]


    Exemplo 1.5.2. [5] Os capitais de R$ 8.000,00, R$ 10.000,00 e R$ 6.000,00 foram aplicados à mesma taxa de juros simples, pelos prazos de 8, 5 e 9 meses, respectivamente. Obtenha o tempo necessário para que a soma desses capitais produza juros, à mesma taxa, iguais à soma dos juros dos capitais individuais aplicados nos seus respectivos prazos.


    Solução: Neste exemplo, temos que encontrar o prazo médio. Para tal, usando a Definição 1.5.1, temos que:


    
      [image: ]
    


    Portanto, o prazo médio é de 7 meses.


    1.5.2 Taxa Média


    A taxa média é igual a média ponderada das taxas das k-ésimas aplicações, sendo os capitais e os prazos os fatores de ponderação. Além disso, segundo Barros [5], a taxa média é aquela que irá substituir todas as outras sem, contudo, acarretar alterações nos juros totais devidos, embora os juros individuais de cada empréstimo possam ser alterados.


    Definição 1.5.3. Sejam [image: ] aplicados, respectivamente, as taxas [image: ], nos prazos [image: ]. Então, o prazo médio – [image: ] – é dado por:


    
      [image: ].
    


    Uma forma de ratificar a equação da definição acima é proceder da seguinte forma: tome a taxa média - [image: ] - em substituição às demais taxas, com isso a soma dos juros simples das k-ésimas aplicações não se alteram. Assim, temos que:


    
      [image: ]
    


    Com isso, colocando [image: ] em evidência, obtemos:


    
      [image: ]
    


    Portanto,


    
       [image: ].
    


    Exemplo 1.5.4. Os capitais de R$ 8.000,00, R$ 5.000,00, R$ 2.000,00 e R$ 1.000,00 são aplicados, respectivamente, às taxas de 0,7%, 0,4%, 0,3% e 0,2% ao mês, no regime de juros simples, durante o mesmo prazo. Determine a taxa média mensal de aplicação desses capitais.


    Solução: Consoante a definição 1.5.3 e os dados do exemplo, obtemos:


    
      [image: ]
    


    = 0.00525 a. m. = 0,525% a.m.


    Logo, a taxa média mensal de aplicação desses capitais é de 0,525% a.m.


    1.5.3 Capital Médio


    O capital médio é igual a média ponderada dos capitais das k-ésimas aplicações, sendo as taxas e os prazos os fatores de ponderação. Além disso, consoante Barros [5], o capital médio é aquele que irá substituir todos os outros sem, contudo, acarretar alterações nos juros totais devidos, embora os juros individuais de cada empréstimo possam ser alterados.


    Definição 1.5.5. Sejam [image: ] aplicados, respectivamente, as taxas [image: ], nos prazos [image: ]. Então, o prazo médio – [image: ] – é dado por:


    
      [image: ].
    


    O procedimento, para ratificação da equação da definição anterior, é análogo às apresentadas para o prazo médio e para a taxa média.


    Exemplo 1.5.6. Uma sociedade limitada faz três empréstimos, a juros simples, de uma mesma instituição financeira, nos seguintes termos: R$ 1.000,00, à taxa de 0,5% a. m., vencíveis daqui a 2 meses; R$ 3.000,00, à taxa de 0,6% a.m., vencíveis daqui a 4 meses; e R$ 1.500, 00, à taxa de 0,3% a.m., vencíveis daqui a 1 mês. A sociedade, então, decide substituir os capitais de todas as dívidas por um único capital, de tal forma que os juros totais continuem o mesmo. Assim, determine o capital médio associado aos empréstimos da sociedade limitada.


    Solução: Nesse exercício, precisamos encontrar o capital médio. Então, segundo a Definição 1.5.5 e os dados do exemplo, obtemos:


    
      [image: ]
    


    Portanto, o capital médio vale aproximadamente R$ 2.337,84.


    1.6 VALOR NOMINAL, ATUAL E FUTURO


    1.6.1 Valor Nominal


    Para Mathias e Gomes [23], valor nominal - N - é quanto vale um compromisso na data do seu vencimento. Caso, depois do vencimento, o compromisso não seja quitado, entende-se que ele continuará tendo seu valor nominal, acrescido de juros e de relativas multas por atraso, ainda segundo o autor.


    O exemplo a seguir foi extraído do livro Mathias e Gomes (1993, p. 34).


    Exemplo 1.6.1. Uma pessoa que aplicou uma quantia hoje e que vai resgatá-la por R$ 20.000,00 daqui a 12 meses.


    A situação pode ser representada do seguinte modo:


    
      [image: ]
    


    Figura 1.1: Valor Nominal


    Fonte: (MATHIAS; GOMES, 1993, p. 34)


    O valor nominal da aplicação é, portanto, igual a R$ 20.000,00 no mês 12.


    1.6.2 Valor Atual


    Valor atual5 - A - corresponde à quantia de uma obrigação em uma época que antecede ao seu vencimento.


    Exemplo 1.6.2. Um professor aplicou hoje uma certa quantia, a juros simples, e recebeu, pela aplicação, um título que irá valer R$ 22.200,00 daqui a 6 meses, segundo o diagrama abaixo.


    
      [image: ]
    


    Figura 1.2: Análise de Valor Atual Hoje


    Fonte: Autor


    (a) Se a taxa de aplicação é de 0,8% a.m., então qual será o valor atual hoje (na data zero), que corresponde ao próprio valor aplicado?


    (b) Imagine, agora, que passados 2 meses da data da aplicação o docente precise do dinheiro. Assim, ele vai a um mercado com o intuito de trocar seu título por dinheiro. Nesse contexto, suponha que a taxa de juros vigente no mês 2 seja de 1% a.m. Nestes termos, quanto obterá o professor pelo título?


    Solução:


    (a) Temos que [image: ] = [image: ] = [image: ](1 + [image: ]), porque o montante é igual ao valor nominal, tratando-se de um caso particular de valor futuro, consoante veremos adiante. Consequentemente, como o valor nominal, a taxa e o tempo são, respectivamente, 22.200,00, 0,008 e 6, temos que:


    22.200 = [image: ](1+ 0, 008 · 6) [image: ] [image: ] = [image: ] [image: ] R$ 21.183,21.


    Portanto, o valor atual hoje será de aproximadamente R$ 21.183,21.


    (b) A nova situação, em termos de diagrama, é da forma:


    
      [image: ]
    


    Figura 1.3: Análise de Valor Atual 4 Meses Antes do Vencimento


    Fonte: Autor


    Observe que A é o valor atual do título no mês 2, isto é, 4 meses antes do seu vencimento. Com isso, [image: ] = R$ 22.200,00, i = 1% a.m. = 0, 01 e [image: ] = 4 meses. Daí,


    22.220 = A [image: ] (1 + 0.01 [image: ] 4) [image: ] A = [image: ] [image: ] 21.346,15.


    Portanto, o valor atual do título no mês 2 é de aproximadamente R$ 21.346,15.


    1.6.3 Valor Futuro


    Valor futuro6 - F - corresponde à quantia do título em qualquer época ulterior à que tomamos como referência no momento.


    Exemplo 1.6.3. Um estagiário possui hoje a quantia de R$ 1.500,00, consoante o diagrama abaixo.


    
      [image: ]
    


    Figura 1.4: Valor Futuro


    Fonte: Autor


    Suponha que ele queira aplicar o valor em um banco, que oferece uma taxa de 3% a.b., durante 2 bimestres. Nessa situação, qual será o valor futuro da aplicação feita pelo estagiário?


    Solução: Perceba que o valor futuro F nada mais é do que o montante M na operação financeira. Para tanto, temos que F = M, i = 0,03 a.b. e [image: ] = 2 bimestres. Com isso, F = C· (1 + in) [image: ] F = 1.500 · (1 + 0, 03 × 2) = 1.500 · (1,06) = R$ 1.590,00. Em razão do exposto, o valor futuro da aplicação feita pelo estagiário será de R$ 1.590,00.


    1.7 DESCONTOS NO REGIME DE JUROS SIMPLES


    Segundo Mathias [23], quando se faz uma aplicação de capital com vencimento pré-determinado, obtém-se um comprovante de aplicação que pode ser, por exemplo, uma nota promissória. O autor afirma ainda que caso o aplicador precise do dinheiro antes de vencer o prazo da aplicação, deve voltar à instituição captadora, transferir a posse do título e levantar o principal e os juros já ganhos. Assim, conforme Mathias [23], todas as operações citadas anteriormente são chamadas de “descontos” e o ato de efetuá-las é chamado de “descontar um título”.


    Por sua vez, Puccini [30] introduz a seguinte definição para desconto.


    Desconto é a definição entre o valor nominal do título e o valor pago por ele numa certa data (anterior à data do vencimento). É uma operação financeira criada para atender a detentores de títulos de crédito, como nota promissória e duplicata mercantil e de serviço, que necessitam transformá-los em dinheiro antes da data do vencimento; nesse caso, o detentor poderá negociar com um agente financeiro que lhe antecipará um valor inferior ao valor nominal (PUCCINI, ERNESTO; 2011, p.45).


    Assim, o desconto é uma operação financeira destinada a possuidores de títulos que vislumbrem a demanda de transformá-los em dinheiro para fins variados. Pode-se considerar, por exemplo, que devido a necessidade de capital de giro uma empresa desconte seus títulos em uma instituição financeira realizando, portanto, uma operação de desconto.


    Definição 1.7.1. A quantia de desconto, em qualquer regime de juros e espécie de desconto, é equivalente à diferença entre o valor nominal e o valor atual do título. Portanto, sendo D o desconto, N o valor nominal e A o valor atual, tem-se que D = N − A.


    1.7.1 Desconto Comercial ou Desconto “Por Fora” Simples


    Definição 1.7.2. O desconto comercial - [image: ] - ou desconto “Por Fora” simples é diretamente proporcional ao valor nominal - N -, sendo a taxa de desconto - i - o fator de proporcionalidade. Portanto, [image: ] = N [image: ] i.


    Lema 1.7.3. O desconto comercial - [image: ] - é diretamente proporcional ao valor nominal - N - e ao tempo - n - que falta para o vencimento do título, sendo a taxa - i – de desconto o fator de proporcionalidade, então [image: ] = N [image: ] i [image: ] n.


    Demonstração. Temos que, no primeiro instante, o desconto comercial simples é dado, pela Definição 1.7.2, por N [image: ] i e, por outro lado, como o regime em análise é o de juros simples, então segue que, em cada um dos intervalos seguintes, os descontos comerciais são idênticos a N [image: ] i . Daí, usando a recorrência, obtemos:


    [image: ] = N [image: ] i.


    [image: ] = [image: ] + N [image: ] i = N [image: ] i + N [image: ] i = N [image: ] i [image: ] 2.


    [image: ]


    [image: ] = [image: ]+ N [image: ] i = [image: ] + N [image: ] i = N [image: ] i [image: ] n.


    Portanto, o desconto comercial simples é da forma [image: ] = N [image: ] i [image: ] n.


    [image: ]


    Exemplo 1.7.4. [5] Uma duplicata7 com valor de face igual a R$ 15.000,00 será descontada 4 meses antes de seu vencimento, à taxa de desconto comercial simples de 6% a.a. Determine o valor do desconto.


    Solução: Primeiramente, vamos colocar a taxa e o prazo de vencimento na mesma unidade de tempo. Ou seja, n = 4 m e i = 6% a.a.= [image: ] a.m. = 0, 5% a.m. Agora, pelo Lema 1.7.3, temos que [image: ] = 15.000 · [image: ] · 4 = R$ 300,00. Portanto, o valor do desconto da duplicata é de R$ 300,00.


    Teorema 1.7.5. No sistema de juros simples, um valor nominal - N - aplicado a uma taxa - i - de desconto comercial, no instante - n - que falta para o vencimento do título, transforma-se em um valor atual A = N [image: ] (1 – i [image: ] n).


    Demonstração. Como, por definição, [image: ] = N − A e, pelo Lema 1.7.3, [image: ] = N [image: ] i [image: ] n, temos que N [image: ] i [image: ] n = N − A. Daí, A = N − N [image: ] i [image: ] n. Logo, colocando N em evidência, obtemos A = N [image: ] (1 −i [image: ] n).


    [image: ]


    Exemplo 1.7.6. Uma empresa descontou em um banco uma duplicada de R$ 3.000,00 um mês e meio antes do seu vencimento, a uma taxa de desconto comercial de 0,6% a.m. Determine o valor atual da duplicata.


    Solução: Aplicando o Teorema 1.7.5 e utilizando as informações do exemplo, obtemos A = 3.000 [image: ] (1 − 0, 006 · 1,5) = R$ 2.973,00. Por conseguinte, o valor atual da duplicata é de R$ 2.973,00.


    1.7.2 Desconto Racional ou Desconto “Por Dentro” Simples


    Definição 1.7.7. O desconto racional - [image: ] - é diretamente proporcional ao valor atual - A -, sendo a taxa de desconto - i - o fator de proporcionalidade. Portanto, [image: ]= A [image: ] i.


    Lema 1.7.8. O desconto racional ou desconto Por Dentro - [image: ] - é diretamente proporcional ao valor atual - A - e ao tempo - n - que falta para o vencimento do título, sendo a taxa - i - de desconto o fator de proporcionalidade, então [image: ] = A [image: ] i [image: ] n.


    Demonstração. Temos que, no primeiro instante, o desconto racional é dado, pela Definição 1.7.7, por A [image: ] i e, por outro lado, como o regime em análise é o de juros simples, então segue que, em cada um dos intervalos seguintes, os descontos racionais são idênticos a A [image: ] i. Daí, usando recorrência, obtemos:


    [image: ] = A [image: ] i.


    [image: ] = [image: ] + A [image: ] i= A [image: ] i + A [image: ] i = A [image: ] i [image: ] 2.


    [image: ]


    [image: ] = [image: ] + A [image: ] i = [image: ] + A [image: ] i= A [image: ] i [image: ] n.


    Portanto, o desconto racional simples é da forma [image: ] = A [image: ] i [image: ] n.


    [image: ]


    Exemplo 1.7.9. O valor atual de um título é de R$ 30.000,00. Ele sofreu um desconto simples por dentro de W reais, 3 meses antes do seu vencimento e a uma taxa de desconto de 2% ao mês. Qual o valor de W?


    Solução: Temos, pelo Lema 1.7.8, que [image: ] = A [image: ] i [image: ] n. Como A = R$ 30.000,00, i = 2% a.m.= 0,02 a.m. e [image: ] = 3 meses, obtemos [image: ] = 30.000 · 0,02 · 3 = = R$ 1.800,00. Portanto, o valor de W é R$ 1.800,00, que representa o valor do desconto.


    Teorema 1.7.10. No sistema de juros simples, um valor nominal - N - aplicado a uma taxa - i - de desconto racional, no instante - n - que falta para o vencimento do título, transforma-se em um valor atual [image: ] = [image: ].


    Demonstração. Como, por definição, [image: ] = N − A e, pelo Lema 1.7.8, [image: ] = A [image: ] i [image: ] n, temos que N − A = A [image: ] i [image: ] n. Daí, N = A [image: ] i [image: ] n + A. Logo, colocando A em evidência, obtemos A [image: ] (i [image: ] n + 1) = N, que equivale a A = [image: ].


    [image: ]


    Exemplo 1.7.11. Um título com vencimento em 19/02/2019, no valor de R$ 7.865,00, foi descontado em 22/11/2018. Caso a taxa racional de desconto simples seja de 0,7% a.m., qual será o valor do título?


    Solução: Primeiramente, perceba que o período compreendido de 22/11/2018 até 19/02/2019 equivale a 90 dias, isto é, a 3 meses. Desse modo, como N = R$ 7.865,00 e i = 0,7% a.m., segue que A = [image: ] R$ 7.703,23. Por conseguinte, caso a taxa de desconto racional simples seja de 0,7% a.m., o valor atual do título será de aproximadamente R$ 7.703,23.


    Exemplo 1.7.12. Determine o desconto racional simples em função do valor nominal.


    Solução: Basta substituir o Teorema 1.7.10 no Lema 1.7.8, gerando:


    
      [image: ], (1.1)
    


    como queríamos determinar.


    1.7.3 Relação entre Desconto Racional e Comercial Simples


    Através da resolução de exercícios, conjectura-se que o desconto comercial simples é maior do que o desconto racional simples, Ceteris Paribus8. Podemos, de fato, ir além, isto é, afirmar que, para mesma taxa e mesmo prazo que falta para o vencimento do título, sempre o desconto comercial é maior que o racional, bastando analisar o teorema abaixo.


    Teorema 1.7.13. O desconto comercial - [image: ] -, em relação ao desconto racional simples, é dado por 
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    1.8 TAXA EQUIVALENTE NO REGIME DE JUROS SIMPLES
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    1.10 EXERCÍCIOS


    1.10.1 Exercício para concursos


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    

    

    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    

    

    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    

    

    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    

    

    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    

    

    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    

    

    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    

    

    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    

    

    

    

    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    

    

    

    

    

    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    1.10.2 Exercícios tendo em vista o Exame Nacional de Qualificação do Mestrado Profissional em Matemática em Rede Nacional (PROFMAT)


    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    1.10.3 Exercício para as Olimpíadas Brasileira de Educação Financeira (OBEF)


    

    

    

    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    

    

    

    

    

    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    

    

    

    

    

    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    1.10.4 Exercícios para o Exame Nacional do Ensino Médio e para os Vestibulares


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    

    

    

    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    

    

    

    

    

    

    

    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    

    
      
        

        
      

      
        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
            
          
        


        
          	
            
          

          	
        

      
    


    1.10.5 DESAFIOS
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