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16NOTATIONSProbabilitésΩunivers,espacedesépreuvesT,F,Atribus(«T»et«F»gothiques)oualgèbres(«A»)ωréalisationduhasard(élémentdeΩ)1AindicatricedeA§3.1.eP,QprobabilitésPAprobabilitéconditionnéeparA§2.1.a{X∈A}événementliéàunevariablealéatoireP⊗Qprobabilitéproduit§7.1.bCXmatricedecovarianceduvecteurX§7.2Cov(X,Y)covarianceducouple(X,Y)E(X)espérancedelavariableXP(A),P{X∈B}probabilitéV(X)variancedelavariableXσXécart-typedeXN(x)fonctionderépartitiondelaloiN(0;1)§8.1.en(x)densitédeprobabilitédelaloiN(0;1)§8.14X∧Y,X∧mmin(X,Y),min(X,m)X′variablecentréeX′=X−E(X)X∗variablecentréeréduiteX∗=(X−EX)/σXX+max(X,0)p.165X−max(−X,0)p.165Xps=Yégalitépresquesûre:P{X=Y}=1X⊥⊥YXetYsontindépendantes§7.1.bXnps−−→Xconvergencepresquesûre§13.1XnP−→Xconvergenceenprobabilité§13.2XnL−−→Xconvergenceenloi(convergenceétroite)§13.4XnLp−−→XconvergencedansLp§13.16X∼LXsuitlaloiLB(p)loideBernoullideparamètrep∈[0;1]§3.2.bB(n;p)loibinomialedeparamètresnetp§3.2.d,C(m;a)loideCauchydeparamètresmeta§8.1.hE(α)loiexponentielledeparamètreα§8.1.dG(p)loigéométriquedeparamètrep§3.2.eNm;σ2loinormaledemoyennemetdevarianceσ2§8.1.eP(λ)loidePoissondeparamètreλ§3.2.gB,B(R),B(Rn)tribudesboréliensdeR,deRn§B.3.aT,E,...tribusDXsystèmecompletinduitparunevariablediscrètep.65σ(X)tribuengendréeparX§7.1.bσ(X1,X2,...,Xn)tribuengendréeparX1,X2,...,Xn§14.1Qnσ(Xn,Xn+1,Xn+2,...)§14.1δamesuredeDiracenaL0(Ω)espacedesvariablesaléatoiresL0+(Ω)espacedesvariablesaléatoirespositivesL0b(Ω)espacedesvariablesaléatoiresbornéesL1,L1espacesdesvariablesintégrables:E|X|<+∞§6.2.bL2,L2espacesdesvariablesdecarreintégrables:E|X|2<+∞§6.2.c
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Lesdésauxminutescomptées,lesdésinaptesàétreindre,parcequ’ilssontnaissanceetvieillesse.RenéChar,Partageformelxxxviii.Quetrouve-t-ondanscelivre?Celivrecouvreenprincipeleprogrammedemathématiquesdel’Agrégationexterne•pourlesépreuvesd’écrits,•pourlesleçonsd’oral,c’est-à-direleprogrammecommunàl’ensembledescandidatsetcandidates,indépendam-mentdel’optionchoisie.S’ilnecouvrepasl’ensembledesconnaissancesnécessairesàl’épreuvedemodélisationdel’optionA,ilentraitecertaines(vecteursgaussiens,intervallesdeconﬁance,convergencedesuitesdevariablesaléatoires).Onytrouveraentreautres:•L’essentielducours:lesthéorèmesetlaplupartdesdémonstrations,oubiendesrenvoisbibliographiques⟨1⟩.•Quelquesexercicesd’applications,dontlebutestdouble:s’entraîneràmaîtriserlesnotions,etillustrerunplandecours.Leniveaudediﬃcultédesexercicesestgraduéen:▷(◦):exerciced’applicationdirecte.▷(⋆),(⋆⋆):exercicesimple/plusdélicat.▷(K),(KK):exercicediﬃcile,caférecommandé/nécessaireParfois,desindicationssuiventlalisted’exercice.Tousceuxdediﬃcultéaumoinsuneétoilesontcorrigés.•Desexemplesd’applications,sortantparfoisducadredelathéoriedesprobabilitésetdébordantsurd’autresleçons—voiredonnantquelquesraresapplicationsàlaphysique(aprèstout,lathéoriedesprobabilitésestnéepourmodéliserlemonderéel,avantdedevenirunedisciplineautonome).•Denombreusesﬁguresqu’ilestbond’avoirentêteaumomentdeprésenteruneleçon(passeulementàl’Agrégation,maisdansvotrefuturmétierdeprofesseur).•Quelquescompléments,plusdélicats,notés(∗),etquipeuventêtreomisenpremièrelecture.⟨1⟩.Nousnesaurionstropconseillerdelirelesgrandsouvragesclassiques,etnepasselimiteràdesmanuelsdecours!
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18INTRODUCTIONChoixpédagogiquesIlexistedenombreusesmanièresdeprésenteruncours.Nousn’avonspaschoisid’êtresynthétiquesmais,aucontraire,deproposerplusieursgrillesdelecture.Parexemple,beau-coupderésultatssurlesvariablesdiscrètessontmontrésavecdesoutilsspéciﬁquesàcesvariables,bienqu’ileûtétépossibledelesfairedécoulerdethéorèmesplusgénéraux.Ilfautcependantbiengarderentêteque,lorsquevousprésentezundéveloppement,vouschoisissezégalementleniveauauquelvousvoulezleprésenter.Silathéoriedelamesurevousmetmalàl’aise,vouspouveztrèsbienprésenterunebelleleçondeprobabilitédanslaquellelamesurenejouequ’unrôleminimeoutransparent⟨2⟩,envousfocalisantsurlesvariablesdiscrètesquioﬀrentdetrèsbellespropriétésetdesexemplesd’applicationsnombreux.Danstouslescas,adaptezleniveaudevotreleçonauniveaudesquestionsquevousêtesprêtsàentendre.Aussi,onnes’étonnerapasdevoircohabiterdesrésultatstrèssimplesetd’autresplusdélicats.LiensinternesLesymbole«✍»indiquelenumérod’unexercicequ’ilestsuggérédechercheràcestadedelalecture.Lesymbole«✐»indiqueunlienversunautrechapitreauprogrammedel’Agrégation—quecesoitenAnalyse,enAlgèbreouenGéométrie.Celienapparaîtenpetit,souslaformesuivante,généralementendébutdeparagraphe:✐ArithmétiqueCesdiﬀérentslienssontégalementreprisdansl’Index,sousl’entrée«Enlienavec...».Vouspouvezdoncparcourircemorceaud’Indexlorsquevousrecherchez,mettons,unexempled’applicationàintégrerdansuneleçonsur«Fonctiondéﬁnieparuneintégraledépendantd’unparamètre.Exemplesetapplications.»CitationsdujuryVoustrouverezrégulièrementdesindicationsdelaformebRapportdujuryb«Loid’unevariablealéatoire»Lescandidatsaguerrispourrontaborderleproblèmedelacaractérisationdelaloiparlesmoments.quivousindiquentpourquoiteloutelcomplémentdecoursaétéécritici.Bienévidemment,certainesremarquesdujurysontdessuggestions:nevoussentezpasobligésdetraiterlessuggestionslesplusdiﬃcilessivousmanquezd’assurance:ilvautmieuxprésenterunrésultatmodestemaissolidementétabli.Enrevanche,unebonnemaîtrised’unsujetdélicatseraévidemmenttrèsappréciée.«Thèmes»Unetrentainede«Thèmes»sontintégrésàl’ouvrage.Cenesontenaucuncasdesdéve-loppementsprêtsàl’emploi⟨3⟩maisdessuggestions,desdigressions,d’agréablespromenades(aléatoiresbiensûr)quevouspouvezintégreràdesleçons,desexemples,desexercices,desdéveloppements.Unelistedesthèmesestprésentéepage595.⟨2⟩.LepremiertomeducélèbreouvragedeW.FellerAnintroductiontoprobabilitytheoryanditsapplications[13]s’enpassetotalement.⟨3⟩.Dontilfauttoujoursseméﬁer,carilslassentlesjurysaumomentoù,aucontraire,ilfautlesréveilleravecénergie,bonnehumeur,enthousiasmeet,bienentendu,desolidesconnaissances.
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Danscechapitre1.1Axiomesdesprobabilités..................221.1.aRappelsdevocabulaireensembliste.............221.1.bTribus........................231.1.cEspacesprobabilisés...................251.1.dContinuitémonotoned’uneprobabilité............271.1.eÉvénementsnégligeablesetpresquesûrs...........291.1.fSystèmescompletsd’événements..............301.1.gFormuleducrible....................311.2Exemplesd’espacesprobabilisés...............341.2.aProbabilitéssurunensembleﬁnioudénombrable........341.2.bSuccessioninﬁniedepartiesdepileouface..........351.2.cProbabilitéssurR....................361.3Notiondelimsupou:«inﬁnimentsouvent»..........37Exercices.........................41DepuislestravauxdeKolmogorov⟨1⟩,ilestd’usagedemodéliserlanotionintuitivedeprobabilitéàl’aidedequelquesaxiomes,etd’uneinterprétationdesdiﬀérentsobjetsmisenjeu.Rappelonstoutd’abordque,danslavieréelle,unrésultatestréputéaléatoirelorsqu’ilestlerésultatd’uneexpériencedontonnesaitpas,pouruncertainnombre⟨1⟩.Lesparentsd’AndreïNikolaïevitchKolmogorov(1903–1987)nel’éduquèrentpas,samèreétantmorteencouchesetsonpère,unagriculteur,étantexilépourraisonspolitiques.Ilgranditdoncdansl’aﬀectiondesatante,puisdevintconducteurdechemindefertoutenpoursuivantsesétudes,avantd’allersuivredescoursdephysiqueetdemathématiquesàl’UniversitédeMoscou.Danssontempslibre,ilécrituntraitésurlamécaniquenewtonienne.Sestravauxportèrentensuitesurdessujetstrèsdivers,commelessériesdeFourier,lalogique,l’axiomatisationdesprobabilités,lesprocessusmarkoviensetlathéoriedel’information.Enphysique,ilcontribuademanièredécisiveàlathéoriedelaturbulence,àl’étudeduchaosetdessystèmesdynamiquesetàlathéoriehamiltonienne(la«théorieKAM»).
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221.ESPACESPROBABILISÉSderaisons,prédireaveccertitudelerésultat.Sicetteexpérienceestreproductible,aussiprécisémentquepossible,etqu’aprèsungrandnombredefois(notén)uncertainrésultatRestréalisérfois,alorsondiraquelaprobabilitéquecerésultatceréaliseest≈r/n(nombredecasfavorablessurnombredecastotal).Touteformalisationdesprobabilitésdevraimpérativementrendrecomptedecerésultat.DanslathéoriedeKolmogorov,cerésultat(etsesgénéralisations)serajustiﬁéparlethéorèmeappeléLoidesgrandsnombres(chapitre16).L’idéedeKolmogorovestdeconsidérertouslesrésultatspossiblesduhasard,touteslesréalisationspossiblesetimaginables,unpeucommedanslesthéoriesdesuniversmultiplesd’Everett⟨2⟩outoutsimplementcommedanslesmondesparallèleschersàlaScience-Fictionclassique.L’ensembledetouscesmondespossiblesestgé-néralementappeléΩ.Unobservateurestsimplementunhabitantd’undecesmondesparallèles,etiln’aaccèsqu’auxrenseignementsdecemonde(notégénériquementω).CetωesttoutsimplementcequeleDestinaréservéàl’observateur(dansd’autresuniversparallèles,ledestinestunpeudiﬀérent,oul’estbeaucoup).Lesdiﬀérentesexpériencespossiblessontmodéliséespardesvariablesaléatoires(etdesréalisationsmultiplesd’une«même»expérience,commelancerundé,parunesuitedevariablesaléatoires,maistoujoursévaluéesenl’uniqueωconnudenotreobservateur).1.1Axiomesdesprobabilités1.1.aRappelsdevocabulaireensemblisteSoitΩunensemble.•SiAetBsontdespartiesdeΩ,onnoteA∖Bl’ensembledesélémentsdeAquinesontpasdansB:A∖B=A∩Bc={x∈A;x/∈B}.•SiBestinclusdansA,onnoteraA−Bl’ensembleA∖B.•SiAetBsontdespartiesdisjointes,onnoteA⊔Bleurréuniondisjointe:A⊔B:=A∪BquandA∩B=∅.Si(Ai)i∈Iestunefamilledepartiesdeuxàdeuxdisjointes,onnoteFiAilaréuniondisjointeSiAi.⟨2⟩.LemathématicienetphysicienHughEverett(1930–1982)estconnupouravoirproposéuneinterprétationoriginaledelamécaniquequantique,allantàl’encontredel’interprétationdel’ÉcoledeCopenhague,aucoursdesathèsededoctoratqu’ilapréparésousladirectiondeJohnArchibaldWheeler.Danscetteinterprétation,l’existencedemondesmultiplesévitenotammentleproblèmelaréductiondupaquetd’ondesquiintroduisaitunenotiond’aléatoirepeusatisfaisante.
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1.1.Axiomesdesprobabilités23A∩BA∖BA−BA∪BA⊔BFigure1.1—Opérationsensemblistes.•Onétendlesnotationsprécédentesauxfamillesvides:siI=∅estl’ensemblevide,[i∈IAi:=∅Gi∈IAi:=∅\i∈IAi:=Ω.•Onmunitl’ensembledespartiesdeΩdel’ordrepartielinduitparlarelationd’appartenance.Unesuite(An)n⩾0estcroissantesiAn⊂An+1pourtoutn∈N.•Si(An)n⩾0estunesuitedepartiesdeΩ,alorsondéﬁnitsabornesupérieureetsaborneinférieurecommesupnAn:=∞[n=0AnetinfnAn:=∞\n=0An.•Si(An)n⩾0estunesuitecroissantedepartiesdeΩ(c’est-à-direqueAn⊂An+1pourtoutentiern),sabornesupérieureestégalementappeléelimitede(An)n⩾0etnotéelim↑An:limn↑An:=∞[n=0An.Sil’onnoteA:=lim↑An,onécritalorsAn↑A.•Demême,si(An)n⩾0estdécroissante,onécritAn↓AavecA:=limn↓An:=∞\n=0An.1.1.bTribusPourdesraisonstechniques⟨3⟩,dansunpremiertemps,maiségalementparcom-moditédanscertainespartiesdelathéorie,nousdevonsnouscontenterdedéﬁnirunemesurenonpassurl’ensembledespartiesdeΩ,maisseulementsurcertainesd’entreelles.AﬁndepouvoirécriredesformulesdetypeP(Ac)=1−P(A)ouPGnAn!=XnP(An),nousdemanderonsquel’ensembledecespartiessoitstableparpassageaucomplé-mentaireparréuniondénombrable.⟨3⟩.Liéesàdesdiﬃcultéslorsdel’utilisationdel’Axiomeduchoixdanssaversionlaplusgénérale.VoirsectionB.1page570del’annexeB,etenparticulierl’encadré30page571.
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241.ESPACESPROBABILISÉSDéﬁnition1.1(Tribu)—UnetribusurΩestunepartieTdel’ensembleP(Ω)despartiesdeΩ,vériﬁantlespropriétéssuivantes:i)Ω∈T;ii)pourtoutAdeT,soncomplémentaireAcestdansT;iii)Teststableparréunions(ﬁniesou)dénombrables:si(An)n⩾0estunesuited’élémentsdeT,alors∞[n=0An∈T.Unetribuestégalementappeléeσ-algèbre,lalettreσrappelantquelesréunionspeuventêtredénombrables.Remarque1.2Ondéﬁnitunealgèbreenn’exigeantquelastabilitéparréunionﬁnie.Voirl’annexeBpage569.Exemple1.3SoitΩunensemble.Alors{∅,Ω}estunetribu(tribugrossière),ainsiqueP(Ω)(tributriviale).Exemple1.4Pourtoutn∈Z,notonsIn:=[n;n+1[.OnconstruitunetribuTsurRenconsidéranttouslesensemblesdelaformeAK:=Fn∈KIn,oùKestunepartiequelconquedeZ.AlorsTestunetribu,dontonremarqueraqu’ellenecontientpasd’élémentpluspetitqu’unintervalle[n;n+1[(etnotamment,pasdesingleton).Théorème1.5(Propriétésélémentairesdestribus)—SoitTunetribudeΩ.i)Teststableparintersectiondénombrable:si(An)n⩾0estunesuited’élémentsdeT,alors∞\n=0An∈T.ii)Ainsi,Teststableparpassageàlabornesupérieureetborneinférieure.iii)L’intersectiond’unefamilledetribusdeΩestencoreunetribu.Commeavecdesnombreusesstructuresconnues(espacevectoriels,groupes),onpeutréduireetdéﬁnirdessous-tribus,oubienprendreunepartieetconsidérerlapluspetitetribulacontenant:Déﬁnition1.6—SoitFunetribusurΩ.UnepartieGdeP(Ω)estunesous-tribudeFsic’estunetribuetsiG⊂F.Déﬁnition1.7(Tribuengendrée)—SoitF=(Fi)i∈IunensemblenonvidedepartiesdeΩ.Commevudanslaproposition1.5,l’intersectiondetouteslestribuscontenantFestencoreunetribu(etelleestnonvidepuisqueP(Ω)estbienunetribucontenantF).Onl’appelletribuengendréeparF,etonlanoteσ(F).C’est,parconstruction,lapluspetitetribucontenantF.Conséquenceimmédiatedufaitqueσ(A)estl’intersectiondetouteslestribuscontenantA:
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1.1.Axiomesdesprobabilités25■Proposition1.8—SoitAunepartiedeP(Ω).i)SiAestunetribu,alorsσ(A)=A.ii)SiA⊂GetsiGestunetribu,alorsσ(A)⊂G.JDémonstration:OnsupposequeAestunetribu.Onsaitqueσ(A)estl’intersectiondetouteslestribuscontenantA,elleestdoncinclusedanstoutetribucontenantA,etnotammentdansA;ainsi,A⊂σ(A)⊂Acequipermetdeconclurequeσ(A)=A.OnsupposequeGestunetribuetqueAestunepartiedeP(Ω)inclusedansG.Alorsσ(A)estl’intersectiond’uncertainensembledetribus,aurangdesquellesontrouveG,doncσ(A)⊂G.KOnendéduitlapropriétédecroissanceci-dessous,élémentairemaistrèsutile.■Proposition1.9(Croissance)—SiFetGsontdesensemblesdepartiesdeΩetsiF⊂G,alorsσ(F)⊂σ(G).JDémonstration:OnsaitdéjàqueF⊂G⊂σ(G);puisqueσ(G)estunetribu,laproposition1.8permetalorsdeconclurequeσ(F)⊂σ(G).KDéﬁnition1.10—OnappelletribudesboréliensdeRRRRRR,etonnoteB=B(R),latribuengendréeparlesintervallesdeR.■Proposition1.11(Autrescaractérisationsdesboréliens)—i)Bestlatribuengendréeparlesintervallesdelaforme]−∞;a],pouraparcou-rantR;ii)BestlatribuengendréeparlesouvertsdeR(etdoncégalementlatribuengen-dréeparlesfermés).1.1.cEspacesprobabilisésDéﬁnition1.12—Onappelleespaceprobabilisableuncouple(Ω,T)oùΩestunensemblequelconque,etTunetribusurΩ.•L’ensembleΩestappeléuniversouespacedesépreuves,etseséléments,génériquementnotésω,sontlesépreuves,oualéas,ouréalisationsduhasard,ouencorerésultatsd’uneexpérience.•LesélémentsdelatribuTsontappelésdesévénementsobservablesou,plussuccinctement,événements.•OnditquedeuxévénementsAetBsontincompatibleslorsqu’ilssontdis-joints,c’est-à-direA∩B=∅.Remarque1.13(Caractérisationd’unepropriétéparunensembledevérité)Unévénementestsou-ventdécritparunepropriétéL,pouvantêtreounonvériﬁéeparlesélémentsω;onassimileradanstoutelasuitelapropriétéLetl’ensembledevéritédeL,quiestl’événementω∈Ω;L(ω).Lecasleplusfréquentestlesuivant:siX:Ω→RestunefonctionetsiAestunepartiedeR,alorsonnote{X∈A}l’ensembleω∈Ω;X(ω)∈A.Déﬁnition1.14(Espacesprobabilisés)—Soit(Ω,T)unespaceprobabilisable.Uneprobabilité(ouencore:mesuredeprobabilité)surcetespaceestuneapplicationP:T→Rvériﬁantlespropriétéssuivantes:⋆Axiome1:Pestàvaleurspositives;
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261.ESPACESPROBABILISÉS⋆Axiome2:P(Ω)=1;⋆Axiome3:Pestσ-additive:pourtoutesuite(An)n⩾0d’élémentsdeuxàdeuxdisjointsdeT,P∞Gn=0An=∞Xn=0P(An).Letriplet(Ω,T,P)estappeléespaceprobabilisé.Exemple1.15(MassedeDirac)SoitΩunensemblequelconque;onlemunitdelatributrivialeT=P(Ω).Fixonsmaintenantunélémenta∈Ωparticulieretposons,pourtoutepartieA∈T,P(A):=1sia∈A,0sinon.AlorsPestuneprobabilité:onl’appellelamassedeDirac,oumesuredeDirac,centréeena,etonlanotehabituellementδa.Exemple1.16(Uneprobabilitéàdensité)Ω=RestmunidelatribuT=Bdesboréliens.Soitf:R→R+unefonctioncontinue⟨4⟩etpositive,intégrableettellequeRRf=1.PourtoutborélienA,onposeP(A):=ZAf(t)dt=Z+∞−∞1A(t)f(t)dt,où1Aestl’indicatricedeA,déﬁniepar1A(t)=1sit∈Aet1A(t)=0sinon.AlorsPestuneprobabilité,dedensitéf.Desraisonnements«ﬁnis»permettentdedémontrerlespropriétésélémentairessuivantes:■Proposition1.17(Propriétés«ﬁnie»)—Soit(Ω,T,P)unespaceprobabilisé.SoientA,BdesélémentsdeT.i)P(∅)=0;ii)Pestàvaleursdans[0;1];iii)(croissance):siA⊂B,alorsP(A)⩽P(B);iv)SiAetBsontdisjoints,alorsP(A⊔B)=P(A)+P(B);v)SiA⊂B,alorsP(B−A)=P(B)−P(A);vi)P(A∖B)=P(A)−P(A∩B);vii)P(Ac)=1−P(A);viii)P(A∪B)=P(A)+P(B)−P(A∩B).ix)(additivité):siA1,A2,...,Ansontdesévénementsdeuxàdeuxdisjoints,alorsP(A1⊔A2⊔···⊔An)=P(A1)+P(A2)+···+P(An).x)(sous-additivité):siA1,A2,...,Ansontdesévénementsquelconques,P(A1∪A2∪···∪An)⩽P(A1)+P(A2)+···+P(An).⟨4⟩.Oudumoinsmesurablepourlatribudesboréliens,c’est-à-diretelleque,pourtoutborélienBdeR,sonimageréciproquef−1(B)estencoreunborélien.
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1.1.Axiomesdesprobabilités27JDémonstration:i):onposeA0:=ΩetAn:=∅pourtoutn⩾1.Lasuite(An)n⩾0estcom-poséed’élémentsdeuxàdeuxdisjoints,l’axiome3permetdoncd’écrire1=P(Ω)=P∞Gn=0An=P(Ω)+∞Xn=1P(∅),etdoncP(∅)=0.iv)etix):soitnunentiernonnul;soientA1,A2,...,AndesélémentsdeT.OnposeAk:=∅pourtoutentierk⩾n+1;lapropriétédeσ-additivitéetlapropriétéi)permettentdeconclure.iii)etv):onécritB=A⊔(B−A)doncP(B)=P(A)+P(B−A)grâceàlapropriétéd’additivité.ii)etvii):pourtoutélémentAdeT,P(A)+P(Ac)=1.vi):découledelaformuleprécédenteetdelarelationA∖B=A−(A∩B).viii):onécritA∪B=A−(A∩B)⊔B−(A∩B)⊔A∩Betonappliquelespropriétésiv)etv).AB=++Alternativement,onpeutconsidérerlaﬁgureci-dessous:=+−P(A∪B)=P(A)+P(B)−P(A∩B)x):sedémontreparrécurrencesurnenutilisantlapropriétéviii).KMaisnousauronssurtoutbesoindepropriétésfaisantintervenirunequantitéinﬁnied’événements.C’esticiquelestribusetlanotiondeσ-additivitéprennentleursens.1.1.dContinuitémonotoned’uneprobabilitéThéorème1.18(Propriétés«dénombrables»)—Soit(Ω,T,P)unespaceproba-bilisé.Alorsi)Continuitémonotonecroissante:pourtoutesuitecroissante(Bn)n⩾0d’élémentsdeT,P∞[n=0Bn=limn→∞P(Bn)cequel’onécritaussiPlimn→∞↑Bn=limn→∞P(Bn).ii)Continuitémonotonedécroissante:pourtoutesuite(Cn)n⩾0décrois-santed’élémentsdeT,P∞\n=0Cn=limn→∞P(Cn).cequel’onécritaussiPlimn→∞↓Cn=limn→∞P(Cn).
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281.ESPACESPROBABILISÉSJDémonstration:Montronslacontinuitécroissante.Soit(Bn)n⩾0unesuitecroissanted’élémentsdeT.OnposeB−1=∅etAn=Bn∖Bn−1pourtoutnentier.Ainsi,lesAnsontdeuxàdeuxdisjointsetBn=A0⊔A1⊔A2⊔···⊔Anpourtoutn,doncnotammentP(Bn)=P(A0)+P(A1)+···+P(An).VériﬁonspardoubleinclusionqueS∞n=0Bn=F∞n=0An.•Soitω∈S∞n=0Bn.IlexisteunentierNtelqueω∈BN=A0⊔···⊔AN,etdoncilexisteun(unique)k∈[[0;N]]telqueω∈Ak.Ainsi,ω∈F∞n=0An.•Soitω∈F∞n=0An.Ilexisteun(unique)entierktelqueω∈Ak,etcommeAk⊂Bk,onabienω∈Bk⊂S∞n=0Bn.Ainsi,P∞[n=0Bn=P∞Gn=0An=∞Xn=0P(An)=limN→∞NXn=0P(An)=limN→∞P(BN),cequ’ilfallaitdémontrer.Bn−1BnBn+1AnParpassageaucomplémentaire,onobtientlacontinuitémonotonedécroissante.KRéciproquement,pourunefonctionP:T→R+additiveetvériﬁantP(Ω)=1,chacunedesdeuxpropriétésdecontinuitémonotoneestéquivalenteàlaσ-additivité.✍1.3Onpourraretenircesrésultatsenutilisantlesnotationsdelapage23(«Cn↓C»pourindiquerquelasuite(Cn)n⩾0estdécroissanteetdelimiteC,etBn↑BpourunesuitecroissantedelimiteB):σ-additivitéPFnAn=PnP(An)continuitécroissantesiBn↑B,alorsP(Bn)↑P(B)continuitédécroissantesiCn↓C,alorsP(Cn)↓P(C)Enpratique,onutiliserasouventcethéorèmesouslaformesuivante:Théorème1.19(Probabilitéd’uneréunion/d’uneintersection)—Soit(Ω,T,P)unespaceprobabilisé.i)Si(An)n⩾0estunesuitequelconqued’événements,lasuitedetermegénéralBn=Snk=0Akestcroissante,etP∞[n=0An=limn→∞Pn[k=0Ak.
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1.1.Axiomesdesprobabilités29ii)Si(An)n⩾0estunesuitequelconqued’événements,lasuitedetermegénéralCn=Tnk=0Akestdécroissante,etP∞\n=0An=limn→∞Pn\k=0Ak.JDémonstration:IlsuﬃtderemarquerqueSnk=0Ak=Snk=0BketqueTnk=0Ak=Tnk=0Ck,pardoubleinclusion.KThéorème1.20(InégalitédeBoole/propriétédeσ-sous-additivité)—Si(An)n⩾1estunesuited’événementsquelconques,P∞[n=0An!⩽∞Xn=0P(An),ledeuxièmemembredel’inégalitépouvantêtreﬁniouégalà+∞.JDémonstration:OnsaitqueP(A∪B)⩽P(A)+P(B)pourtousévénementsAetB.Onendéduit,parrécurrence,queP(A0∪···∪An)⩽P(A0)+···+P(An)pourtoutn∈N.Sil’onnotemaintenantBn=A0∪···∪An,lasuite(Bn)n⩾0estcroissante,etP(Bn)=P(A0∪···∪An)⩽P(A0)+···+P(An)pourtoutn∈N.Deplus,P∞[n=0An=P∞[n=0Bn=Plimn→∞↑Bn=limn→∞P(Bn)parcontinuitémonotonecroissante.Enﬁn,l’inégalitéprécédentedonnelimn→∞P(Bn)⩽∞Xn=0P(An).KJDémonstrationalternative:OnpeutégalementtransformerlaréuniondesAnenuneréuniondisjointe:pourcela,onnoteA′0=A0A′n=An∖n−1[k=0AkParconstruction,lesA′nsontdisjointsdeuxàdeux,A′n⊂AnetA0∪···∪An=A′0⊔···⊔A′n.Onpeutalorsutiliserlapropriétédeσ-additivitédelamesuredeprobabilitépourobtenirP∞[n=0An=P∞Gn=0A′n=∞Xn=0P(A′n)⩽∞Xn=0P(An).K1.1.eÉvénementsnégligeablesetpresquesûrsEnthéoriedesprobabilités,lesévénementsnégligeablesetpresquesûrsjouentunrôlecentral:cesonteneﬀeteuxquivontnaturellementapparaîtredanslaplupartdesthéorèmeslimites⟨5⟩.⟨5⟩.Etparconséquenttransformerl’étudedel’incertain,quiahistoriquementfondélesproba-bilités,enthéoriedelacertitude.
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301.ESPACESPROBABILISÉSDéﬁnition1.21—OnappelleévénementnégligeabletoutélémentNdeTdepro-babiliténulle,c’est-à-diretelqueP(N)=0.Àl’opposé,unévénementpresquesûrestlecomplémentaired’unévénementné-gligeable,c’est-à-direunélémentΩ′deTtelqueP(Ω′)=1.■Proposition1.22—SiNestunévénementnégligeable,etsiAestunévénementtelqueA⊂N,alorsAestnégligeable.SidesévénementsN1,N2,...,enquantitédénombrable,sontnégligeables,alorsN′:=S∞k=1Nkestnégligeable.JDémonstration:Parcroissance,0⩽P(A)⩽P(N)=0,doncAestnégligeable.Parpropriétédestribus,N′estunévénementet,parσ-sous-additivité,P(N′)⩽PkP(Nk)=0.KBienévidemment,unévénementnonvidepeuttrèsbienêtredeprobabiliténulle,cequiveutdireégalementqu’unévénementdeprobabiliténullepeutarriver.Exemple1.23Voici,sansjustiﬁcation,quelquesexemplesd’événements,négligeablesoupresquesûrs.•OnmunitlecarréΩ=[0;1]×[0;1]delamesureµdeLebesguesurR2,quiestalorsunemesuredeprobabilité.RappelonsquepourtoutepartieA«suﬃsammentrégulière»deΩ,µ(A)estl’airedelapartieA.AlorsunecourbeC(parexemplelecercled’équationx2−x+y2−y+716=0)estd’airenulle:P(C)=0.C•SurΩ=[0;1],munidelamesuredeLebesgue,lapartieQ∩[0;1]constituéeuniquementdespointsrationnels,estdemesurenulle.Eneﬀet,c’estuneréuniondénombrable(cepointestcapital!)desingletons,tousdemesurenulle.•Onconsidèrel’espaceΩ={0,1}N∗dessuites(xn)n⩾1àvaleursdans{0,1},décrivantlerésul-tatd’unesuccessioninﬁniedetiragesàpileouface,avecunepiècehonnête.Alorsl’ensembleAdestiragesvériﬁantlapropriétésuivante:lasuitedesmoyennesx1+···+xnnconvergevers12estdeprobabilité1.(C’estunrésultatquidécouledelaloifortedesgrandsnombres,maisqu’onpeutdémontrerdemanièrerelativementélémentaire,voirl’exercice16.1page428.)1.1.fSystèmescompletsd’événementsIlestsouventtrèsutilededécouperl’universΩenévénementsdisjoints,générale-mentcaractériséspardespropriétésnumériques⟨6⟩.Danslanotiondepartition,touslesélémentssontnonvides;enprobabilité,commeilestparfoisdiﬃciledesavoirapriorisicertainsélémentsdudécoupagesontvidesounon,onmetcettecontraintedecôté,etonposeladéﬁnitionsuivante:Déﬁnition1.24(Systèmecompletd’événements)—Unefamille(Ai)i∈I,ﬁnieoudénombrable,departiesdeΩestappeléesystèmecompletd’événementslorsqueΩestlaréuniondisjointedesAi:Ω=Gi∈IAi.⟨6⟩.Typiquement,desvaleursoudesintervallesdevaleursprisesparunevariablealéatoireX:Ω→R.Voirladéﬁnition3.4page65d’unsystèmecompletd’événementsassociéàunevariablealéatoirediscrète.
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1.1.Axiomesdesprobabilités31Notamment,si(Ai)i∈Iestunsystèmecompletd’événements,alorspourtouteréalisationωduhasard,unetunseuldesévénementsAiestréalisé.Pourdesraisonspratiques⟨7⟩,ons’autoriseraànepasrecouvrirΩtoutentier,maisàenoublierunepartienégligeable.Déﬁnition1.25(Systèmequasi-completd’événements)—Unefamille(Ai)i∈I,ﬁnieoudénombrable,d’événementsestappeléesystèmequasi-completd’événementslorsquesesélémentssontincompatibles,(Ai∩Aj=∅sii̸=j)etqueleurréunionestpresquesûre:PGi∈IAi=1.Ainsi,lorsque(Ai)i∈Iestunsystèmequasi-completd’événements,ilexisteunévénementnégligeableNtelqueΩ=N⊔Gi∈IAi.CettenotionpermetdedécoupertoutévénementBenB=(B∩N)⊔Gi∈IB∩Aipuis,enremarquantqueP(B∩N)⊂P(N)=0,ondéduitlapropositionsuivante:■Proposition1.26—Si(Ai)i∈Iestunsystèmequasi-completd’événements,etsiBestunévénement,alorsP(B)=Xi∈IP(B∩Ai).1.1.gFormuleducribleLaprobabilitédelaréuniondedeuxévénementsnondisjointsestsimpleàcalculer:P(A∪B)=P(A)+P(B)−P(A∩B)Pourtroisévénements,laﬁgureci-dessouspermetdeseconvaincrequeP(A∪B∪C)=P(A)+P(B)+P(C)−P(A∩B)−P(B∩C)−P(C∩A)+P(A∩B∩C).ABCFigure1.2—Engrisfoncé,A∩B∩C.Engris(clairetfoncé),A∩B,A∩CetB∩C.⟨7⟩.Notammentlorsdel’étudedevariablesaléatoiresquiprendrontpresquesûrementunevaleurﬁniemais,exceptionnellement,lavaleur+∞.







[image: background image]
321.ESPACESPROBABILISÉSPlusgénéralement,laprobabilitéd’uneréunionestdonnéeparlaformuledePoin-caré,ouducrible.Théorème1.27(FormuledePoincaré,ouducrible)—Soitn⩾1.PourtousévénementsA1,...,An,Pn[i=1Ai=nXk=1(−1)k+1X1⩽i1<i2<···<ik⩽nP(Ai1∩Ai2∩···∩Aik).JDémonstration:Parrécurrencesurn.NotonsHnlapropriétéaurangn(valablepourtousévénementsA1,A2,...,An).Elleestvraiepourn=2.Soitn⩾3,etsupposonslapropriétévraiejusqu’àunrangn−1.AlorsPn[i=1Ai=P(A1∪A2∪···∪An−1)∪An=P(A1∪A2∪···∪An−1)+P(An)−P(A1∪A2∪···∪An−1)∩An=P(A1∪A2∪···∪An−1)+P(An)−P(A1∩An)∪···∪(An−1∩An)=n−1Xk=1(−1)k+1X1⩽i1<···<ik⩽n−1P(Ai1∩···∩Aik)−n−1Xk=1(−1)k+1X1⩽i1<···<ik⩽n−1P(Ai1∩···Aik∩An)+P(An)Ilneresteplusqu’àconstaterquetoutesuitestrictementcroissante(i1,i2,...,ik)de[[1;n]]s’écrit•soitcommeunesuitestrictementcroissantede[[1;n−1]],•soitcommeunesuitestrictementcroissantede[[1;n−1]]suiviedeik=n,•soitenﬁncommeletermeseuln(lorsquek=1).OnobtientalorslaformuledeHn,cequiachèvelarécurrence.KThème1:Probabilitéquedeuxentierssoientpremiersentreeux✐ArithmétiquePourtoutn⩾1,onnoternlaprobabilitéquedeuxnombres,choisisindépendammentetaléatoirementselonlaloiuniformesur[[1;n]],soientpremiersentreeux.Onsouhaitemontrerquelimn→∞rn=1ζ(2)=6π2.NotonsAn=(a,b)∈[[1;n]]2;a∧b=1.Sil’onnotep1,p2,...,pklesnombrespremiersinférieursouégauxàn,onnotepour1⩽i⩽k,Vi={a∈[[1;n]];pi|a}etUi=(a,b)∈[[1;n]]2;pi|aetpi|b=Vi×VidesortequeAn=[[1;n]]2∖(U1∪···∪Uk)=kTi=1Uck.Or,lenombredemultiplesdans[[1;n]]d’unentieraest⌊n/a⌋,d’oùl’ondéduitqueCardVi=npietCardUi=npi2
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1.1.Axiomesdesprobabilités33Siietjsontdesentiersdistincts,onademêmeCardVi∩Vj=npipjetCardUi∩Uj=npipj2et,plusgénéralement,pourtoutepartieJnonvidede[[1;n]],Card\i∈IUi!=nQi∈Ipi2.Onpeutalorsappliquerlaformuleducrible,enfaisantapparaîtrelafonctionarithmé-tiqueµdeMöbius,dontlespropriétéssontrappeléesenannexe(théorèmeA.64page566del’annexeA):CardAn=nXk=0(−1)kXi1<···<ik$nQjpij%2=nXk=0Xi1<···<ikµ(pi1···pik)$nQjpij%2=nXd=1µ(d)jndk2puisqu’àladernièreétape,onnerajoutequedestermestelsqueµ(d)=0,etquel’onn’oubliequedestermesvériﬁant⌊n/d⌋=0.Onadoncrn=CardAnn2=nXd=1µ(d)n2jndk2=∞Xd=1ψd(n)oùl’onanotéψd:N−→Rn7−→µ(d)n2jndk2Or,d’unepart,∀d∈N∗limn→∞ψd(n)=µ(d)d2,etd’autrepart,∥ψd∥∞⩽1d2donclasériePψdconvergenormalement.Lethéorèmedeladoublelimitepermetalorsd’aﬃrmerquelimn→∞rn=∞Xd=1µ(d)d2Enﬁn,lethéorèmeA.64montrequecettedernièrequantitévaut1/ζ(2),ouencorelimn→∞rn=6π2≈0,608.Remarque1.28Bienquel’onsoitpasséàlalimiten→∞,ilestimportantdevoirqu’onn’apasdéﬁnideprobabilitésurN∗×N∗.(Onverraauchapitre13quelasuitedemesuresquel’onadéﬁniessurN∗×N∗n’estpastendue:salimiten’estpasunemesuredeprobabilité.)Remarque1.29RobertMatthewsamisaproﬁtcettepropriétépourcalculerunevaleurappro-chéedeπenutilisant,pourgénérateursdenombresentiers«aléatoires»desdistancesangulairesentreles100plusbrillantesétoilesduciel,obtenantainsi4950distances;ilobtientunevaleurdeπà0,5%près[24].
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341.ESPACESPROBABILISÉS1.2Exemplesd’espacesprobabilisés1.2.aProbabilitéssurunensembleﬁnioudénombrableMunirununiversﬁniΩ={ω1,ω2,...,ωn}d’uneprobabilitérevientàassocier,àchaqueélémentωk,unréelpk⩾0,avecpourseulecontraintequep1+···+pn=1.SiAestunepartiequelconquedeΩ,onposeP(A):=Xk;ωk∈ApketcelasuﬃtàdéﬁniruneprobabilitésurΩ,P(Ω)(ellerépondbienauxexigencesdestroisaxiomes).Exemple1.30Danslecasd’unlancerdedé,onpeutchoisirΩ={1,2,3,4,5,6}etposerpk=1/6pourk=1,...,6;cettesituationmodéliseundééquilibré.Sil’onserendcompteque,pourundédonné,lesprédictionsdumodèleneseréalisentpas,onpeutmodiﬁerlesvaleursdescoeﬃcientspk.Pourdéterminerexpérimentalementchaquecoeﬃcient,uneméthodeestdelanceruntrèsgrandnombredefoisledéetdecalculerdesfréquencesexpérimentales.Desrésultatsthéoriquespermettentdedonneruneestimationdunombredelancersàeﬀectuerpourobtenirdesvaleurssuﬃsammentprécisesdespk(voirchapitre19).Plusgénéralement,supposonsqueΩsoitunensembleinﬁni,maisdénombrable:choisissonsuneénumération⟨8⟩deΩ:Ω={ωn;n∈N}.OnconsidérerafréquemmentlescasparticuliersΩ=NouΩ=N∗.AssocieruneprobabilitéàchacundesélémentsωdeΩrevientdoncàsedonnerunesuite(pn)n⩾0deréelspositifs,telsquelasériePpnconverge(cequirevientàdirequelafamille(pn)n⩾0estsommable)et∞Xn=0pn=1.Unetellesuiteestappeléegermedeprobabilité.Ondéﬁnitl’applicationP:P(Ω)→R+ainsi:pourtouteunepartieAdeΩ,P(A):=Xk;ωk∈Apk.Danscettedernièreexpression,lasommabilitédelafamillepnnousassuredelaconvergencedelasommerestreinteàunsous-ensembleAdeΩ;ilestalorsélémentairedevériﬁerquelafonctionPainsidéﬁnierépondauxexigencesdestroisaxiomesd’uneprobabilité.⟨8⟩.VoirleparagrapheA.1page548del’annexeA.
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1.2.Exemplesd’espacesprobabilisés351.2.bSuccessioninﬁniedepartiesdepileoufaceDèsquel’onveutmodéliserentièrementuneexpérienceconsistantenunesucces-sioninﬁniedetiragesàpileouface,l’universobtenuestnécessairementinﬁnietnondénombrable⟨9⟩:aminima,onprendraΩ:={P,F}N∗,chaqueexpérienceestunesuiteindexéeparN∗={1,2,3,...}etàvaleursdans{P,F}.Pourtouteréalisationωduhasard(qu’onappelleraexpériencedanslasuite,etquicomprenddoncuneinﬁnitédetirages),onnoteraun(ω)sonn-ièmeterme;ainsi,ω=un(ω)n⩾1.IlnousfautmaintenantconstruireunetribuTsurΩ,ainsiqu’uneprobabilitésur(Ω,T).•Ondésireévidemmentpouvoirparlerdel’ensembledesexpériencesdelaforme«lek-ièmelancerrenvoiepile»,quel’onnoteraPkou[∗∗∗···∗P↑k∗···∗···]lesymbole«∗»jouantlerôled’unjoker.Ainsi,lesévénementPketleurcom-plémentaireFk,ainsiquelesintersectionsd’unnombreﬁniouinﬁni(nécessaire-mentdénombrable)decesexpériencesdevrontêtredesévénements,c’est-à-diredesélémentsdelatribuT.•Onsupposeraquechaquetiraged’unepiècemèneàpileavecunemêmeproba-bilitép,etàfaceaveclaprobabilitéq:=1−p.Ainsi,onexigeraqueP(Pk)=ppourtoutk∈N.•Onsupposeraenﬁnuneindépendancedestirages,c’est-à-direquesik1,...,knsontdesindicesdistincts,Skidessymbolesde{P,F}etskilesprobabilitéscorrespondantes(pouq),alorsondéﬁnitlaprobabilitéP0(Sk1∩···∩Skn)=sk1···skn.LespartiesdelaformeSk1∩···∩Sknsontbiendesévénements,qu’onappelledescylindres.Parconvention,onaccepteraégalementlecasn=0,lecylindreenquestionétantalors[∗∗···∗···],c’est-à-direΩtoutentier.•NotonsCl’ensembleconstituédescylindres:ilcontientΩ,eststableparpassageaucomplémentaireetparréunionﬁnie.C’estdoncunealgèbre.IlestpossibledemontrerqueP0estσ-additivesurC⟨10⟩,c’est-à-direquesi(Cn)n⩾1estunefamilledecylindresdisjointsdontlaréunionestdansC,alorsP0GnCn!=∞Xn=1P(Cn).LethéorèmedeCarathéodory(B.13page575)montrequel’onpeutétendrelafonctionP0enuneprobabilitésurlatribuT=σ(C)engendréeparlescylindres.⟨9⟩.Onrappelleenannexel’argumentdeladiagonaledeCantorpermettantdeprouverque{0,1}N∗n’estpasdénombrable,voirthéorèmeA.4page548.⟨10⟩.Cettedémonstrationestasseztechnique;onlatrouveradans[2,AnnexeB].
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361.ESPACESPROBABILISÉS•C’estcetteprobabilitéquel’onutiliserachaquefoisquel’onauraaﬀaireàunesuiteinﬁniedetiragesàpileouface.BienquelatribuTsoitdiﬃcileàvisualiser,onsecontenteraderetenir▷qu’ellecontientlescylindres(dontlesprobabilitéssecalculentaisémentetconformémentàl’intuition),▷ainsiquelerésultatélémentairesuivant:siuneinﬁnitédesymbolesestspéciﬁée,alorslaprobabilitédel’événementestnulle.Eneﬀet,si(kn)n⩾0estunesuitestrictementcroissantesdesymbolesetsionnoteA:=∞\i=1Ski=[∗···∗Sk1∗···∗Sk2∗···∗Ski∗···∗∗∗···],alorspourtoutn⩾1,onaparcroissanceetennotantα:=max(p,q)<1,0⩽P(A)⩽Pn\i=1Ski!=nYi=1ski⩽αn−−−−→n→∞0.1.2.cProbabilitéssurRRRRRRNousleverronsdèslesprochainschapitres,unevariablealéatoireXtransporteuneprobabilitéP(déﬁniesurunespaceprobabilisable(Ω,T))surl’espaceprobabilisableR,B(R).Aussil’étudedequelquesprobabilitésclassiquessurR,B(R)est-elleparticulièrementimportante.Exemple1.31(MesuredeLebesguesur[0;1[)Onmunitl’espaceΩ=[0;1]delatribudesboré-liens,c’est-à-direlatribuengendréeparlesintervalles(oulesouverts,etc)deΩ.Onnotetradition-nellementµlamesuredéﬁniesurcetespaceparlafonctionderépartitionF(x)=x,etonl’appellemesuredeLebesguesur[0;1].Ellevériﬁedoncµ[a;b]=µ[a;b[=µ]a;b]=µ]a;b[=b−a.Unrésultatclassiquedelathéoriedelamesuremontrequec’estuneprobabilitésur[0;1]munidelatribudesboréliens.C’estlaprobabilitélaplusnaturellequisepuisseimaginersur[0;1],cellequi«neprivilégieaucunpointspéciﬁque»;onl’appelleégalementlaprobabilitéuniformesur[0;1].C’estégalementellequiserviraàlaconstructiondevariablesaléatoiressuivantdesloisquel-conques,aussibiendupointdevuethéoriquequelorsdesimulationsinformatiques(paragraphe§8.4,page233).Exemple1.32(ProbabilitésdiscrètessurR)Soit{an;n∈N}unefamilledénombrablederéelsdis-tincts,et{pn;n∈N}unefamillederéelspositifstellequeP∞n=0pn=1—c’est-à-direungermedeprobabilités.Ondéﬁnit,surl’espaceprobabilisableR,P(R),laprobabilitéPenposant,pourtoutepartieAdeR:P(A)=Xk;ak∈Apk,oùlasommeestdéﬁniesurl’ensembledesindicesktelsqueak∈A(cettesommeestbiendéﬁnie).CelarevientàposerP=∞Xk=0pkδak.Exemple1.33(ProbabilitésàdensitésurR)Àl’opposéd’uneprobabilitéﬁnieoudiscrète,ontrouvelafamilledesprobabilitésditesabsolumentcontinues,ouencoreprobabilitésàdensité:cesontlesprobabilitésPpourlesquellesilexisteunefonctionf:R→R+mesurabletelleque∀x∈RF(x):=P]−∞;x]=Zx−∞f(t)dt.
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1.3.Notiondelimsupou:«inﬁnimentsouvent»37tf(t)xF(x)Lafonctionf,appeléedensitédelaprobabilitéP,estàvaleurspositivesetestégale,enpresquetouslesréels,àladérivéedeF.EllevériﬁedeplusZ+∞−∞f(t)dt=P(R)=1.OndémontrealorsquePesteﬀectivementuneprobabilitésurR,B(R),etquepourtoutborélienB,P(B)=ZBf=Z+∞−∞1B(t)f(t)dt.1.3Notiondelimsupou:«inﬁnimentsouvent»Unequestiontrèscouranteestlasuivante:quelleestlaprobabilitéque,parmilesévénementsA1,A2,...,An,...,uneinﬁnitéd’entreeuxseréalise?Notonsd’abordunrésultatélémentaire,quitraduitlefaitqu’unepartieAdeNestnonbornée(ouencore:inﬁnie)sietseulementsiA∩Jn;+∞Jestnonvidepourtoutentiern:■Lemme1.34—Ilyadisjonctiondecas:(a)soituneinﬁnitéd’événementsdelasuite(An)n⩾1seréalisent,(b)soitilexisteunentierNtelque,pourtoutn⩾N,l’événementAcnseréalise.Onnotera{An;i.s.}lepremierévénement,qu’onlira«Anseréaliseinﬁnimentsouvent»,et{Acn;àpcr}ledeuxième,qu’onlira«lesAcnsonttousréalisésàpartird’uncertainrang».Exemple1.35Considéronsunespaceprobabilisésurlequelexisteunesuite(Xn)n⩾1defonctionsàvaleursréelles.Enmettantdecôtétoutelaproblématiqueliéeàlatribu(lespartiesutilesdeΩsontsupposéesêtredesévénements),onchercheàdécrirel’ensembleBdesωtelsquelasuiteXn(ω)netendepasvers0.Pourunωﬁxé,ilyaéquivalenceentrelesénoncés(a)lasuiteXn(ω)netendpasvers0;(b)¬∀ε>0∃N∈N∗∀n⩾NXn(ω)⩽ε;(c)¬h∀ε∈Q∗+∃N∈N∗∀n⩾NXn(ω)⩽εi;(d)¬h∀ε∈Q∗+Xn(ω)⩽ε;àpcri;(e)∃ε∈Q∗+Xn(ω)>ε;i.s..Autrementdit,l’événement«Xn(ω)netendpasvers0»s’écrit[ε∈Q∗+Xn(ω)>ε;i.s..LepassageparQ∗+n’ad’autrebutqued’écrirenotreévénementsouslaformed’uneréuniondénom-brable.
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381.ESPACESPROBABILISÉSL’événement{Acn;àpcr}s’écritnaturellement∞[N=1↑«∃N»∞\n=N↑«∀n⩾N»Acnetdonc,enpassantaucomplémentaire,onalethéorèmesuivant:Théorème1.36—Soit(An)n⩾1unesuited’événements.Alors{An;i.s.}=∞\N=1∞[n=NAn.NotonsSn=∞Sn=NAn=supn⩾NAn.Alorslasuite(Sn)n⩾1estdécroissante,donc{An;i.s.}=limN↓SN=limN↓supn⩾NAn,cequijustiﬁeladéﬁnition:Déﬁnition1.37—L’ensemble{An;i.s.}estégalementappelélimsupdesAn,etnoté{An;i.s.}=limsupAn.Revenonsmaintenantà{An;àpcr}={Acn;i.s.}c=∞[N=1∞\n=NAn.Sil’onnoteIn=∞Tn=NAn=infn⩾NAn,lasuite(In)n⩾1estcroissanteet{An;àpcr}=limN↑IN=limN↑infn⩾NAn,cequijustiﬁeladéﬁnitionsuivante:Déﬁnition1.38—L’ensemble{An;àpcr}estégalementappeléliminfdesAn,etnoté{An;àpcr}=liminfAn.Enﬁn,pourlesapplicationsprobabilistes,ilestindispensablederemarquerque{An;i.s.}et{An;àpcr}sontdesévénements:Théorème1.39—SoitTunetribu.AlorsTeststableparpassageàlalimitesupérieureetàlalimiteinférieure:si(An)n⩾0estunesuited’élémentsdeT,alors{An;i.s.}et{An;àpcr}sontégalementdesélémentsdeT.JDémonstration:Aveclesnotationsprécédentes,lesélémentsSN=supn⩾NAnsontdanslatribu(stabilitéparuniondénombrable),donc{An;i.s.}l’estégalement(stabilitéparinter-sectiondénombrable).Ceraisonnementappliquéàlasuite(Acn)n⩾1montre,parpassageaucomplémentaire,que{An;àpcr}estencoredansT.K
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1.3.Notiondelimsupou:«inﬁnimentsouvent»39Thème2:ProblèmedelaruinedujoueurOnconsidèredeuxjoueurs,désignésparAetB,quis’aﬀrontentdansunepartiedepileouface,aveclesrèglessuivantes:▶LejoueurAdisposeaudépartdeneuros,lejoueurBdeN−neuros.▶LejeusedérouleenunesuccessiondemanchesopposantAetB;àchaquemanche,Agagneaveclaprobabilitép∈]0;1[,etperdaveclaprobabilitéq:=1−p.Leperdantd’unemanchedonneuneuroauvainqueur,etlejeus’arrêteaveclaruined’unjoueur.OnnoteanlaprobabilitéqueAgagnelejeulorsquesafortunededépartestdeneuros(lafortunetotaledesdeuxjoueursétantﬁxéeàN).•SilejoueurAgagnelapremièremanche(avecprobabilitép),alorsilseretrouveimmédiatementdanslapositiond’unjoueurdefortunen+1,quigagneralejeuavecprobabilitéan+1.•Siaucontraireilperdcettepremièremanche(avecprobabilitéq),alorsilseretrouveimmédiatementdanslapositiond’unjoueurdefortunen−1,quigagneralejeuavecprobabilitéan−1.Celanousfournitlarelationan=qan−1+pan+1.CetterelationderécurrenceapourpolynômecaractéristiqueQ=pX2−X+q,dontondoitdéterminerlesracines.Sil’onnevoitpasderacineévidente,onpeuttoujoursutiliserlaformulegénérale,etlesracinessont1±p1−4p(1−p)2p=1±p1−4p+4p22p=1±p(1−2p)22p=1±|1−2p|2p.Letermeenvaleurabsoluepeutêtrepositifounégatif,maislesracinesserontdanstouslescas1±(1−2p)2pc’est-à-dire1etλ:=1−pp=qp.Remarque1.40Ilparaîtquandmêmejudicieux,surtoutdansunproblèmedeprobabilités,devériﬁersiparhasard1n’estpasracineévidentedupolynôme.Lesrelationscoeﬃcients-racinesfournissentalorsimmédiatementlaseconderacine.Ondistingueensuitedeuxcas.▶Sip=12,Q=12(X−1)2possèdeuneracinedouble.Onvériﬁequean+1−anestunequantitéconstante,oubienoncherchelasolutionsousformeun=(αn+β)·1netontrouve,aveclesconditionsa0=0etaN=1:∀n∈[[0;N]]un=nN.Ainsi,unjoueurquiauraitlestroisquartsdelafortuneinitialepourraitruinerl’autreavecuneprobabilité0,75.
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401.ESPACESPROBABILISÉS▶Sip̸=12,onrecherchelessolutionssouslaformean=α+βλncequi,aveclesconditionsa0=0etaN=1donnean=1−λn1−λN.Onremarquealorsque,lorsquep>1/2,alors0⩽λ<1etlasuiteestconcave.Aucontraire,lorsquep<1/2,λ>1etlasuiteestconvexe(voirﬁgure1.3).(Onpeutégalementvériﬁerque,sip→1/2,alorsλ→1etundéveloppementlimitéredonnelerésultatprécédent.)Remarque1.41(Lapartieﬁnitpresquesûrement)Lemêmeraisonnementdonne,ennotantbnlaprobabilitéqueBgagnesachantquesafortunededépartestn,lamêmeexpressionenchangeantpen1−pou,cequirevientaumême,λenλ−1:bn=1−λ−n1−λ−Netalors,enréduisantaumêmedénominateur:an+bN−n=1.Ainsi,avecprobabilité1,lejoueurAgagneoulejoueurBgagne.End’autrestermes,commedanslecasd’uneinﬁnitédetiragespilelorsdelancersdepièce,lecasd’unepartieinﬁnieestpossible,maisdeprobabiliténulle.0510152025300.00.20.40.60.81.0p>1/2p<1/2p=1/2Figure1.3—Ruinedujoueur.OnaﬃchelaprobabilitéqueAgagnelapartie(c’est-à-direqueBsoitruinélepremier)enfonctiondesafortuneninitiale,lafortunetotaledeAetdeBétantconstanteégaleàN=30.Lesvaleursprisesparpsurlegraphesontp=0,48,p=0,5etp=0,52.
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Exercices41EXERCICES♦Exercice1.1(Problèmedufacteuretfonctionscroissantes)(⋆⋆)i)Unfacteurdistribueqprospectusindiscernablesdanspboîtesauxlettres,sanscontrainte.Quelleestlenombredepossibilitésdedistribution?ii)Combienya-t-ildefonctionsf:[[0;p]]→[[0;q]],croissantes,etvériﬁantf(0)=0etf(p)=q?iii)Combienya-t-ildetellesfonctionsstrictementcroissantes?♦Exercice1.2(⋆)Aulotod’unvillage,npersonnesparticipent.Leslotssontnombreux:onnoterleurnombreetonsupposequer⩾n.Pourladistribution,onchoisitrfoisauhasard(avecprobabilitéuniformeetdemanièreindépendantepourchaquetirage)undesparticipants.i)Donnerenfonctionderetnlaprobabilitéqu’unepersonneP1nereçoiveaucunlot,puiscellequek(1⩽k⩽n−1)personnesP1,P2,...,Pknereçoiventaucunlot.ii)Enutilisantlaformuleducrible,endéduirelaprobabilitéquechacunedesnpersonnesreçoiveaumoinsunlot.Onremarqueraquelaprobabilitéainsicalculéeestégalementlaprobabilitéqu’uneapplicationde[[1;r]]dans[[1;n]]soitsurjective.♦Exercice1.3(Continuitémonotoneen∅)(⋆⋆)Soit(Ω,T)unespaceprobabilisable.SoitP:T→R+uneapplicationadditiveettellequeP(Ω)=1.Montrerqu’ilyaéquivalenceentre(a)Pestσ-additive(b)pourtoutesuitedécroissante(An)n⩾0d’événementsdelimite∅,c’est-à-diretellequeTnAn=∅,onalimP(An)=0.♦Exercice1.4(Tribusdénombrables?)(K)SoitTunetribuauplusdénombrablesurunen-sembleE.Lebutdel’exerciceestdemontrerqueTestnécessairementﬁnie.Ainsi,toutetribuestﬁnieouindénombrable.i)Unrésultatpréliminaire:Soit{Fn;n∈N}unepartitiondénombrabled’unensembleA.OnnoteBlapluspetitetribucontenanttouslesFn.MontrerqueBn’estpasdénombrable.ii)Soita∈E.MontrerqueC(a):=\A∈T;a∈AAestélémentdeT.iii)OndéﬁnitsurElarelation∼para∼b⇐⇒b∈C(a).Montrerquec’estunerelationd’équivalence;endécrirelesclassesd’équivalence.iv)MontrerquelapluspetitetribucontenantP=C(a);a∈EestT;endéduirequeTestﬁnie.♦Exercice1.5(◦)Soit(An)n⩾0unesuited’événements.Onnote1AnlafonctionindicatricedeAn,c’est-à-direlafonctiondéﬁniepar1An(ω)=1siω∈Anet1An(ω)=0siω/∈An.Montrerque:i)liminfAn⊂limsupAn.ii)Si(An)n⩾0estcroissante,alorsliminfnAn=limsupnAn=limn↑An.iii)Si(An)n⩾0estdécroissante,alorsliminfnAn=limsupnAn=limn↓An.iv)1liminfAn=liminf1Anet1limsupAn=limsup1An.Cettedernièrepropriétérelielesdénominationsde«limitesupérieure»et«limiteinférieure»vuesicipourdesfamillesd’ensembles,àcellesconcernantlessuitesréelles.♦Exercice1.6(InégalitésdeFatou)(⋆)Soit(An)n⩾0unesuited’événementsde(Ω,T,P).MontrerqueP(liminfAn)⩽liminfP(An)⩽limsupP(An)⩽P(limsupAn).Endéduireque,silasuite(An)n⩾0converge(ausensoùliminfAn=limsupAn)alorslasuitedetermegénéralP(An)convergeetlimn→∞P(An)=P(limn→∞An).
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421.ESPACESPROBABILISÉS♦Exercice1.7(⋆⋆)OnnoteAl’ensembledespartiesdeAdeNadmettantunedensité,c’est-à-diretellesquelaquantitéδ(A):=limn→+∞A∩[[1;n]]nexiste.MontrerqueAn’estpaségaleàP(N).L’ensembleAest-ilunetribu?Indications♢Indication1.3:Onserappelleraquelaσ-additivitéestéquivalenteenréalitéàlacontinuitémonotonecroissanteetàladécroissante.♢Indication1.4:i)Bestexactementl’ensembledespartiesdelaformeSn∈IFnpourIparcourantP(N).ii)Ilsuﬃtdeprouverquel’intersectionestdénombrable.SOLUTIONS♦Solution1.1i)Dessinonslespboîtesauxlettresaumoyend’uncadre(engris)etdep−1cloisons(ennoir).Oncherchelenombredefaçondedistribuerqprospectusindiscernables,représentéssouslaformedeboules,tousidentique.Voiciuneconﬁgurationpossible,pourp=5etq=4.Convenonsmaintenantdecoderunetelleconﬁgurationenalignantsuccessivementp+q−1symboles,quipeuventêtreunecloison«»ouuneboule«».Parexemple,laconﬁgurationprécédentes’écritIlestclairquelepassaged’unereprésentationàl’autreestbieninversible.Déterminerlenombredeconﬁgurationsdesprospectusreviensdoncàdéterminerlamanièrededistribuerqsymboles«»parmilesp+q−1symboles.Lenombredepossibilitésdedistributionestdoncp+q−1q.(Ontrouverauneapplicationdecerésultatàl’exercice7.6page206.)ii)Pourdéterminerunetellefonction,ondoitdécider,pourchacunedesvaleurs1,...,p,lavaleurdusautf(k)−f(k−1),quiestunnombrepositifounul;lasommedetouslessautsdoitêtreégaleàf(p)−f(0)=q.Ainsi,l’exempleprécédentcodelafonctionsuivante:kf(k)01234501234
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Exercices43Onestdoncramenésauproblèmededistribuerq«sautsunités»surpemplacements(chaqueemplacementpouvantrecevoirplusieurssauts).Ilyadoncp+q−1qfonctionspossibles.iii)Unefonctionf:[[0;p]]→[[0;q]]eststrictementcroissantesietseulementsig:=f−Idestcroissante(ondoitalorsévidemmentavoirq⩾p);lafonctiongvériﬁeg(0)=0etg(p)=q−p.Plusprécisément,l’applicationf7→f−Idétablitunebijectiondel’ensembledesfonctionsstrictementcroissantesvériﬁantf(0)=0etf(p)=q,etl’ensembledesfonctionscroissantesvériﬁantg(0)=0etg(p)=q−p.kf(k)q01234501234567kg(k)=f(k)−kq−p01234501234567Lerésultatprécédentmontredoncqu’ilexisteq−1q−p=q−1p−1fonctionsstrictementcroissantes.♦Solution1.2Puisquel’onnetravailleiciqu’avecunnombreﬁnidepossibilités,onpeutmodéliserl’expérienceavecununiversΩﬁni,munidelatributrivialeT=P(Ω).i)LapersonneP1nereçoitaucunlotlorsqu’elleestsuccessivementperdanteàchacundesrtirages,doncaveclaprobabilité(1−1/n)r.Demême,P1,...,Pknereçoiventaucunlotaupremiertirageaveclaprobabilité1−k/n,etàaucundesrtiragessuccessifsavecleprobabilité(1−k/n)r.ii)Pouri=1,...,n,notonsBil’événementBi:«lapersonnePin’apaseudelot».Alors,l’événementA:«chacunedesnpersonnesreçoitunlot»s’écritA=B1∪B2∪···∪Bn.LesévénementsBin’étantpasincompatibles,oninvoquelaformuleducrible:P(A)=nXk=1(−1)k+1X1⩽i1<···<ik⩽nPBi1∩···∩Bik.Pourunevaleurdekﬁxéeetpourdesindicesi1,...,ikﬁxéségalement,puisquetouslesparticipantsjouentdesrôlessymétriques,PBi1∩···∩Bik=PB1∩···∩Bk=n−knr.Deplus,toujourspourkﬁxé,ilyankmanièresdechoisirlesindicesordonnés(eneﬀet,ilyaautantdemanièresdechoisirkindicesordonnésdanslesenscroissantquedemanièresdechoisirunensembledekindicesdistincts).OnendéduitqueP(A)=nXk=1(−1)k+1nkn−knr.Parpassageaucomplémentaire,P(A)=1−nXk=1(−1)k+1nkn−knr=nXk=0(−1)knkn−knr.
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441.ESPACESPROBABILISÉS♦Solution1.3Supposonslacontinuitémonotoneen∅.Soit(Bn)n⩾0unesuitecroissanted’élémentsdeT,etposonsB=limn→∞↑Bn=∞[n=0Bn.Onpeutalorsécrirepourtoutn∈N:B=(B−Bn)⊔Bn.Lasuitedetermegénéral(B−Bn)estdécroissanteetdelimite∅etlapropriétéd’additivitépermetd’écrirequeP(B)=P(B−Bn)+P(Bn),doncP(Bn)=P(B)−P(B−Bn)−−−−→n→∞P(B).Réciproquement,laσ-additivitéimpliquelacontinuitémonotonedécroissante,quiimpliqueévi-demmentlapropriétévoulue.♦Solution1.4.i)Bestexactementl’ensembledespartiesdelaformeSn∈IFnpourIparcourantP(N).Ainsi,BestenbijectionavecP(N)quiestnondénombrable.ii)L’élémentA=EestdansTeta∈A,doncC(a)estnonvide.Ensuite,Tétantdénombrable,C(a)estuneintersectiondénombrabled’élémentsdeT,doncestélémentdeT.C(a)estdonc«lepluspetitévénementcontenanta».iii)Onvériﬁerapidementquea∼bsietseulementsiC(a)=C(b).LaclassedeaestexactementC(a).iv)L’ensemblePestunepartitiondeE,dénombrableentantquepartiedeT.Latribuengendréeσ(P)estévidemmentinclusedansT.Réciproquement,soitA∈T,alorsA=Sa∈AC(a)∈σ(P).Ainsi,σ(P)=T.OrsiTétaitdénombrablemaisinﬁnie,alorsPseraitégalementdecardinalinﬁni,doncd’aprèslapremièrequestion,T=σ(P)seraitnondénombrable:contradiction.♦Solution1.6NotonsBn:=T∞k=nAketCn:=S∞k=nAk,etmontronschacunedesinégalités:•Toutd’abord,lasuitedetermegénéralSNn=0Bnestcroissante,etsaréunionest,pardéﬁni-tion,liminfAn:N[n=0Bn↑B:=liminfnAn.Parcontinuitémonotone,P(Bn)=P∞\k=nAk!−−−−→n→∞P(B),orBn⊂Akpourk⩾n,doncP(Bn)⩽P(Ak)pourtoutk⩾n,c’est-à-direqueP(Bn)⩽infk⩾nP(Ak).Parcontinuitémonotonecroissante,onpeutpasseràlalimitepourconclurequeP(B)⩽liminfP(An).•L’inégalitéliminfP(An)⩽limsupP(An)estimmédiate:sil’onnotesn=supk⩾nP(Ak)etin=infk⩾nP(Ak),alorsin⩽snetliminfP(An):=limn→∞in⩽limn→∞sn=:limsupP(An).•Demême,TNn=0Cn↓limsupnAn=C,doncP(Cn)=P∞[k=nAk!−−−−→n→∞P(C),orCn⊃Akpourk⩾n,doncP(Cn)⩾P(Ck)etﬁnalement,P(Cn)⩾supk⩾nP(Ak),puisonpasseàlalimite.
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Exercices45Ainsi,onabienprouvéP(liminfAn)⩽liminfliminfP(An)⩽limsupP(An)⩽P(limsupAn).Enﬁnsi(An)n⩾0converge,alorslepremieretlederniermembresontégaux,donclesmembresintermédiairesaussi,cequimontrequelimn→∞P(An)=Plimn→∞An.♦Solution1.7OnfabriqueunepartieAenréunissantunecollectiond’intervallesentiersdetaillerapidementcroissante,lesmorceauxétanttroisfoisplusgrandschaquefois,alternativementvidesetpleins:A={1}⊔∞Gn=1y42n−1;42ny.AlorsA∩1;42nn⩾34etA∩1;42n−1n⩽14cequimontrequeA/∈A.CommedeplusAn:=y42n−1;42ny∈Apourtoutn,onendéduitqueAn’estpasstableparréuniondénombrable,doncn’estpastribu.
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482.CONDITIONNEMENTETINDÉPENDANCED’ÉVÉNEMENTS2.1Probabilitésconditionnelles2.1.aIntuitiondedéﬁnitionSoit(Ω,T,P)unespaceprobabilisé,etsoitAunévénementﬁxé,deprobabilitéstrictementpositive.Sil’onchercheàmodéliserintuitivementlecalculdelaprobabilitéd’unévéne-mentB,sachantqueAestréalisé⟨1⟩,onpeutfairel’expériencedepenséesuivante:•onrépèteun«grandnombre»ndefoisunemêmeexpérience;•onoublietoutescellespourlesquellesAn’estpasréalisé,etonnotealenombred’expériencesretenues;•oncomptealors,parmicesaexpériences,lenombrebdefoisqueBestréalisé.OnaccèdeintuitivementàlaprobabilitédeBsachantqueAestréaliséparlerapportb/a(nombredesuccèssurnombretotald’expériencesretenues).Enécrivantba=b/na/n,onconçoitquelamanière«naturelle»dedéﬁnirlaprobabilitédeBsachantAestdedécréterqu’elleestégaleP(A∩B)/P(A).Déﬁnition2.1—SoitAunévénementdeprobabiliténonnulle:P(A)>0.PourtoutévénementB,ondéﬁnitlaprobabilitéconditionnelledeBsachantAcommeleréel,notéPA(B)ouP(B|A),valantPA(B)=P(B|A):=P(A∩B)P(A).Théorème2.2—L’applicationPA:T−→[0;1],B7−→P(B|A)estuneprobabilitésur(Ω,T);onl’appelleprobabilitéconditionnellesachantA,ouencoreprobabilitéconditionnéeparA.JDémonstration:Vériﬁonsexplicitementquelestroisaxiomesdéﬁnissantuneprobabilitésontbienrespectés.•PAestbienàvaleurspositives.•DeplusPA(Ω)=P(Ω∩A)P(A)=P(A)P(A)=1.•Enﬁn,si(Bn)n⩾0estunesuited’élémentsdeuxàdeuxdisjointsdeT,alorslesBn∩A⟨1⟩.Prenonsl’exempled’untiragededé,onpeutconsidérerl’événementB«le6sort»,dontoncherchelaprobababilitésachantquel’événementA,déﬁniepar«unnombrepairsort»,estréalisé.
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