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Matematica Basica

PROLOGO

En este texto MATEMATICA BASICA (Algebra) 3a. Ed. actua-
lizada con Modelizaciones se estudian temas que se dictan en cursos iniciales de
matematicas universitarias, en las carreras de ciencias exactas y naturales, inge-
nieria, informatica, economia, administracion, etc.

Los conceptos matematicos son presentados como una prolongacion natural de lo
que se aprendid en los estudios secundarios y preuniversitarios.

Este libro esta dirigido no solamente a los estudiantes que lle-
van cursos con las materias aqui tratadas sino también a formar profesores que
quieran transmitir las matematicas con la seguridad, la fluidez y la alegria que
nos caracteriza.

El Capitulo [1] estudia la Légica Simbélica (Logica Matema-
tica) presentando las proposiciones logicas, sus variables, los conectivos
logicos y otros operadores matematicos aplicados a ellas. Se construyen Inferen-
cias Logicas y se analiza su validez o invalidez con total precision. Es el soporte
principal de la creacion de algoritmos en el campo de la informatica.

El Capitulo [2] estudia los Conjuntos como objetos que agru-
pan otros objetos de una misma especie denominados elementos. Se muestran las
relaciones de inclusion (subconjuntos) y pertenencia entre estos objetos. Se de-
finen las operaciones entre conjuntos como unién, interseccidon, complemen-
tacion, en términos de la Logica Simbolica.

Cuando llegues a las leyes del dlgebra de conjuntos te sorprendera ver que son
completamente andlogas a las leyes del dlgebra de proposiciones logicas del ca-
pitulo 1, como si se vieran reflejadas en un mismo espejo o como si fueran her-
manas gemelas.

En el Capitulo [3] se estudia el Sistema de los Nimeros
Reales, sus axiomas, las propiedades de la suma y multiplicacion y la relacion
de orden “menor que” entre estos nimeros.

En el Capitulo [4], Ecuaciones Polinémicas, se estudian los
Polinomios, la naturaleza de sus raices y las relaciones entre sus raices y coefi-
cientes, asi como los métodos para factorizarlos. Hallards aqui dos nuevas e
interesantes secciones, la Seccion 4 , Modelizacion con Ecuaciones Lineales, y
la Seccion 5 , Modelizacion con Sistemas de Ecuaciones Lineales, con muchos
problemas disefiados en el entorno de la Modelizaciéon Matemdtica y que ilus-
tran su aplicacion a situaciones con aproximacion a la vida real.
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El Capitulo [5], La Ecuacién de Segundo Grado, como com-
plemento necesario del capitulo 4 previo, estudia ampliamente el trinomio cua-

dratico ax? + bx +c vy las propiedades de su discriminante destinadas a cono-
cer sus raices.

Veras otra seccion nueva, Aplicaciones y Modelizacion, con muchos problemas
de esta clase, con sus respectivas resoluciones, y donde aparece una ecuacidn
cuadratica, se elige una de sus soluciones y se le interpreta en el contexto del
problema.

El Capitulo [6], Desigualdades e Inecuaciones, estudia las
propiedades y teoremas que involucran desigualdades, apoyadas en los axiomas
de la relacion de orden “menor que”, con la finalidad de establecer métodos de
resolucion de inecuaciones polinémicas y racionales.

En el Capitulo [7] se estudian métodos para resolver Ecuacio-
nes e Inecuaciones con Radicales, y en el Capitulo [9] se presentan métodos
para resolver Ecuaciones e Inecuaciones Exponenciales.

El Capitulo [8] estd dedicado al estudio de las propiedades
del Valor Absoluto y del Mdximo Entero de un numero real; se resuelven
ecuaciones e inecuaciones que contienen el operador Valor Absoluto asi como el
operador Maximo Entero.

Los Capitulos [10] y [11], estudian las Relaciones en el
plano cartesiano, sus graficas y sus propiedades. El Capitulo [12], esta dedicado
al estudio minucioso de las Funciones y sus graficas; incluye las funciones pa-
res, impares, periodicas, el algebra de funciones, la composicion de funciones,
las funciones univalentes, suryectivas y biyectivas, las funciones crecientes y
decrecientes 'y un amplio analisis de la funcion inversa de una funcion univa-
lente.

En la seccion [13] de este Capitulo [12] se definen los con-
ceptos del Logaritmo y de la Base de un Logaritmo; se estudian las leyes,
propiedades de los logaritmos y las férmulas para cambio de base de logaritmos.

En la seccion [13.5] presento la definicion del magico numero de Euler e , el
cual sera la base de los logaritmos naturales (o neperianos).

Con estos elementos se estudian las Funciones Exponenciales y las Funciones
Logaritmicas en general, sus propiedades y los fundamentos para la resolucion
de ecuaciones e inecuaciones logaritmicas.

A continuacidn de este prologo te muestro detalles de este ma-
gico Numero de FEuler e , cual es su valor numérico, las formas de
calcularlo, incluso una forma de memorizar sus primeros doce digitos
decimales. Este nimero es sumamente importante en la ciencia, la tec-
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nologia, la biologia, etc., asi como en las finanzas, y especificamente,
en el Interés Compuesto continuo.

En el Capitulo [13], Aplicaciones Exponenciales y Logarit-
micas, presento por primera vez un completo estudio matematico del Interés
Compuesto financiero, por la importancia real que tiene el aspecto econémico en
la vida cotidiana de las personas y de las empresas.

Ademas, incluyo problemas de desintegracion radiactiva, crecimiento poblacio-
nal y de cultivo de bacterias, asi como de depreciacion de maquinaria industrial.

El Capitulo [14] , Andlisis Combinatorio, estudia los métodos
para contar, “sin contar uno por uno” , la cantidad de posibles ordenamientos,
selecciones o agrupaciones (permutaciones, variaciones, combinaciones) de los
elementos de un conjunto finito.

Los factoriales y los nimeros combinatorios son la esencia de estos calculos, asi
como para construir los coeficientes binomiales y multinomiales en el desarrollo
del Binomio de Newton y de su generalizacion, el Multinomio de Newton, res-
pectivamente.

También incluye el estudio de como calcular el numero de particiones ordenadas
asi como el de las particiones no ordenadas de un conjunto finito.

Estos conocimientos te permitiran acceder al fascinante universo del Célculo de
Probabilidades Discretas.

Todos los capitulos contienen una o varias Series de Ejercicios
Propuestos, seguidos de sus correspondientes Claves de Respuestas, y resolucio-
nes en muchos casos, que permiten aclarar las dudas del estudiante y afianzar su
aprendizaje.

Again, todo mi amor y admiracion a mi adorable esposa Anita
Maria Vargas Loayza, Licenciada en Educacion (UNMSM) por ser aquella ma-
ravillosa arquitecta venida de las estrellas para hacer que esta nueva obra se
convierta en una grata realidad. Es ella quien, con su especial carifio y mistica
dedicacion, llevo a cabo la revision matematica y lexicografica asi como todo lo
relacionado a la diagramacion e impresion del libro.

Setiembre, 2026 Jesiis Armando Venero Baldedn

( ElprofeVenero )
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EL MAGICO NUMERO e

Leonhard Euler (1707-1783) descubri6 este nimero especial
cuando estudiaba la exponencial siguiente asignandole valores n cada vez mas
grandes ilimitadamente, tanto positivos como negativos

™ (1+L)n, n—+oo ,esdecir e = lim (1+L)n
n n — + o n

observando que tomaba valores crecientes, pero siempre entre 2 y 3.

Demostré que € es un numero irracional pues no es un numero decimal exacto
ni tiene periodo y que es ademas un numero trascendente pues no es raiz de nin-
gun polinomio con coeficientes racionales.

Su valor decimal truncado hasta los primeros quince digitos decimales es

e = 2,718281828459045 ...

Puedes notar que, después de 2,7 aparece dos veces el bloque 1828 y luego
aparecen los legendarios numeros 45 90 45 . Veamos otras formas de calcularlo.

1 1 1 1
2 e=—+—+—+—4+—+... +—+ ...
0! 1! 2! 3! 4! n!
(3) Como fraccidon continua infinita
e=1[2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,(1,2n,1), ... 1, n=5,6,7, ...

e =2+ 1 . B=1+ - , A=1+ 1
1 ! 4+ 1+
N 1 1+ ! 8+ !
2+ 1 1
1+L 1+ ; 1+ .
6+— 1+ —
B AT
(4) Como otra fraccion continua infinita
e=1+2=([1;6,10,14,18,22,6+4n,...]) para n=5,6,7, ...
Truncando hasta n= 4, € = 2,718281828 con una calculadora :
1 1
6:1—&-2+(1+—1 , donde A:14+—1
6 ——— 18 + —
22

10+L)
A
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2. La Verdadera Fuerza que mueve el Universo.

LA VOLUNTAD

. La Voluntad es la Fuerza del Espiritu.

. La Voluntad es vencer en las pequefias cosas, para
poder vencer en las grandes.

. La Voluntad es el triunfo del espiritu sobre la

materia.

. Porque no hay mayor batalla que aquella que se libra
consigo mismo.

. La Voluntad es la victoria mds grande en la lucha de
la Existencia.

. Ella es la fuerza que mueve todas las cosas.

. Es la fuerza que acompaiia al Hombre en su camino al
infinito.

”»

“Hacia un Despertar ...
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Cap. 1 Légica Simbolica 1

LOGICA
SIMBOLICA

En la actualidad, el estudio serio de cualquier tema tanto en el campo de
las Humanidades como en el de las Ciencias y la Técnica requiere conocer los funda-
mentos y métodos del razonamiento légico preciso que permita al estudiante o al
profesional extraer y depurar sus conclusiones evitando el riesgo de modificar en forma
equivocada la informacion que posee.

Esto es alin mas evidente en esta era de la Informatica, herramienta que es
empleada en todos los campos del desarrollo de una sociedad, y que por la velocidad a
la cual se procesan los datos cualquier error de l6gica simbélica (légica matemati-
ca) puede originar problemas técnicos y por lo tanto sociales y econémicos.

En este capitulo presentaremos la teoria minima necesaria de la légica
formal que sera de suma utilidad para tales fines.

1. PROPOSICIONES LOGICAS

Son aquellas expresiones u oraciones que pueden ser calificadas bien como
verdaderas o bien como falsas, sin ambigliedades. Las proposiciones légicas seran
denotadas con letras minusculas generalmente:

P, q, r, ..., efc

A la veracidad o falsedad de un enunciado (proposicién) se le denomina valor verita-
tivo o valor de verdad.

EJEMPLOS DE PROPOSICIONES LOGICAS

p: 17-6 =11 ... VERDADERA (V)
q: Viena es la capital de Austria ... VERDADERA (V)
r: 117 + 319 = 426 ... FALSA (F)

EJEMPLOS DE EXPRESIONES QUE NO SON PROPOSICIONES LOGICAS

“Buenos dias " , “No faltes " “¢ Quién llamé por teléfono? ”
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Estas expresiones no son proposiciones légicas debido a que no es posible asignarles
un valor definido de verdad o de falsedad.

&5 NOTA 1.- En resumen, las Proposiciones Lagicas son expresiones de las que tie-
ne sentido decir que son verdaderas o que son falsas.
También se les denomina simplemente PROPOSICIONES.

1.1 DEFINICION.- Se llaman VALORES VERITATIVOS o VALORES DE VERDAD de una
Proposicién a sus dos valores posibles: verdadero o falso. Estos
posibles valores se pueden esquematizar en una TABLA DE VERDAD como sigue:

p

1.2 CLASES DE PROPOSICIONES LOGICAS
a) PROPOSICIONES SIMPLES o ATOMICAS.- Son aquellas que se pueden represen-
tar por una sola variable, es decir, por una sola letra como
p: 1+4 =35

b) PROPOSICIONES COMPUESTAS o MOLECULARES.- Son aquellas que se pueden
representar por lo menos por una variable y algin o algunos de los simbolos que
representan a las palabras siguientes:

no , implica , o, y., siy solosi .

2. PROPOSICIONES COMPUESTAS BASICAS

2.1 LA NEGACION Dada una proposicion p, se denomina LA NEGACION de p,
a otra proposicion denotada por: ~p , y que le asigna el va-
lor veritativo opuesto al de p. Su tabla de verdad es:

p ~p Esta proposicion ~ p es también
- F leida como:
“no p’
F v “no es cierto que p”.
EJEMPLO. - Sean las proposiciones p: 3 x 4 = 12 (V)

q: Helsinki es la capital de Polonia (F)
Sus negaciones son:
~p : Noesciertoque 3x 4 =12 [osino, 3 x 4 # 12] (F)
~q : Helsinki no es la capital de Polonia (V)
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La dltima negacion ~q es verdadera pues la ciudad de Helsinki es la capital de
Finlandia.

2.2 LADISYUNCION Seledenota "p v q" yselee "poq". Esuna
proposicion compuesta por las proposiciones p y q ,
ambas conectadas por la palabra "o" , en el sentido inclusivo

de y/o, y esta definida por la siguiente condicion:

“La proposicion p v q es falsa Unicamente enel casoenque p y q son
ambas falsas ; en cualquier otro caso es verdadera.”

En su tabla de verdad se anotan sus valores para todas las posibles combinaciones de
valores veritativos de p y de q como sigue:

p q p VvV q
A2 I A%

\% F \Y%

F |V Vo (%)
F F F

Por ejemplo, correspondiente a la combinaciéon (x) de la tercera fila:

p : 8 es menor que 5 .. (F)
q : 6 €s mayor que 3 o (V)
pVvaq : 8 esmenorque 5 o 6 es mayor que 3 v (V)

2.3 LA CONJUNCION  Selesimboliza "p A q", yseleecomo "py q"

Se le define como una nueva proposicion que resulta ver-
dadera (V) en el Gnico caso en que las proposiciones componentes p y q

son ambas verdaderas (V). En todos los demas casos es falsa ( F).

Su tabla de verdad es:

oy < <|m
m o< oo <|ae
oo™ < >
—
X

Por ejemplo,si  p : 15012 es multiplo de 3 o (V)
q: 4+7 =12 .. (F

PAQ: 15012 es multiplode 3y 4+ 7 =12 .. (F)
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2.4 LA CONDICIONAL
Se le simboliza "p — q" yselee "si p entonces q".

Es una nueva proposicion compuesta que es falsa Unicamente en el caso en que la
proposicion p es verdadera y la proposicion q es falsa. Su tabla de verdad es

bl1d p - 4a La proposicién p es llamada ANTECEDENTE y
V]V A la proposicion q CONSECUENTE

v F F

F|V A%

F F \%

@ OBSERVACIONES

1) Segun las dos ultimas filas de la tabla de verdad, basta que el antecedente p

sea falso para que toda la condicional sea verdadera, independientemente del va-
lor del consecuente q .

2) De las filas primera y tercera se concluye que es suficiente que el consecuente
q sea verdadero para que la condicional resulte verdadera.

3) Segun la dltima fila, en el casoenque p y q sean ambas falsas, la condicio-
nal resulta verdadera.

En resumen, el Unico caso en que un procedimiento de deduc-
cion es incorrecto ocurre cuando a partir de una informacién verdadera se concluye una
falsedad. Esta proposicion p — q también se lee de las siguientes maneras:

“ p implica q ", p es una condicion suficiente para que q ” ,

q amenosque ~p ", " q es una condicién necesaria para que p ",

“ Es suficiente que p para que q”.

EJEMPLOS.- Explique por qué las condicionales siguientes tienen los valores veritati-
vos indicados:

a 2+3=8 - 5<6 (V)
b) 3-1=4 — 2%< 2?3 (V)
c) Si 5 esprimo entonces 51 esun numero par (F)

Estas condicionales tienen los valores de verdad indicados debido a que

a) p esfalsa y q verdadera : condicional verdadera
b) p esfalsa y q falsa . condicional verdadera
c¢) p esverdadera y q falsa : condicional falsa
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PROBLEMA 1.- Utilizar las palabras “Si ... entonces ... ”, para expresar de otra

manera equivalente la proposicion “ Yo no me presento al examen de
Quimica mafiana a menos que lo posterguen una semana.”

SOLUCION . Sean q : Yo no me presento al examen de Quimica mafiana

p : No postergaran el examen una semana,
entonces la proposiciéon dada corresponde a: “ q a menos que ~p ", la cual preci-
samente se simboliza por: "p — q". Asitenemos el enunciado equivalente:

“ 8i no postergan el examen de Quimica una semana entonces yo no me pre-
sento a dicho examen mafiana.”

2.5 LA BICONDICIONAL Sedenota "p < q", yselee “p siysolosi q".

Es aquella proposicion compuesta que es verdadera en
los casos en que ambas p y q tienen valores veritativos iguales (ambas verdade-

ras o ambas falsas); y es falsa en los casos donde p y q tienen valores veritativos
opuestos. Su tabla de verdad es :

p q Pp—dq También se lee como:
Vv A% v “p siysolosi q”
v F F “ p esuna condicion necesaria y
Flv F suficiente para q .
F F \Y%

Por ejemplo, p: 2< 4 (V)

q: 246< 446 (V)

P < q: 2 < 4 siysolamentesi 2+ 6 < 4+ 6 (V)

2.6 LA DISYUNCION EXCLUSIVA Seledenota "p A q" , vy selee:

“ O bien p o bien q ".

Es aquella proposicién que es verdadera en los casos en que ambas proposiciones p y
q tengan valores veritativos opuestos, y es falsa si ambas tienen idénticos valores

de verdad. Su tabla de verdad es :

pAg

el
Na)

También recibe el nombre de
DIFERENCIA SIMETRICA

o< <
o< o<
o< <o
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2.7 CONECTIVOS LOGICOS  Se llaman asi a los simbolos:
V., A, >, ,~,A.

3. PROPOSICIONES COMPUESTAS

Utilizando los conectivos I6gicos se puede combinar cual-
quier cantidad finita de proposiciones compuestas basicas para obtener otras cuyos
valores de verdad pueden ser conocidos construyendo sus tablas de verdad.

Ahi se indican los valores resultantes de estas proposiciones compuestas para todas las
combinaciones posibles de valores de verdad de las proposiciones componentes.

Veamos la tabla de verdad de la proposicion compuesta [(~p) vV q] — (r A p)

pla]|r|~P|(~p)Vag]|rap|[(~p)Vql — (rADp)
viv]|v]|] F \Y \Y v
viv]|F| F v F F
virF|Vv]|] F F \Y A
viF|F| F F F v
FlVv|v]| Vv Y F F
F|V|F| Vv v F F
F|F|V]| Vv \% F F
F|F|F| Vv \Y F F

EJERCICIO.- Sean p: 8 esunnumero par,
q : 8 eselproducto de dos enteros.

Traduzca en simbolos cada una de las siguientes proposiciones:

a) 8 esunnumero par o es un producto de dos enteros.

b) 8 esimpar y es un producto de dos enteros.

c) 8 espary unproducto de dos enteros o es un nimero impar y no un producto de
dos enteros.

RPTA: a) pVv q |, b) (~p)Aaqg, ¢ (PAQ V [(~p) A ~q].

PROBLEMA 1.- Sean p, q y r tres proposiciones tales que p es verdadera, g

es falsa y r esfalsa. Indique cuales de las siguientes proposi -
ciones son verdaderas:

a) (pvqvr b) (~p) Vv (qATr)
c) [(pAq)V ((~p) A ~q)1 A [((~p) A q)V ((~q) A p)]
d [(~p)V ~ql A (pV ~r)A(qQV )]

SOLUCION.
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a) Verdadera, pues (p vV q) VvV r
! ! !
(V v F) V F
! !
v v F
!
v , verdadera
b)  Esta proposicion es Falsa, pues: (~p) Vv (gAT)
F v F

F

¢) Como esta proposicion esta constituida por proposiciones compuestas entre dos
corchetes unidos por una conjuncion A , 'y como el primero de tales corchetes
es falso (;por qué?) entonces toda la proposicion (b) seréa falsa , independien-
temente del valor de la proposicion compuesta del segundo corchete.

d) Esta proposicion también es falsa, en forma analoga a (c), puesto que
(q v r) es falsa.

PROBLEMA 2.- Halle el valor de verdad de la proposicién:
(W> \/E/\ 1>0) — [\/EZW\/ (1/44 < 1/\/5<—> 71<0)]

SOLUCION. De 47 — 427 — 224 _ 22 _ 3 | setiene que ¥4 > V2
y 1/ s < 1/«/5 son ambas falsas. Sin embargo, «/3 > ‘i/Z
es verdadera pues > quiere decir: (>) o (=).
Asi, la proposicién dada tiene el valor siguiente:
(FAV) - [V V (Fe V)
F — [V V (Fe V)]
y segun una de las OBSERVACIONES de la seccion [2] , es suficiente que el antece-
dente sea falso para que toda la condicional sea verdadera..
3.1 JERARQUIA DE LOS CONECTIVOS LOGICOS

Cuando en una proposicion compuesta se tiene varios conectivos 16-
gicos, las operaciones se realizan luego de colocar los paréntesis adecuadamente
comenzando con las proposiciones que se encuentran dentro de los paréntesis interio-
res. Siguen todas las negaciones y luego se avanza de izquierda a derecha.
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Los corchetes son considerados como paréntesis.

PROBLEMA 3.- Sean p,q,r,s Yy n cinco proposiciones légicas. Si el valor

de verdad de cada una de las proposiciones siguientes (a) y (b)
es falsa:

a) [~p—-qQ—r1]—= (sAr), b) ~pVvq,
icudl es el valor de verdad de (c) y (d) ?:

¢) [(n—=p)A ~r] - p, d s - (p < 1)
SOLUCION. Que la condicional (a) sea FALSA quiere decir que

~(p—q) —r es V =) y
S AT es F (x%)

Como ~p Vv q es F por hipétesis, entonces ambas ~p y q son
F esdecir, pes V y q es F, dedonderesultaque ~(p — q) €s V y
por lo tanto, r es V. Luego, de (xx) resultaque s es F. Asi,la condicional
(c) resulta Vv, pues el antecedente es F, yaque ~r es F, independientemente de
los valoresde ny p.

Asimismo, la condicional (d) resulta también verdadera ( V), pues su
antecedente s es falso (F).

4. TAUTOLOGIA Y CONTRADICCION

A toda proposicién simple o compuesta cuyo valor es siempre VER-
DADERO para cualquier combinacion de valores veritativos de sus componentes se le
llama TAUTOLOGIA vy se le denota simplemente por V.

A toda proposicion que es siempre FALSA para todas las combina-
ciones de valores veritativos de sus componentes se le llama CONTRADICCION, y se le
denota simplemente por F.

Una proposicion cuya tabla de verdad contiene al menos un V vy al
menos un F recibe el nombre de CONTINGENCIA.

EJEMPLO 1.- La proposicion: [((~p) vV q) A ~q] — ~p esuna TAUTOLOGIA.

Plq| ~p | ~q| (~p)V q [((~p)V@IA~q] - ~p
V|V| F F \% F \% F
V|F| F \Y F F \Y F
F|V| V F A% F Y v
F|F| Vv \Y \Y \Y \Y \%
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EJEMPLO 2.- La proposicion [(pAq) VvV q] A ~q esuna CONTRADICCION :

Plda|~d| pagq (pAra@) Vvag |[(prg)Vvagl A ~q
V| V| F \Y \Y F
V|F| V F F F
F|V| F F \Y F
F|F| Vv F F F

5. IMPLICACION LOGICA Y EQUIVALENCIA LOGICA

Se llama IMPLICACION LOGICA (o simplemente IMPLICACION ) a toda con-
dicional p — q que sea tautologia ; A esta condicional sele denota p = q .

Como ejemplo de IMPLICACION se tiene [((~p)V @) A ~q] = ~p ,
cuya tabla de verdad esta mostrada en el Ejemplo [1].

Se llama EQUIVALENCIA LOGICA ( o simplemente EQUIVALENCIA ) a toda bi-
condicional p < q que sea tautologia, denotdndose entalcaso p < q.
Un ejemplo de Equivalencia Ldgica es:

pA(PpVg) & p

P|laq| pVva pA(PVg < p
V|V v \Y ViV
VI|F \Y Y ViV
F |V v F V! F
F | F F F Vi F

6. PROPOSICIONES LOGICAMENTE EQUIVALENTES

Dos proposiciones p y q sellaman EQUIVALENTES (o Légica-
mente Equivalentes) si sus tablas de verdad son idénticas, en cuyo caso se simboliza

P =49

EJEMPLO 1.-  Las proposiciones (p — q) ¥ [(~q) — ~p] son EQUIVA-

LENTES pues sus tablas de verdad resultantes son idénticas, como
se puede ver en el cuadro de la siguiente pagina.

Porlotanto, (p — q) = [(~q) — (~p)]
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momo < <| T
o< o< e
< < =<
< m <
< < =<
< < =™ =

L Idénticas ,T

&5 NOTA 1.- Esta Gltima Equivalencia de ( Ejemplo 1) es muy importante en lo que
a demostraciones de teoremas o resultados en general respecta, pues
viene a ser la base del llamado método de demostracién por REDUC-
CION AL ABSURDO que es una forma indirecta de un proceso de
demostracion, y que ilustraremos varias veces en el desarrollo del libro.

&5 NOTA 2.- Un par de Proposiciones Equivalentes p = q producen siempre una
Equivalencia Légica p < q Y viceversa. Por esta razén cuando hay
una Equivalencia Légica entre p y q también se dice que: p = q.

7. LEYES DEL ALGEBRA PROPOSICIONAL
Son ciertas Equivalencias Logicas que las representaremos a

continuacion y cuya demostracion es facil de realizar exhibiendo sus tablas veritativas
correspondientes.

la. PV p = p

2a. p VvV q = q V p

3a. (pvqgqvr = p VvV (qVvr)

4. pvi(gAar) = (pva A(pVr)
Sa. pVvV F = p

6a. pVv V =V

7a. p Vv (~p) =V

8a. ~(~p) = p

Ib. pAD p

2b. pAQq = qA D

3b. (p A q) AT = pA(qAT)

4b. pA(qvr) = (PAQV(pPAT)
5b. pA F = F

6b. pAV = p

7b.  p A (~p) = F

8b. ~V = F ; ~F =V

9a. ~(pva) = (~p)A(~q) } Leyes de DE MORGAN
9b. ~(p A Qq) = (~p)Vv (~q)
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Como es valido reemplazar una proposicion por su equivalente sin
alterar el resultado, estas leyes son muy Utiles para simplificar los problemas.

7.1 LISTA ADICIONAL DE PROPOSICIONES EQUIVALENTES

A, p—q = (~p) V q

2. p—q = (~q) = (~p)

3A. p A(pVvaqg = p

4A. p v(pAg) = p

5A. p < ¢ = (p—~ ) A (@—p)

6A. p < ¢ = (p AV I(~p) A (~q)]
TA. p A q = (p A~qQ)V (@A ~p)

PROBLEMA 1 .- Simplifique las siguientes proposiciones utilizando las Leyes del
Algebra Proposicional o la Lista Adicional:

a) ~[~(pArgq)— ~qlVvgq, b) [((~p)Ag)— (rA~1)] A ~q
SOLUCION
a) ~[~(pAq— ~qlVvq

= ~[~(~(pAq))V ~qlVq 1A.

= ~[(pAq@)V ~qlVg 8a.

= [~pADDA~(~q)]Vgq 9a.

= [(~pVv~d)Aqlva 9b.

= qVIgqA(~pV ~q)] 2a , 2b.

= q 4A.

b) [((~p)Aq)— (rA~1)]A~q

= [((~p)Aq)— FlA ~q 7b.
= [(~((~p)Ag))V F1A ~q 1A
= [(pV ~q) VF] A ~q 9b.
= [(pVv~q]IA ~¢q Sa.
= ~q 2b, 3a.

PROBLEMA 2.- Demuestre que la siguiente proposicion es una Tautologia

[(pV ~q)Aq]l — p

SOLUCION
= ~[(pv~q)Arqlvp 1A.
= [~(pVv~qQ]VvpV(~q) 9b, 2a.
= ((~p)A q) VpVI(~q) 9a.
= (~pAqQVI~(~pAq)] 9b

= A% Tautologia 7a.
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&5 NOTA .- En muchos casos este método es mas practico que el de las tablas de
verdad.

PROBLEMA 3.- Determinesi (a) y (b) son proposiciones equivalentes:

a) p — (rv~q)
b) (¢ - ~p)V (~r —» ~p)

METODO 1 Mediante las tablas de verdad:
Pla r| ~P) ~qf ~r | p—>(V~q|(@—>~pV(~r— ~p)
ViV ]|V F F F A% \% F \Y%
V|V]|F F F A" F F F F F
VI|F |V F \% F A% \% \% A% \Y%
V|F| F F v \% v \% v A% F
F|V]|V \% F F A% A\ A% A% A%
F |V ]| F \Y% F \% \Y% F \% \Y% \Y%
F|F |V A% A% F A% \Y v A% A%
F|F | F \% \% \% \Y \% \% A% \Y%
|

L idénticas J
METODO 2  Simplificando:

a) p— (rv~q) = (~p)Vv (rv ~q) o @
b) (¢ - ~p) v (~r — ~p)

[~q V ~p]lV I[(~~r)V ~p]

~q V ~p VvV (rv ~p)

~q V (~pV ~p)Vr

(~q) Vv (~p)Vvr

= (~p)V (rv ~q) ... (@

Siendo (1) y (2) iguales, entonces a = b.

PROBLEMA 4.- Dadas t: (r < s)A ~r , u: (r— ~s)—r,
si t esfalsay u esverdadera, determine el valor de verdad
de: [(re—u) A (tAs)] A ~t.

SOLUCION.- Datos t: F, u: V. Solo puede ocurrir (a) o (b):

a) Si r: v, al) s: vV, entonces t: V A F = V (contradiccion)

a2) s: F, entonces t: FA F = F .
(validos)
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b) Si r: F, entonces wu: V- F =F (contradiccion) y por lo tanto,
r: V. y s: F, yenconsecuencia el valor de verdad de la proposicion

[(r & u) A (t As)] A ~t

es. [(Ve V)A(FAFR]T AV
[V A F 1 AV
[ F 1] AV =V .. VERDADERA

EJERCICIO 5.- Pruebeque [(~1) A (pVs)]— (qV s) tiene el valorverda-
derosiesque p < ~(qAr) Yy p A r sonambas falsas.

SERIE DE EJERCICIOS

1. Demuestre las Leyes del Algebra de Proposiciones.
2. Demuestre las Equivalencias de la Lista Adicional.
3. Demuestre que las condicionales siguientes son IMPLICACIONES:

a) p=rp

b) [(p—- a)A(q—r1)]l= (p— 1) : LEY TRANSITIVA

¢) (~p) = (p— q)

d [(p—> @ A ~q]l = ~p, 9 (pA@ = (Vv aq

e) p=> (pVv qQ hy (> A @)= (p < q
) (prq)=p f) o~ = (m- qQ

4. Demuestre que las bicondicionales siguientes son EQUIVALENCIAS LOGICAS:
a) (p—» @) & (~pP)V q

b) (- &)« (p - q) A (q— p)
¢) (bAqQVpeEp

d v aAp & p

e) ~(p — q) & p A ~q

5. Demuestre que

a) (p—~q) = (p A ~q) — F (Reduccion al absurdo)
b) (F— p) = A% ; (p—V) =V ;
(p— F) = ~p ;0 ~(p— q) = (p AN~q)
¢ p—q = [(pVvad < ql
d (p—>q) = [(pAQq) < p]
e) pAq = PvaAr~pAqg = ~(p < qQ
6. Dadas las proposiciones: I) ~(pAgq) <« (pVv~q)

o) ~p-—-9) <« (PV~q)
) ~(p<gq) < (~p < ~q)

indique cual (o cuales) es una contradiccion ( F).
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10.
1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

La proposicion ~(p — q) A (q — ~r), ¢a cudl (o cudles) de las siguien-
tes proposiciones es equivalente?

a) pA(PV ~1) A (~q) , b) p A (~q) A ~(qAT)

) (PA~q)V [(pA~r)A ~q]

¢ Alguna de las siguientes proposiciones es una Tautologia?
a) ~[(~(pVvad)— ~ql= (p— q

b) ~[(~p) = ql = (p — q)

) ~{pA@VIpA(~pV DI} < (P~ ~q)

Simplifique: [(~p A q) — (r A ~1)] A ~q
Simplifique: [(~q — ~p) — (~p— ~qQ]1 A ~(p A Q).

De las siguientes proposiciones, jcuales son equivalentes entre si? :
a) Es necesario que Juan no vaya al cine para que termine su tarea.
b) No es cierto que Juan termine su tarea y vaya al cine.

¢) Juan no terminara su tarea y no ira al cine.

¢ Cuales son Tautologias? :

a) [(pv~aAql—p , b) [lpAQ@ VvV ql <= q
¢) [~pAr(@V ~r)] < [(~pAq@V ~(pVr)]

De lafalsedadde (p — ~q) v (~r — s), deducir el valor de
a) (~pA~qV ~q

b) [(~rVv @ Aqle [(~qVr)As]

¢c) (p—r1)— [(PVa A ~q]

Si (pAq)y (g — t) sonfalsas, jcudles proposiciones son verdaderas? :

a) (~pVv1t Vs : b) ~[p A (~qvVv ~p)]
) [~pVv(gAr~t] < {(p—A~(@AD}

;Cual (es) de las siguientes proposiciones es equivalente a:

“Es necesario pagar 100 soles y ser socio para ingresar al teatro”?
a) Noingresar al teatro o0 pagar 100 soles, y ser socio.

b) Pagar 100 soles o ser socio, y no ingresar al teatro.

¢) Pagar 100 soles y ser socio, o no ingresar al teatro.

Si (~pAq)— [(pATrT)Vvt] esfalsa, halle el valor veritativo de :
a) ~[(~p)V(~q) — (rv ~t)]

b) (~q A ~r) Vv [~tA(pVq)l]

¢) (~p—t) = [~q — r]

Demuestre que las tres proposiciones siguientes son equivalentes:
a) ~[(qVv ~p) VvV (qA(rv ~p)]
b) (pA~q) Al~qV (~rvp)l



Cap. 1 Légica Simbolica 15

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

¢c) ~[~q - ~plAlq— ~(p—r1)]

La proposicion  (p vV q) < (r A s) esverdadera; teniendo r y s valo-
res veritativos opuestos, se afirma que

a) [{(~p)A(~q)}V (rAs)] AP es verdadera

b) [~pvdA(rvs)I]V (~p A Q) es falsa

¢) [(~rA~s) = (pVr)l] A ~(rAs) es verdadera

d [(~rA~s)— (sVpP)]A ~(rA p) es verdadera

¢ Cuales son ciertas?

¢ Cuéles son Equivalencias Logicas? :

a) ~(@ — ~p) = (qVp)

b) {(~p A ~q)V ~q} <« ~[(pV a)Aq]
¢) ~(p— @ < [(pVva A ~ql

Si p | q sedefinepor (~p) A (~q),entonces ;acudl es equivalente
~(p < q)?:

a) [(~p) |l qlVvIq | pl, ¢) [(~p) | (~q)]1 Vv [p | q]

b) [(~p) | ql v [(~q) | pl

¢ Cuales de las siguientes proposiciones

a) ~[pA(~q) A (~1)] b) (p A ~q) Vv r
) (xvqg A ~(~rAq , d (~p) vV qvVvr
son equivalentesa: (p — q) — r 2.

Si p | q significa “ni p y ni q 7, ¢cudles de las siguientes proposicio-
nes son Tautologias (siempre verdaderas) ? :

a) [l l(@lple®Vvad

b) ~(pAa) <= [pl q]

) (pl @ < ~@Vaq

d ~(plqd < pAg

;Cuantas F y cuantas V tiene el resultado de la Tabla de Verdad de:
~[(pAq) = ~r] A (sV ~s) después de simplificarla? .

Dada z: {(p—q)—[pVv@AD)]}y—=[gAa(pVvr)],

a) Indique los valoresde p y r de modoque si q es F, entonces z es F.
b) Indique los valoresde p y r de modoque si q es V, entonces z es V.

Escribir la negacion de cada una de las proposiciones siguientes:

) EI no es rico, pero es feliz.
) El no es pobre ni es feliz.

) El es bajo pero es muy agil.
)

a
b
c
d) NiJuan ni su papa viajaran a Tarma a fin de mes.
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

e) El tiene un compas o una regla.

f)  Ambos equipos Alianza y la U iran a la Copa Libertadores.

g) SiJuan llega a tiempo con los documentos, entonces ambos, Carlos y Jorge,
podran inscribirse en el ciclo de conferencias.

Si p,q,r,s,t,w sonproposiciones tales que

a) (pA ~r) < (s — w) esverdadera,

b) (~w — ~s) esfalsa, halleelvalorde verdad de las proposiciones:
c) (prgq)Vv rvs d (s ~w) - (r v ~p)

e) [t— (wV ~p)]l A ~(p — 1)

Exprese la proposicién (p A q) Vv (r v s) de otra manera, en la que Unica-
mente intervengan los conectivos (~) y (—).

Halle el valor de verdad de la proposicion:

(%/g>w/5/\—8<0)—>[w/52§/§\/ %<f<—»8>0]

Sin usar tablas de verdad, determine si son Légicamente Equivalentes:

a) (~s— ~w)V (t — ~w) , by w — (~tvs)

Dadas las proposiciones p y q, se define la proposicion p V q como:

p A (~q). ¢Cualesequivalente p — ~q?:

a ~@(Vq c) ~[pV (~q)] e) pV (~d)

b) (~p) V (~q) d (~p) V q

a) Utilizando tablas de verdad determinar si la siguiente proposicion es una tauto-
logia, una contradiccion o una contingencia
{ll~pAD)—>qleo[~qe (pVvDI}A{(p<q AQ@V ~1)}

b) Simplificar: ~([p A (~q)] — (~q))

Dado el circuito ldgico definido por la tabla:
analice la verdad o falsedad de las propo-
siciones siguientes:

a) q = V escondicidn necesaria o suficiente
paraque (p*q) = V.

b) ~p*x[(pAq)*x(rAs)l=r1As.

c) Es falso que (p — q) = F sea condicion necesaria y suficiente para
que (p*xq) = F.

oo < <o
o< o <lae
o< o< ox

Si la proposicion [(p A (~q)) A (pV q)] — [r « s] esfalsa,
;cuales de las siguientes proposiciones son necesariamente verdaderas ?

I) (pAq) — (pAs) ) [(~p) VvV r]l— (rVvs);
) (ras) — (p A r1).
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34.

35.

Sabiendo que la proposicion siguiente es falsa:
{~[lpAT)—=alAl(pVva A s} = {(sAp)— t},
determine el valor de verdad de las proposiciones:

a) {[(~pA @) Ar] —-1[~(q@q—(u—Dp)I}A(pAQq
b) {~(p - Q)AL ADP) = ~C@Vs)}AL

Si p,q,r,s,t,w sonproposiciones talesque (p A ~r) < (s — w)
es verdadera, y (~w — ~s) es falsa, halle el valor de verdad de:
[t— (wV ~p) A ~(p — 1)].

CLAVES DE RESPUESTAS

6.

11.
14.
19.
24.

25.

26.
27.

29.
31.
32.

33.

34.

35.

11 ; 7. Todas ; 8. Solo (c) ; 9. ~q ; 10. ~q ;

Solo(a) y (b) ; 12. Todas ; 13. a) F, b) F, ¢) V;

Todas, 15. Solo(c), 16.a) F, b) Vv, c¢) V. 18. Solo (c),

Solo (b) y(c); 20.y 21. Solo(b); 22. Solo(a) y (c); 23. 1V y 7F,

a) p:V, r:V o F (cualquiera); b) p y r : ambos, cualquier valor.

a) Elesricoonoes feliz;  b) Eles pobre o es feliz;

¢) El'no es bajo o noes muyagil; (d) Al menos uno, Juan o su papa viajara a
Tarma a fin de mes ; (e) Elno tiene ni un compas ni una regla.

f) Al menos uno de los dos equipos, Alianza o la U, no ird a la Copa Libertadores.

g) Juan llega a tiempo con los documentos, y en tal caso al menos uno, Carlos o
Jorge, no podra inscribirse en el ciclo de conferencias.

w: F, s:V, (~p) Vr:V,entonces c): VvV, d:V, e:F.

(p - ~q) = (~r — ) ; 28. Vv

Si son Logicamente Equivalentes ; 30. Solo (c).

a) Contingencia, b) p v (~q) .

Las tres proposiciones son verdaderas. Noteque p*q = q .

Del dato resulta que las proposiciones r y s tienen valores de verdad opuestos,
y que p Yy q sonambas verdaderas. Luego, solamente las proposiciones ( II )

y (IIT) son necesariamente verdaderas.
Las proposiciones p y r resultan verdaderas; q, s y t son falsas.
Luego, (a) es Verdadera, y (b) es Verdadera.

El valor de la proposicién dada dependera del valor de la proposicion t :
- Si t esverdadera, la proposicién dada resulta falsa;
- Si t esfalsa, la proposicion dada resulta verdadera.

VARIANTES CONDICIONALES

Dadas dos proposiciones p y q , con respecto ala proposicion
condicional "p — q " se pueden presentar las siguientes variantes condiciona-
les que contienena p y q:
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q— p : llamada la PROPOSICION RECIPROCA de p — g
~p — ~q : llamadala PROPOSICION INVERSA de p — q
~q — ~p : llamadala PROPOSICION CONTRAPOSITIVA de p — q
Las tablas de verdad de estas cuatro condicionales son

CONDICIONAL | RECIPROCA INVERSA CONTRAPOSITIVA

p q p— q q — Pp ~p — ~q ~q — ~p

\% A% v \% A% \%

\% F F \Y% \Y% F

F A% \Y% F F \%

F F \Y% \Y% \Y% \Y%

Note que una proposicién condicional y su reciproca no son Légicamente Equivalentes.

8.1 TEOREMA  Una proposicion condicional p — q y su contrapositiva
~q — ~p son Loégicamente Equivalentes.

(Ver la tabla de verdad anterior) .

EJEMPLO.- Consideremos los siguientes enunciados acerca de un Paralelogramo A ,

p — q : Si A esuncuadrado, entonces A es unrombo
q — p : Si A esunrombo, entonces A es un cuadrado

De nuestros conocimientos escolares sabemos que p — q es verdadero, pero que
sureciproco q — p es falso.

8.2 APLICACION DEL TEOREMA (8.1).- Sea n un entero positivo. Demostrar

2

que si n“ es par entonces n es par.

SOLUCION. Definimos p: n? es par, q: n espar. Susnegaciones son

~p: n? es impar, ~q: n esimpar.
Se nos pide demostrar que p — q esverdadera, es decir que
“Si n esimparentonces n’ es impar” se cumple . En efecto,
Si n esimpar entonces n = 2k + 1 paraalginentero k > 0 ; luego
n? = 2k+1)% = 4k?+ 4k + 1 = 2(2k? + 2k) + 1
n’? = 2k, +1 donde Kk, = 2k % + 2k
2

y como k, esun entero > 0 , entonces n”~ resulta también ser impar.

Asi hemos verificado que ~q — ~p esverdadera, y porlotantoque p — q

es verdadera, que es lo que queriamos demostrar.
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A continuacion estudiaremos un tipo de condicionales que nos lleva-
ran a procedimientos correctos de deduccidn logica.

9. INFERENCIA LOGICA o ARGUMENTO LOGICO

Se llama INFERENCIA LOGICA o ARGUMENTO (LOGICO) a toda
condicional de la forma
(pl A P, Aol A pk) - q (%)
donde las proposiciones p,, p,, ..., p, sonllamadas PREMISAS, y ori-

ginan como consecuencia otra proposicion denotada q ,llamada CONCLUSION.

Una inferencia puede ser una tautologia, una contingencia, o una
contradiccion.

1)  Sila condicional (x) es una tautologia, es decir si es una Implicacién en-
tonces recibe el nombre de ARGUMENTO VALIDO o Inferencia Valida.

2) Sila condicional (x) no es una Tautologia entonces se denomina FALACIA.

El valor de verdad de un Argumento se determina como sigue.

DEFINICION. Un argumento (x) esverdaderosi q es verdadera cuando todas las
premisas p,, p,, ... , p) sonverdaderas. En cualquier otro ca-

so el Argumento (%) es falso.
El Argumento (%) también es denotado por:

Py, Pys -~ 5 P F 4 (%)

9.1 TEOREMA  Siel Argumento es VALIDO y las premisas p,, p,, ... , Dy .
son verdaderas, entonces la CONCLUSION q es verdadera.

PRUEBA. Siendo un argumento (inferencia) valido, la condicional ()

(P, AP, A ... Apy) — q es una tautologia, en la que (p; A p, A ... A py)

es verdadera (pues cada p,, p,, ... , p |0 es) de donde la Unica posibilidad

para la CONCLUSION q es que sea verdadera ( si fuese falsa, la condicional seria fal-

say la inferencia no seria valida , contradiciendo la hipotesis).

® OBSERVACION Una inferencia no se modifica si una o varias de las proposicio—
nes componentes p,, p,, ..., Py, 4, S€reemplazan por

otra u otras que sean EQUIVALENTES.
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9.2 NOTACION  Un argumento (P, A Py, A ... A D) — q también se de-
nota en la forma siguiente:

Py
. P2
donde los tres puntos .. se leen .
por lo tanto " . o
q

EJERCICIO 1.- Demuestre que el siguiente Argumento es Valido:

p
p— 49
a

SOLUCION. Probemos que la condicional [p A (p — q)] — q es una tautologia:

[pA(P—- )] —-q = ~[pA(p—QlVq
~[p A (~pVvqQlVvg
= (~p)Vv((pA~qVg
[(~p)V qlVv (pA~q)
[~(pA~q)lV(pA~q) =V .. TAUTOLOGIA

Esto también puede demostrarse con las tablas de verdad.

EJEMPLO 2.- En un Ejercicio Propuesto teniamos la LEY TRANSITIVA:
[p—=a) A (@—-1)]= (p—r1)
por lo tanto el siguiente es un argumento légico valido :

p— q
4a-r
p— T

9.3 INFERENCIAS VALIDAS NOTABLES
METODOS DE DEMOSTRACION

9.3.1 LEY DEL MODUS PONENDO PONENS
[(p—q) A pl= ¢
también simbolizado como:

p
. q

y cuya validez ha sido demostrada en el Ejercicio 1.
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EJEMPLO: Si Luis gana el concurso, entonces viajara a Espafia
Luis gana el concurso

Luis viajara a Espafia

9.3.2 LEY DEL MODUS TOLLENDO TOLLENS

[(p— a) A (~q)] = (~p)

simbolizado también como: P—q
~q
~p
EJEMPLO: Si Luis gana el concurso, entonces viajara a Espafia

Luis no viaj6 a Espafia

(Por lo tanto) Luis no gané el concurso

9.3.3 LEY DEL SILOGISMO HIPOTETICO

[P @) AN ((qgq—1)]= (p— 1) LEY TRANSITIVA
simbolizado también como:
p—4q
q— T
p— T
EJEMPLO: Si no llueve entonces se perdera la cosecha

Si se pierde la cosecha entonces no se podra cancelar la deuda

(Por lo tanto) Sino llueve, no se podra cancelar la deuda.

9.3.4 LEY DEL SILOGISMO DISYUNTIVO
[PV A (~p)] = ¢q

esquematizada por: pVq
~P
q
EJEMPLO: Gladys tiene un carnet o una Libreta Electoral

Gladys no tiene ningln carnet

(Por lo tanto) Gladys tiene una Libreta Electoral
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9.3.5 LEY DEL DILEMA CONSTRUCTIVO
[ @A (r—s)A(pVvr)] = (qVs)

esquematizada por: p— q
r — §
pVv r
q Vs
EJEMPLO: Si Pepito toma bebidas heladas, entonces se resfriara

Si Rosa no llega a tiempo, se quedara sin ver la obra
Pepito toma bebidas heladas o Rosa no lleg6 a tiempo

(Por lo tanto) Pepito se resfriara o Rosa se quedara sin ver la obra.

9.3.6  LEYES DE SIMPLIFICACION

a) pAq=p, b) pArgqg= q esquematizadas por
p p
9 9
p q
EJEMPLO: Ningun estudiante es ocioso y Carlos es un excelente pianista.

Por lo tanto, ningln estudiante es ocioso.
9.3.7 LEY DE LA ADICION : p= (pV q)

EJEMPLO: Todos los poetas son desordenados. Luego, los poetas son desordenados
0 son temperamentales.

EJERCICIO 1.- Para cada conjunto dado de premisas encontrar una Conclusion adecua-
da, de modo que la Inferencia sea valida:

a) (p—~qQ,(r—-q) ; b)pP—-~q, (r—=p), q

SOLUCION. De las implicaciones ya conocidas tenemos que:
a) Sireemplazamos (r — q) porsuequivalente (~q — ~r) entonces:
[(p— ~q) A (~q— ~1)] = (p — ~I1)
por la Ley del Silogismo Hipotético.
b) Por conmutatividad tenemos

[c—=p) A (p— ~q) A ql
= [(r— ~q) A q] (Ley del Modus Ponendo Ponens)
= ~r (Ley del Modus Tollendo Tollens)
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9.4 METODOS DE DEMOSTRACION
Cuando se utiliza un argumento ldgico valido en la forma:
P, AP, A oo AP = ¢ (1)

para una cierta demostracion, entonces se dice que se ha empleado un Método Direc-
to de Demostracion.

En cambio, si consideramos la negacién de la conclusion q vy de
una de las premisas p,, p,, ... , p, , digamosde p, y se construye el

argumento: [(~a) A Py A oo A Ppl = ~py (11)

probaremos que este Argumento Logico ( I1) es equivalente al Argumento (1I):

[(~q) A py A ... A Pl — ~p,

= ~[(~)APy, A AP IV ~p= qVI~(P,A... A DIV ~p,
=qVvi~(py A" oo AP APIl = ~(py AP, A .. AP)VQ
=[pAPyA ... APl = ¢ : ARGUMENTO (1)

9.4.1 DEFINICION Cuando se desea emplear el Argumento Valido (II) en una de-
mostracion, se dice que se esta aplicando el METODO INDIRECTO
0 Método por Reduccion al Absurdo.

& NOTA 1.- La aplicacion del METODO INDIRECTO consiste en considerar ahora
como premisa a la negacion de la conclusion, es decir ~q , y se tra-

ta de inferir validamente la negacion de alguna de las premisas, con-
siderando las demas verdaderas. Para efectos de la prueba previa se
trato de inferir ~p, , lanegacion de la premisa p,.

EJERCICIO 1.- Utilice los dos métodos: Directo e Indirecto, para comprobar la validez

del argumento: q— p
q V s
~S
p
METODO DIRECTO:
[@=pPAr(@Vs)A~s|—=p = [(~qVvp)IA(qQA~s)]—p
= [PAQA~s]—p = ~(QA~SAPIVD
= ~(QA~s)V(~pVDp) = ~(@qA~s)VV = V TAUTOLOGIA

METODO INDIRECTO: Probaremos que la siguiente condicional es Tautolégica
[(@ = pP)A(~p)A(~8)] = ~(qVs) =

= [(~qVpP)A(~P)A(~s)]— ~(qVs)
[{(~q A ~p)VF}A(~s)]— ~(qVs)
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= ~(qvpVvVs)— ~(qvs) = (qVvpVs)V~(qVs)
pVvI(@qvs)Vv~(qvs) = pVv V = V . TAUTOLOGIA

PROBLEMA 2.- Demostrar que: si q = M " con m, n enteros primos entre
n

si (no tiene factores comunes, excepto el 1), entonces q2 +# 2.

SOLUCION.  Supongamos que se cumple la negacion de |a tesis, es decir que
q2 — 2 para q = 2, con my n enteros primos entre si,

n

2

luegp q2=2 = (m/n)?= = m?=2n2 v (%)

= m? es par, pues n esunentero = m también es par
(por un Ejercicio anterior), m = 2k, para algun entero k,

Luego, en (%) : 4k12 =2m? = n? = 2k12 = n’ espar = n espar
también (por un Ejercicio previo) = n = 2k, paraalglnentero k, .

Resulta que ambos m y n tienen como factor comun al nimero 2 contradiciendo la
hipétesis acercade m y n, de ser primos entre si. Asi concluye nuestra demostra-
cion, mediante una aplicacion del método indirecto o por Reduccion al Absurdo.

Hemos demostrado que no existe ningiin nimero racional q tal que q> = 2.

9.5 COROLARIO ElnGmero +2 no es racional.
9.6 APLICACIONES A ENUNCIADOS

EJEMPLO 1.- Determine la validez de los argumentos:

a) Si llueve, Julia se resfriara b) Si llueve, Julia se resfriara
No llovié Julia no se resfrié
Julia no se resfrio . . No llovié

SOLUCION.- Sean p: Llueve , q: Julia estaresfriada . Simbdlicamente,

a) [p—a)A(~p)]l—~a , b [(p—a Al~q)]l— ~p
a) = ~{l(~p)valAr~p}v(~q) = ~{(~*p)V (@A ~p}V(~q)
= [pA(~qvDPlVv(i~a) = (GV~a)A(V ~q)
= pV~q. No es una Tautologia pues depende de los valores que tomen

p Y q. Asi, (a) no es valido, es una falacia.
b) [(p— q)A(~)]— ~p = ~{[(~pP)V qlA ~q}V (~p)

= ~{(~PA(~Q}VvV(~p) = pVvqV~p = (pV~p)Vg
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= V Vv q = V .. Tautologia . Luego, (b) es valido.

En este caso (b) podria aplicarse la Ley del Modus Tollendo Tollens directamente.
EJEMPLO 2.-  Compruebe la validez del argumento:

Si estudio, entonces no me desaprueban Matematicas
Si no voy a nadar, entonces estudio
Pero, me desaprobaron Matematicas

(Por lo tanto) Me fui a nadar

SOLUCION. p: Yo estudio , q: Me desaprueban Matematicas
r : Me voy a nadar.

El argumentoes [(p — ~q) A (~r — p) A q] — 1. Luego,

[(p— ~q)A(~r—= p)Aq] = [(~r—=p)A(p— ~q)Aq]
= [(~r - ~q) A q] = r
SILOG. HIP. MODUS TOLL.

Asi, hemos comprobado que el argumento dado es una IMPLICACION (condicional tauto-
logica), es decir que es un ARGUMENTO VALIDO.

EJERCICIO 3.- Verifique la validez del argumento:

En el cumpleafios de mi esposa la llevaré a cenar afuera
Es el cumpleafios de mi esposa o trabajo hasta tarde
Hoy no llevé a mi esposa a cenar afuera

Por lo tanto, hoy trabajé hasta tarde

SOLUCION. p: Es el cumpleafios de mi esposa ,
q: Lallevaré a cenar afuera r: Hoy trabajo hasta tarde

Verificaremos que el argumento: [(p — @) A (pV ) A (~q)] — r (x) esuna
Tautologia. En efecto,
[P DA(PVITIA~q]l = [(p— DA (~q)A(pVT)]

= [(~p)A (V)] = [(~pAP)V (~pAT)]

MODUS TOLLENS. = ~p Ar = 1 (Leyde Simplificacién )

Por lo tanto, [(p - @) A (pV r)A (~q)] = r es una Tautologia, de modo

que el argumento dado es valido.

&5 NOTA 2 Del desarrollo de la Solucion del Ejercicio previo, vemos que el siguien-
te es también un argumento valido:
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En el cumpleafios de mi esposa la llevaré a cenar afuera
Es el cumpleafios de mi esposa o trabajo hasta tarde
Hoy no llevé a mi esposa a cenar afuera

Por lo tanto, hoy no es el cumpleafios de mi esposa

SERIE DE EJERCICIOS

1.

a)

Verifique la validez de los siguientes argumentos:

P AQq b) (pAQ— (rAs)
~p —~ q (~q) v (~s)
q (~p) VvV ~q

p APV Q) 9 r—=~d

(pvag—r P—d

r — s ~r—/ s

s p—s

P SUG: Algunos se prueban mejor
(~pV ~s) = (~p A ~1) por el método indirecto.

S

Sea n un nimero entero, demuestre que si n’ es multiplo de 3, entonces n es
también multiplo de 3.
SUG: n no multiplo de 3 equivaleaque n =3k +1 6 n =3k + 2, para

k entero. Probar para cada caso.

2

Sea n un entero. Demuestre que si n~ es multiplo de 5, entonces n es tam-

bién multiplo de 5.

Sea n un entero. Demuestre que si n’ es multiplo de 6, entonces n también
es multiplo de 6.

T . . o o
SUG: n esmdiltiplode 6 siysolosi n es 2 A 3

3

Sea n un entero. Demuestre que si n~ es multiplo de 2 , entonces n es malti-

plode 2.

Demuestre que no existe ninglin nimero racional q tal que: q2 = 3.

Demuestre que no existe ninglin numero racional q tal que: q3 = 2.

Dados los argumentos siguientes, determine en cada caso si es un argumento vali -
do o si es una falacia traduciendo previamente a simbolos:

a) Si 6 esimpar, entonces 4 no dividea 7
5 noesprimo o 4 dividea 7
Pero 5 es primo

6 es par (noimpar)
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b) Trabajo o apruebo Matematicas
Si trabajo no puedo estudiar
Aprobé Matematicas

Por lo tanto, yo estudié

c) Si trabajo, no puedo estudiar
Estudio o apruebo Matematicas
Trabajé

Por lo tanto, aprobé Matematicas

RPTA: a) Viélido: {[(p— ~qQ) A (~rVvQAT] - ~p} =V
b) Falacia: {[(pVIT)A(Pp— ~qQ)AT]— q} = (~1)V q
c¢) Valido: {[(p— ~g)A(qVvTr)Apl—r1r}=V

10. CIRCUITOS BOOLEANOS (LOGICOS)

Un circuito eléctrico es un ensamblaje de interruptores automaticos
que permiten el paso de la corriente eléctrica, o la interrumpen.

Se puede representar un interruptor mediante una proposicion p
y viceversa, de modo que se identifique el valor verdadero de la proposiciéon p con el
paso de la corriente, en cuyo caso se dice que “el circuito esta cerrado” .
Se identifica el valor falso con la interrupcién de la corriente, y se dice que “el cir-
cuito esta abierto " .

P, A

Circuito cerrado Circuito abierto
(pasa corriente: V) ( no pasa corriente : F)

Si en un complejo de interruptores aparecen tanto p como ~ p, entonces:

“ cuando por el interruptor p estd pasando corriente, por el interruptor ~p estara

interrumpido el paso de la corriente ; y cuando por p se encuentre interrumpido el
paso de la corriente, por ~ p estara circulando la corriente ”

£5 NOTA 1.- Cuando esté pasando la corriente denotaremos esta situacion con el
valor V o sino también con el nimero 1 .Y cuando no esté circu-
lando la corriente denotaremos esta situacién con el valor F ( Falso )
0 sino con el numero 0.

Es precisamente en base a estos dos valores 0 y 1 en que se fundamenta la
teoria del funcionamiento de las calculadoras electronicas y las computadoras.

1 = V (verdadero) ; 0 = F (falso)
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10.1 CIRCUITOS EN SERIE Son aquellos provistos de dos interruptores p y q ,
conectados en SERIE :

/Pv /q . NO PASA CORRIENTE

de modo que en todo el circuito pasara la corriente solamente en el caso en que am-
bos p y q seencuentren cerrados ( ambos con el valor 1), como sigue:

p q
> > . PASA CORRIENTE

Esta situacion corresponde a la tabla de verdad de la CONJUNCION p A q .

Aqui, vemos que basta que uno de estos interruptores esté abierto ( 0 ) para que no cir-
cule la corriente en todo el circuito:

Pla]p AN (¢
N 7 | a |

(=)
[
S o o =

A la expresion p A q selellamala FUNCION BOOLEANA del CIRCUITO EN SERIE.

10.2 CIRCUITOS EN PARALELO  Son aquellos provistos de dos interruptores
p Y q, conectados en PARALELO:

A

>
q

PASA CORRIENTE

Para que circule corriente por este circuito es suficiente que alguno de los interruptores
p 0 q estécerrado (1); ysolamente dejara de circular la corriente si ambos inte-
rruptores estan abiertos (ambos con el valor 0 ).

Asi, este circuito corresponde a la tabla de verdad de la DISYUNCION: p v q

Alaexpresion (p v q) se le de- p | q | p VvV q

nomina la FUNCION BOOLEANA del 1 1
CIRCUITO EN PARALELDO.

(=}
—_
S e e e
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— :  NO PASA CORRIENTE

-
~

10.3 SIMBOLOGIA.-  De aqui en adelante representaremos a un interruptor p
simplemente como:

p
EJEMPLOS:

p

q

&5 NOTA 2.- Una TAUTOLOGIA se representa por un circuito siempre cerrado
(en el que la corriente siempre esta circulando). En las computadoras
no son de utilidad, evidentemente.

PROBLEMA 1.- Representar mediante Funciones Booleanas los circuitos:

a) a b) P d

—L ",
o 1, -
T

RPT: a) p A (qV ~p) b) (pAq) Vv {[(~p)VTI]lA ~q}

PROBLEMA 2.- Construir el circuito Ldgico de las Funciones Booleanas siguientes:

a p— q, b) p A q

SOLUCION. a) p—q = (~p)V q ~P
( paralelo)

q

b) pAq=(VAL~PV(~)]I=((@A~q) VvV (QA~p):
D ~Dp P — ~q

] | — 0 4‘ '7
q ~q q——~P

PROBLEMA 3.- Simplificar el siguiente circuito:
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SOLUCION. La funcion Booleana del circuito dado es:

[pVvagv{(~p)A(~}] A [(~P)ValAp ,

[{pv(~p)vain(pVvqVv~q)IA[(~p)VglAap
[VAVIALI(~pADP)V(@ADP)] = VALIFV(qgADP]
= Fviprqg = (pArq)

El circuito simplificado equivalente resulta: p q

PROBLEMA 4.- Dada la funcién Booleana: (p A q) — (q A p),

;a cual de los siguientes circuitos corresponde?

b) p q
S TH TR
— ~q —— ~Dp
SOLUCION.- Como se sabe que: (p A q) = (q A p) (conmutativa), en-

tonces (pAq)—(pAq)=I[~(pPAqg)lVvipAq)
= V = pV(~p)

Por lo tanto, la funcién Booleana dada corresponde al circuito (a) .

PROBLEMA 5.- En el Congreso, una comision compuesta de tres personas desea em-
plear un circuito eléctrico para registrar votaciones mayoritarias, sim-
ples y secretas.

Construya un circuito que controle tales votaciones con solo 5 interruptores, de modo
que cada miembro de la comisién pueda: accionar (cerrar) el interruptor asignado pa-
ra decir “ 8i ” con su voto, o no accionar (mantenerlo abierto) su interruptor
asignado para decir “NO " con su voto, y que se encienda una sefial si la mayoria de
los miembros vota afirmativamente. No se admiten abstenciones.

SOLUCION.-  Denotemos: p, q, r los interruptores correspondientes a cada uno

de los miembros de la comision, respectivamente. El valor que tomara
cada uno de estos interruptores sera:
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1, sielvoto corresponde al Si

0 , sielvoto correspondeal NO

El circuito va a ser disefiado de modo que encienda una sefial (con valor 1) si la
mayoria ( dos o tres) de los miembros vota por el Si, y debe estar apagado en
cualquier otro caso ( con el valor: 0).

Asi, el funcionamiento de tal circuito estara gobernado por la si-
guiente tabla de combinaciones de votos de los tres miembros:

Pl a | | VT veran a0 | CIRCUITO ( sefial )
1|1 ]1 3 (%)

1| 11]0 2 L ()
1|0 |1 2 1 (%)
1]0]o 1 0

0| 1 |1 2 1 (%)
o1 ]o0 1 0
001 1 0
0olo]o 0 0

De la tabla construimos la Funcién Booleana del circuito buscado:
[pPAgATIVIPAGQA(~T)IV [PA(~q)AT]V [(~P)AqAT]
(ysimplificando:) = (pA @ VIV OAT] = (PVOAIL(PAQVT].

Las dos ultimas expresiones corresponden a dos circuitos equivalentes, cada uno
con 5 interruptores, y con la propiedad requerida, los cuales son:

P ! 0 P p — ¢ —’7
- L.
r —

q
PROBLEMA 6.- Si el costo de cada llave en la instalacion mostrada es de 10 soles

¢ en cuanto se reducira el costo de esta instalacion si se reemplaza
este circuito por uno equivalente mas simple?

— T — 0 —

b — T
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SOLUCION. La funcion Booleana del circuito es:
[pvaAapAgqlVIrApA((~r)V ql =

=A@ VvViPpAGAQ]l = (pAQ:

p q

Este circuito reducido y equivalente permite ahorrar 6 delas 8 llaves, lo que corres-
ponde a un ahorro de S/. 60.00. Asi, el costo total de la instalacion sera tan solo de
S/.20.00 (dos Ilaves).

SERIE DE EJERCICIOS
Simplifique los siguientes circuitos, (1), (2) y (3):

1. ~P ~q

P
— ] «—_
p_
T

. I e I
o IR B
3. _| ' |_| : |_

e e OO
p ~
d ~q

q ~P

4. ;A cuadl, o cudles, de los siguientes circuitos le corresponde la proposicion:

~[p — ~(qVv1)]?

(i — o — T
o

T
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5. ¢Acual o cuales de los circuitos siguientes equivale la proposicion:
G B =
q
P ~T
e R et e R
r p

6. El circuito

{[lctva) AplVv ~r}naq?

aj —p —¢

~Pp

p——¢q

¢ A cual de las siguientes proposiciones le corresponde?
a) pAgq, b) ~bm — )
¢ pVvVag, d p— (~q

7. Si la tabla de verdad de cierta proposicion es como la del esquema adjunto, ¢a
cuél(es) de los siguientes circuitos le corresponde?

mom o< <o
< < < =
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— . TH -

8. Halle el circuito l6gico mas simple que represente a:

— . ]

9. Halle el circuito l6gico mas simple correspondiente a: (~p) < [p — ~q]

10. Dado el siguiente circuito traducirlo al lenguaje légico formal y transformarlo en un
circuito equivalente mas simple:

R vt =
o viin s ML

11. Halle el circuito 16gico mas simple para la siguiente funcién Booleana:

~[(pV ~q) V(pA~1)V ~(rvqV ~p)l]

12. Simplifique el siguiente circuito légico :

q
p—~¢q ~q— P
] [ Il ~p} 4
~q— p
13. Sea M la proposicién mas simplificada del circuito
-5 —
q q P q
- [ _]
q

| — .

~q
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14.

15.

16.

y sea N la proposicion mas simplificada del circuito correspondiente a:
[ASYV((PA~s)I Al(PAQV(PATI],

construir el circuito l6gico mas simplificado que corresponde a la proposicion :
N - M.

Sea A la proposicion légica mas simple del circuito
~Pp
p M
~p— ¢

y B la proposicion légica més simple de la proposicién: (p = q) A (p — ~q)

donde [(p * q) — F] esequivalentea: (p — q). Simplifique las siguien-

tes proposiciones: a) p xq , b) B , c) A < B.

Simplificar el circuito l6gico

p q
R e p —
s
~q

Dadas las siguientes premisas, hallar la conclusion

a) PVgq b) p— (q Vv r) ¢) (~p) A (~q) = ~r
~t ~(~p) s
q—t ~r ~p

~(s A ~r1)

d ~p — ~(qVr) e) ~p —r il ~p A @
s — (q vV r) ~r Vs ~(rvs) - q
~p p— q P
~s — t ~q ~Tr

9 p— (@As) hy P
~r (p AN q)— ~r

qAs — T r
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CLAVES DE RESPUESTAS

p q
1 — — 2. — —

q T

p
3 — -

~q
4. Solo (c) ; 5. Solo (d) ; 6. Solo (b) ; 7. Solo(b): ~(p A Q).
8. ~s 9. d

P r ~Pp

0. pAr(lga{pVv (A~}IVIrA{(sAp)V~q}])A

AtA(QV ~s)=pAtAalqV(rA ~s)]

q
—p — t — —
r ~8
1. q A (~p) : q ~p
12. p v q : ] P |
q
13. M: pvI[r A ~ql, N: pA(q V r).
Luegp, N — M = V (Tautologia)

y su circuito correspondiente es el de un circuito siempre cerrado ( por el que
siempre esta pasando la corriente).

14. Como A = [pvqlAl(~p)V(~qQ)]l = pAgq,

B = pA(~q), pues pxq = p A ~q,
entonces A < B = p VvV ~q.
15. P
16. a) p ; b) q ; c) q ; d) t ;
e) s ; f) s ; 9 ~p ; h) ~q



