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Prologo

Cuando a mediados de los afnios 60 inicié las tareas como profesor de
matematicas en Instituto de Bachillerato, utilicé como libros de texto los
escritos por los prestigiosos mateméaticos espanoles Julio Rey Pastor y Pedro
Puig Adam. El bachillerato de entonces atendia la educacién para infancia y
adolescencia, de 11 a 17 anos. Estos libros tenfan un estilo muy diferente al
de los actuales cuadernos para la educacién infantil, de figuras a colores con
instrucciones simplistas, repetitivas, que parecen querer huir de la cultura
de la palabra, la frase... en fin, de la cultura tradicional del libro. Por contra,
Rey Pastor y Puig Adam escribian con frases bien construidas asequibles a
quienes estaban dedicadas. En 1969 se publicé Iniciacion a la matemdtica
superior editado por Alhambra, S.A. Era mi primer libro y con él pretendia
hacer una aportacién a la educacién matemaética.

Ahora, terminadas mis tareas universitarias en activo, he querido re-
tomar las de mi primera etapa. ;Con qué objetivos? Por supuesto, dentro
de la cultura del libro, de imagenes sugeridas con palabras y frases escritas
adaptadas a quienes son los destinatarios. Significa aproximarse lo més posi-
ble a lo que es hablar pensando en la persona que te escucha.

LA quién estd dirigido? Aqui se ofrecen cosas diferentes posiblemente
adaptables a distintos tipos de personas. Intento en primer lugar hacer una
aportacién a la educacion infantil. Asi, el capitulo 2 describe la aritméti-
ca bdsica, (sumar, restar, multiplicar y dividir), de los nimeros naturales
1,2,3,4... Siguen las fracciones, que representan nimeros racionales posi-
tivos, y finalmente estdn los nimeros enteros: 0, positivos y negativos. Estd
pensado para infancia y adolescencia, con lenguaje coloquial que intenta
adaptarse a este fin. Esta aritmética bdsica del capitulo 2 estd aderezada
de material diddctico, experimentos, juegos, pasatiempos, problemas, anéc-
dotas... que no estdn en este capitulo para no romper su unidad. Quien lee
estd invitado a salir de él para encontrarlas en otros capitulos del libro:
son cosas més divertidas que le permitirdn interpretar mejor la aritmética
que estd aprendiendo, poco atractiva si no se le ofrece asi. Se ha huido de
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X PROLOGO

plantear situaciones y problemas que no interesan ahora y pueden distraer
del objetivo principal.

Hay que dar un salto al capitulo 9 para desarrollar mas la aritmética de
los ntimeros racionales positivos. Aqui la materia corresponde méds bien a la
etapa de adolescencia, cambia en alguin sentido el estilo de presentacion, que
intenta seguir siendo fluido y coloquial.

El capitulo 10 utiliza los recursos del 2 y del 9 para entrar en Geometria y
matemaéticas de la Fisica (coordenadas en el espacio, movimiento, velocidad,
gravedad, peso y masa...), lo cual puede adaptarse bien a la adolescencia.

El capftulo 11 contiene temas de la primera etapa no tratadas en el
2, como la antigua “regla de 3”, el crecimiento de un capital y cantidades
proporcionales. Se llega hasta el nimero e y el crecimiento biolégico. To-
do con lenguaje sencillo, sin tecnicismos innecesarios. Finalmente, en el 12
hay temas que rozan con otros capitulos, o que pueden interesar a algunos
lectores, pero prescindibles para el objetivo que se pretende.

Los péarrafos anteriores se refieren a cinco capitulos de los doce que hay.
Son los cinco que definen el estilo y la intencién del proyecto. Los otros siete
se describen simplemente mirando el indice general.

Pienso ahora jpodrfa interesar esto a quienes siendo ya mayores no tu-
vieron ocasién de aprender antes estas cosas y no han perdido definitiva-
mente el deseo de hacerlo? ;jy a profesores, o personas interesadas en la
educacion, que podrian encontrar aqui imdgenes y motivacién convenientes?
Para mayores que no aprendieron la aritmética elemental o la han olvida-
do, y para alguna persona “de letras” no interesada en principio en estas
cosas, podria quizés resultar agradable y asequible leer lo que escribo, porque
carece de obstdculos técnicos y proporciona un conocimiento estimable del
significado de la matemdtica en la ciencia y la cultura.

Ademas, conviene saber que el libro no requiere una lectura de principio
a fin. Puede iniciarse en cualquier capitulo y en él se indicard cémo puede
completarse en otro para una mejor interpretacion.

Algo mas deseo advertir que puede ser novedad en la ensefianza elemen-
tal: lo binario. ;Qué es esto? Los nimeros que encontramos en el capitulo 2
se pueden interpretar como colecciones de puntos que se almacenan de for-
ma conveniente. Hay dos sistemas bédsicos para hacerlo: decimal y binario.
El sistema decimal significa que diez puntos se almacenan para obtener la
decena; diez decenas son la centena... Se requiere un progresivo aumento del
tamafno para figuras que representen decena, centena, millar... El sistema
binario es andlogo, pero distinto porque solamente dos puntos se almacenan
en una nueva unidad: par. Par es andlogo a decena pero de “tamaino” bas-
tante menor. Y dos pares hacen la siguiente unidad: par de pares, que no
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tiene una denominacién més simple; y asi sucesivamente. Ya verd quien lee
esto que no es dificil. Lo experimenté con nifios y nifias. Hay muchas venta-
jas en lo binario, como la de ser muy fdcil hacer las précticas de repartir o
dividir.

Una observacién metodoldgica importante es el uso de los nimeros en-
teros como referencia y aproximacién (expresable en papel cuadriculado)
al continuo de Geometria y Fisica. Ha sido la base para presentar mediante
SWP (Scientific Work Place, el soporte informdtico con el que he trabajado)
todo lo que contiene este libro, incluidas las figuras.

A muchas personas quiero expresar aqui mi agradecimiento:

José Maria Martinez Ansemil, mi companero en la facultad, asesor im-
prescindible para el tratamiento informético de este y anteriores libros. No
hay una duda mia que no tenga inmediata respuesta por su parte. O que
estudie con interés y urgencia de requerirse asi. Siempre disponible para
ayudar en lo que sea. Persona polifacética: investigacién, musica, telecomu-
nicacién, deportista... interesado y activo en todo.

Carlos Ferndandez Pérez, mi buen amigo y compafero, inseparable en
tareas del decanato durante cuatro anos. Me inici6 en el uso de SWP a prin-
cipios de este siglo en un momento crucial para m{ en que por razones de
salud yo crefa haber terminado mi trabajo profesional. Su ayuda contribuyé
a que no sucediera asi: escribi nuevos libros gracias al SWP que él me habia
ensenado con mucha paciencia y, conocedor de técnicas informéticas avan-
zadas, hizo y me regal6 las figuras.

José Luis Gonzdlez Llavona, antiguo alumno y gran amigo desde en-
tonces. Imprescindible en tareas del decanato compartidas. Companero de
camping. En actividad permanente (investigacién, navegacién a vela, cul-
tivador de vinedo, elaborador de excelente vino, organizador de reuniones
cientificas...).

Ildefonso Diaz Diaz, también mi alumno y gran amigo desde entonces,
companero de facultad. Mi asesor para preparar con power point algunas
conferencias. Investigador incansable, excelente educador, imaginativo, en
actividad permanente. Fue divertida y generosa su intervencién en el acto de
homenaje que recibi al término de mi etapa activa en la facultad. Compaiiero
de camping. Prolongado ya en su nieto Erik de sangre polaca y espanola,
cuyo nombre estd en la dedicatoria de este libro.

Abraham Rodriguez Loépez, también mi compafiero en la facultad, que
ha dedicado muchas horas de generoso y eficaz trabajo para variados tipos de
ayuda con mis estudiantes y libros: preprints, fotocopias, encuadernacion...

Fernando Bombal, Francisco Hernandez, Socorro Ponte, Javier Gémez
Gil, Jos¢ Mendoza, Pilar Cembranos, Angelines Prieto, Fernando Cobos,
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José Luis Caramés, Miguel Angel Gémez Villegas, Alfonso Casal, Angel
Miguel Amores, Ricardo Moreno, Joaquin Hernéndez... Varios de ellos han
aceptado también mi invitacién para colaborar en el decanato. Con todos
ellos sigo teniendo muy cordial relacién.

Y fuera de la facultad:

Mariajo y Fernando, ella alumna comin para Carmen y para mi, él
joven profesor universitario de Derecho Constitucional, con gran actividad
y proyeccién. De ellos han venido al mundo Lucia y Miguel, imprescindibles
para este libro. Son los protagonistas de escenas, reales o imaginadas. Son
fuente de experiencia, motivacién y esperanza.

And last but no least, Carmen. Nos conocimos en 1960 como estudiantes
préximos en la facultad. Hemos estado juntos desde entonces. Ella me acom-
panoé todo lo posible en mis desplazamientos por razén de trabajo. Primero,
en una salida a Mélaga; después en Portugal, Paris, Princeton, Buenos Aires,
Chile... Incontables viajes veraniegos de camping en Europa acompanados
de nuestras mascotas Blacko y Boro, ademéds de muchos amigos. Prolongable
quizas todo ello ahora con Lula, nueva y prometedora mascota. A Carmen
le he restado muchas horas de convivencia por mi trabajo, lo cual es més
significativo ahora por la jubilacién de ambos. Por ello me siento culpable,
pero ella entiende mi interés. Siempre, y especialmente en algin momento
dificil de mi vida, ha sido para mi una excelente ayuda.

Dedico esta obra al entranable amigo Miguel de Guzmén, companero
en tareas universitarias de un largo perfodo, autor de tantos excelentes li-
bros para la educacién matematica, co-autor conmigo de varios textos uni-
versitarios. También al profesor universitario de matemadticas y periodista
Adridn Paenza, mi buen amigo argentino desde 1981. Ambos representan
motivacién, ideas y objetivos de este libro. Miguel ha estimulado siempre
mi trabajo con fértiles ideas y me ha trasmitido su pasién por la educacion
matemédtica. Adridn, autor de imaginativos libros de éxito para extender la
cultura matemadtica, es persona de gran generosidad, trabajador incansable,
con mucho ingenio y simpatia.

Dedico también este libro a Miguel y a Lucia, protagonistas de varias
escenas de aprendizaje presentadas aqui. A ellos quiero asociar las parejas de
ascendientes Mariajo y Fernando, Lourdes y Pepe, Felipe y Mari. Asimismo,
he unido a la dedicatoria una amplia coleccién de personas recién iniciadas en
la aventura de las matemaéticas, o que deben esperar para hacerlo. Pertenecen
a la familia muy préxima a Carmen y a mi, o bien son hijos o nietos de buenos
amigos.

Madrid, otono de 2012.



Capitulo 1

Material didactico

1.1. Naipes decimales

Expresar mediante cuadros de puntos la unidad, la decena, la centena, el
millar... del sistema decimal tiene el grave inconveniente del enorme tamafno
que se necesita al ir avanzando en la escala. Sin embargo, se puede salvar esta
dificultad utilizando cartulinas en las que se recortan piezas de un tamano
como el de las tarjetas de banco. Todas las piezas, naipes decimales, tienen
el mismo tamafno, pero se distinguen unas de otras porque en las cuatro
esquinas de una de las dos caras se escribe de forma bien visible la letra o
letras que identifican cada eslabén de la cadena.

Los siete primeros eslabones son

unidad: u
decena: d
centena; ¢
millar: m

decena de millar: dm
centena de millar: cm
millon: M.

La tabla de equivalencias es

1d = 10u, 1c¢ =10d, 1m = 10¢, 1dm = 10m, lcm = 10dm, 1M = 10cm.

Para una mejor identificacién de estos siete naipes distintos se pueden
elegir los siete colores siguientes

rosa, mnaranja, amarillo, wverde, azul, rojo, morado,
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en el orden creciente: rosa para u, naranja para d, amarillo para c, verde
para m, azul para dm, rojo para cm, morado para M.

Naturalmente, la escala contintda en sentido creciente: para expresar
nimeros mayores que 1M se utilizan

diez M, cien M, mil M, diez mil M, cien mil M, billon.

El billon es 1 millon de millones. Afortunadamente, no vamos a utilizar
mucho estas cantidades en nuestras practicas aritméticas.

1.2. Fichas binarias

No es dificil expresar 1,2,4,8,16 y 32 mediante cuadros de puntos:

Los cuadros que expresan estos nimeros se pueden construir de una
manera muy sencilla usando cartulinas y papel cuadriculado. A tal efecto,
se debe elegir un modelo de papel cuadriculado en el que la separacién entre
rayas contiguas es 8 milfmetros. Juntando cuatro cuadrados minimos del
papel se obtiene un cuadrado bdsico cuyo lado mide 16 milimetros. En el
centro de cada cuadrado bdsico se senala un punto. De esta forma, cada
cuadro para representar los nimeros indicados estd constituido por tantos
cuadrados bdsicos como puntos tiene el cuadro.

Los seis cuadros anteriores se designan U,A,B,C,D,E. Se distinguen per-
fectamente unos de otros por su tamano. Para reforzar sus dibujos en papel
cuadriculado serd conveniente pegarlos a cartulinas. Se pueden pegar tam-
bién a unas ldminas rectangulares blancas que se obtienen en las papelerfas,
de 50 y 65 centimetros de lados y un grosor de 4 milimetros. De esta forma,
los cuadros que se van a construir tienen cierto parecido a las fichas del
dominé clédsico.

Se recortan los cuadros dibujados sobre el papel cuadriculado. Cada uno
de ellos se pega sobre una cartulina, o sobre la ldmina blanca antes referida.
Después se recorta con una tijera el trozo de cartulina con el papel pegado.
Si se utiliza la ldmina blanca, entonces no vale la tijera: es necesario un
instrumento para cortar provisto de una cuchilla extensible, denominado con
la palabra inglesa “cutter”, (pronunciado ctter), que se encuentra también
en papelerfas. Finalmente, en A, C'y E se sefiala una raya que lo divide en
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dos partes iguales que U, B y D respectivamente; en B y D se senialan dos
rayas cruzadas para indicar las dos posibles divisiones en dos partes iguales
que A y C respectivamente.

Observa que A y C son similares, aunque a distinto tamano, a las fichas
del dominé “1 doble” y “4 doble”. Por esta razén, puede ser adecuado bau-
tizar estas piezas con el nombre de “fichas binarias”.

El adjetivo binario hace referencia al nimero dos, de la misma forma
que decimal se refiere a diez.

1.3. Naipes binarios

Las seis fichas binarias U,A,B,C,D,FE se construyen también con cartuli-
nas amarillas. Entonces se obtienen los naipes binarios amarillos.

Pero ahora repetimos la operacién para construir més naipes

Rojos: F, G, H, I, J, K,
Verdes: L, M, N, P, @, R
Azules: S, T, V, X, Y, Z.

Estos nos servirdn para manejar nimeros mayores. El criterio es que al
pasar de un color al siguiente va aumentando la capacidad de puntos que
tiene el naipe. Por ejemplo, el primer naipe rojo F' tiene capacidad doble
que el mayor amarillo E.

1.4. Moldes binarios
Son piezas como
A B C D E
y vamos a llegar hasta

Para qué sirven? Es para expresar nimeros de una manera muy sencilla.
Por ejemplo,

A AU B B U B A BAU C
significan lo mismo que

2 3 4 5 6 7 8
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Es la razén por la que estos siete nimeros se pueden expresar utilizando
solamente las cifras 0 y 1 de la forma siguiente

10 11 100 101 110 111 1000

No te preocupes ahora del porqué; lo estoy anunciando sin explicarlo.

Trabajar solamente con 0 y 1 es muy sencillo cuando ya se han enten-
dido estas cosas. Parecen extranas y al principio se tarda un poco enten-
derlas, pero solo es el miedo a lo desconocido. Sin embargo, enseguida se
encuentran las grandes ventajas obtenidas para hacer cdlculos y para més
cosas. Ademads, esto es la base de la Informatica, del funcionamiento de orde-
nadores, maquinas fotogrificas, cine, television, Internet... de todo lo digital,
o binario, que se refiere al uso exclusivo de 0 y 1. Decimal se asocia a diez, y
de forma paralela binario se asocia a dos. En lo digital el nimero dos juega
el mismo papel que diez en el sistema de numeracién usual. Ya lo he anun-
ciado antes: lo que normalmente escribimos 2 es exactamente lo mismo que
escribir en binario 10 (que ahora debe leerse uno-cero para no confundirlo
con diez).



