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Introducción

			Las páginas que siguen no tratan sobre cine. Tampoco de las matemáticas habituales de los cursos de la enseñanza secundaria. Plantean, sin embargo, situaciones que aparecen propuestas en muchos textos de los últimos planes de estudio, en secciones del tipo Taller de matemáticas o Aprende a resolver problemas, a las que normalmente no se presta mucha atención porque no tratan estrictamente los temas del currículo o requieren de algún tipo de razonamiento diferente al de los procedimientos estandarizados.

			Los recientes reales decretos sobre educación (2022) plantean una nueva mirada hacia las matemáticas, que matiza y complementa las de legislaciones precedentes. Se sigue pretendiendo alcanzar una adecuada competencia matemática, pero definiendo mejor, aclarando, su sentido. Disponer de las herramientas, esto es, conocer definiciones, resultados, teoremas es útil, pero mucho más saber cómo usarlos. El objeto esencial de las matemáticas desde que fueron establecidas es analizar situaciones, resolver problemas y, para ello, es necesario pensar, razonar, establecer procedimientos de resolución, contrastar su verosimilitud y, finalmente, aplicar un algoritmo. Este último paso, el más mecánico, el menos matemático, es el que tradicionalmente ha primado en las aulas. Las potentes herramientas tecnológicas lo relegan a una posición anecdótica.

			Por otra parte, desde un punto de vista pedagógico-didáctico, es aconsejable emplear diferentes metodologías en la exposición de los temas de las asignaturas, buscando una variación de estímulos en el alumno que incentive y enriquezca su aprendizaje. Entre las metodologías que fomentan esas inquietudes se encuentra el aprendizaje basado en problemas (ABP), que convierte al estudiante en parte activa y le permite trabajar en equipo. La mayor parte de los ejercicios, problemas y actividades propuestas en este libro están pensadas como material para formar parte de alguno de esos procesos de investigación que cada docente puede diseñar como mejor se adapte a sus necesidades.

			Asimismo, utilizar recursos distintos al tradicional libro de texto ayuda a comprender el carácter universal de esta disciplina. Uno de tantos es la incorporación de secuencias de películas para introducir cuestiones sobre las que trabajar posteriormente, en un contexto que, por una parte, puede resultar motivador y, por otra, sorprendente por lo aparentemente alejado de lo que la costumbre nos ha hecho interiorizar (como un espectáculo de ocio frente a una materia de estudio). A partir de la visualización de una escena o la lectura de su guion, se plantean situaciones sencillas, cotidianas (solo así pueden entenderse por la mayor cantidad posible de espectadores), pero que, a poco que profundicemos en ellas, nos pueden llevar a asuntos mucho más complicados, de matemáticas de orden superior.

			Las cuestiones se han organizado en torno a tres amplias ramas de las matemáticas clásicas (aritmética, álgebra y probabilidad), aportando cada una un sentido matemático distinto. Un cuarto capítulo introduce aspectos más complejos relacionados con los de los capítulos anteriores y, finalmente, el último nos desgrana las respuestas a algunas de las preguntas planteadas, tratando de evitar la frustración que muchos hemos sufrido alguna vez con otros textos cuando no descubríamos cómo abordar los enunciados propuestos.

			La mayor parte del contenido que aparece ha sido expuesta en diferentes cursos y talleres de formación del profesorado, siendo acogido con interés por parte de los participantes. Esta ha sido una de las principales motivaciones para la redacción un poco más organizada de esos materiales, a fin de que puedan ser compartidos y, esperamos, que pueda ser disfrutado por un mayor número de lectores.

			Finalmente, me gustaría agradecer a todos los compañeros, profesores y amigos su aportación a mi estímulo personal por esta bella disciplina a lo largo de toda mi vida y, por supuesto, a todos los alumnos a los que haya podido atender a lo largo de mi carrera docente. Ellos son el mejor incentivo y la mayor fuente de información para la mejora de la enseñanza. Y, por supuesto, a mi familia. Sin ellos, yo no estaría aquí.

			Alfonso J. Población Sáez

			


Capítulo 1

			La humilde y bella aritmética

			Con lo único que me siento feliz es con las matemáticas. La nieve, el hielo, las cifras. Para mí, el sistema numérico es como la vida humana. Primero están los números naturales, los que son enteros y positivos. Son los números de un niño pequeño. Pero la conciencia humana se complica y el niño descubre el deseo. ¿Sabe cuál es la expresión matemática para el deseo? Los números negativos: la formalización de la sensación de que te falta algo. Entonces el niño descubre los espacios intermedios entre las piedras, entre las personas, entre los números y aparecen las fracciones. Eso es como una especie de locura porque nunca se llega al final, nunca se detienen allí. Hay números que ni siquiera podemos llegar a comprender. Las matemáticas son un paisaje inmenso y abierto1.

			La aritmética es la rama más antigua de las matemáticas. En origen, se centraba únicamente en el estudio de los números enteros y las cuatro operaciones elementales. Con el tiempo su campo de trabajo se fue ampliando, contemplando también otros tipos de números, como los racionales, y otras operaciones (potencias, raíces, congruencias, etc.). Otras áreas surgidas a lo largo de la historia (el álgebra o el análisis, por ejemplo) han ido enriqueciéndola con nuevos conceptos y procedimientos hasta confluir en campos más amplios, como la teoría de números, denominada inicialmente como alta aritmética.

			Reglas de tres y fracciones unitarias

			En la película Un entrenador de primera (Little Big League, Andrew Scheinman, Estados Unidos, 1994), Billy Heywood, un niño de 12 años, ha heredado un equipo de béisbol por el fallecimiento de su abuelo. Como el rendimiento del equipo no es bueno, despide al entrenador, encargándose él mismo de dirigir y entrenar a los jugadores. Una tarde se encuentra preparando un examen de matemáticas y no sabe resolver el siguiente ejercicio:

			Ejemplo 1

			Joe y Sam quieren pintar una casa. El primero lo hace en tres horas, mientras que el segundo necesita cinco. ¿Cuánto tardarán si la pintan juntos?

			Figura 1

			Escenas de Un entrenador de primera (1994)

			[image: ]

			Después de recibir un extenso catálogo de respuestas de cada uno de los jugadores del equipo, que pretenden ser graciosas, uno de ellos resuelve la situación mediante la siguiente expresión:

			[image: ]

			siendo a y b el número de horas que emplea cada obrero en pintar la casa.

			De la escena podemos extraer dos conclusiones, extrapolables a muchos estudiantes de nuestras aulas. La primera es la de hacer alguna operación aritmética con los datos que nos proporciona el enunciado, da igual cuál, el caso es responder algo para salir del paso; y una segunda, la de aprender una fórmula de memoria que haya servido para resolver algún ejercicio similar, pero sin saber de dónde sale ni si es aplicable siempre. Desde un punto de vista matemático, tan rechazable es la primera como la segunda, por mucho que con una de ellas obtengamos una respuesta satisfactoria. Lo deseable sería hacer un razonamiento que nos permita concluir la solución y que además nos proporcione la seguridad de que es correcta. Por ejemplo, algo de este estilo:

			
					1. Si Joe pinta la casa en tres horas, en una hora ha concluido 1/3 del total.

					2. Análogamente, Sam ha pintado 1/5 de la casa en una hora.

			

			Por tanto, trabajando juntos una hora, serán capaces de hacer:

			[image: ]

			Si en una hora pintan esa cantidad de la casa, la terminarán al cabo de 1/(8/15) = 15/8 = 1 + 7/8 horas, es decir, 1 hora y 52,5 minutos.

			Otra escena con un ejercicio similar lo encontramos en Más poderoso que la vida (Bigger than Life, Nicholas Ray, Estados Unidos, 1956). En este caso, un maestro de escuela, afectado por la medicación que debe tomar por padecer una enfermedad mental, y la ansiedad y la fatiga producida por los múltiples trabajos que debe realizar al día para sacar adelante a su familia, ve trastornadas sus relaciones con su esposa e hijo, mostrándose muy severo e intransigente con su hijo al repasar con él sus tareas. No contempla el posible cansancio del niño y no ceja hasta que este no lleve a término los deberes que le plantea. Recrea la escena con un ejercicio similar al de la película anterior:

			Ejemplo 2

			A A y a B les pagan por cortar leña a 50 centavos la cuerda2. A puede cortarla en seis horas; B, en cinco. ¿Cuánto tardarán en cortar la leña juntos?

			Con un razonamiento similar al descrito en el ejemplo previo, se llega sin demasiadas dificultades al resultado que indican los protagonistas de la película: 2 horas, 43 minutos, 38 segundos y 2/11 (de segundo, aunque en la película no se dice). El padre felicita al chico por haberse esforzado, aunque antes de ello haya tenido que escuchar decirle a su madre que “si algo sé de niños es que son vagos por naturaleza”. Desde luego, pocos docentes se expresarían así en público hoy en día (esta escena se desarrolla en el ámbito familiar, que también puede sugerirnos alguna reflexión), pero la cuestión por debatir sería si en el fondo pensamos de esa manera u otra. En la composición de la escena que observamos en la imagen se pone de manifiesto el desigual nivel en el que están padre (docente) e hijo (alumno).

			Figura 2

			Escena de Más poderoso que la vida (1956)[image: ]

			La resolución de estos ejercicios nos lleva a plantearnos el papel de las fracciones unitarias (aquellas con numerador la unidad y denominador cualquier número entero positivo) en diferentes cuestiones aritméticas. Como seguramente conoceremos, la civilización egipcia no consideraba el concepto de fracción como hacemos nosotros (división entre dos números); únicamente consideraban fracciones unitarias y excepcionalmente las fracciones 2/3 y 3/4, para las que tenían una representación simbólica propia. Cualquier fracción m/n la descomponían en suma de fracciones unitarias (por eso, en determinados contextos, se denomina fracción egipcia a la suma de una cantidad finita de fracciones unitarias).

			En lo que sigue, vamos a ver cómo describir cualquier fracción como fracción egipcia. Para ello, es necesario conocer algunas nociones.

			En primer lugar: la descomposición de una fracción en suma de fracciones unitarias no es única.

			Ejemplo 3

			Como contraejemplo, nos sirve la propia fracción 2/3. Por un lado,
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			y por otro, habida cuenta de que
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			podemos escribir
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			e incluso
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			Figura 3

			Papiro Rhind (siglo XVI a. C.)
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			Fuente: PlanetaPi.

			La mayor fuente de información de la matemática egipcia es el papiro Rhind (o papiro de Ahmes, si atendemos al escriba que lo copió en el siglo XVI a. C., aproximadamente). En él aparece una tabla con la descomposición de la fracción 2/n con valores para números impares n desde 5 hasta 101 y otra para n/10, con n entre 1 y 9. Son varias las incógnitas que aún se tienen sobre esas tablas. Por ejemplo, no se conoce a ciencia cierta cómo obtuvieron esas descomposiciones. La mayor parte responden a la expresión, en notación actual,
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			aunque no todas. Tampoco se conoce por qué preferían descomposiciones como 
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			a la más sencilla
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			Da la impresión de que rechazaban repetir la misma fracción unitaria.

			Además de la descomposición (1), pueden ser de utilidad las siguientes identidades:						
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			Veamos a continuación cómo utilizar las anteriores descomposiciones en algún ejemplo concreto.

			Ejemplo 4

			Dar la representación egipcia de la fracción 8/11.

			Claramente
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			Como 11 = 2 × 6 – 1, de la identidad (3), obtenemos que
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			Por tanto,
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			Además de esas fórmulas, existen distintas estrategias de búsqueda de descomposiciones en suma de fracciones continuas. Una de las más utilizadas es la que se detalla a continuación.

			El algoritmo voraz (greedy algorithm)

			En ciencias de la computación son muy utilizados los denominados algoritmos voraces, asociados normalmente a cuestiones de optimización. El esquema de aplicación en que se basan es el de elegir la opción óptima en cada paso con la esperanza de llegar a una solución general también óptima. Además de su eficacia, plantea pocas dificultades en cuanto a su diseño y manejo, aunque no garantiza el objetivo de alcanzar dicha solución. En el caso de las fracciones unitarias, se busca en cada etapa la fracción unitaria mayor posible pero más pequeña que la buscada.

			Ejemplo 5

			En el ejemplo anterior, como
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			la fracción unitaria más próxima que no sobrepase ese valor sería
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			entonces,
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			Como
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			la fracción unitaria más cercana pero menor sería

			[image: ]

			Tal y como se hizo en el paso previo:
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			Por tanto,
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			Iterando el procedimiento,
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			Obteniendo

			[image: ]

			que ya es fracción unitaria. Recapitulando, se tiene entonces que

			[image: ]

			Ejemplo 6

			Otro ejemplo sencillo de utilización del algoritmo voraz es en el del número mínimo de monedas empleadas para dar el cambio. Por ejemplo, deseamos dar 73 céntimos
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Federación Española de Sociedades de Profesores 

			de Matemáticas (FESPM) 

			Se constituyó en Sevilla en el año 1988 con la vocación de aunar los es­­fuer­­zos de cuantos trabajan por mejorar la educación matemática y a ella pue­­den adherirse todas aquellas asociaciones de profesores de Matemáticas que compartan los fines de esta Federación. Desde su creación y hasta la fecha, la FESPM ha seguido un proceso continuo de crecimiento, has­­ta llegar a estar formada en la actualidad por 20 sociedades.

			La FESPM forma parte de la Federación Europea de Asociaciones de Pro­­fesores de Matemáticas (FEAPM) y de la Federación Iberoamericana de So­­ciedades de Educación Matemática (FISEM).
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