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Mathématiques

1. Algèbre générale

1.1 Éléments de logique

� Proposition logique

C’est un assemblage de lettres et de signes qui a une syntaxe correcte
(le lecteur sait le lire), une sémantique correcte (le lecteur comprend ce
qu’il lit) et qui a une seule valeur de vérité : vrai (V) ou faux (F).

Deux propositions seront considérées comme égales si elles ont toujours la
même valeur de vérité.

� Connecteurs logiques

Négation non p

� non p � est vraie si, et seulement si, p est fausse.

Conjonction p et q

� p et q � est vraie si, et seulement si, les deux propositions sont vraies.

Disjonction p ou q

� p ou q � est vraie si, et seulement si, au moins une des propositions est
vraie.

� Le � ou � a un sens inclusif, à ne pas confondre avec le sens exclusif
qui figure dans � fromage ou dessert �

Implication p =⇒ q

p =⇒ q est définie par � (non p) ou q �.
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� Cela signifie que quand p est fausse, la proposition � p =⇒ q � est
vraie. Pensez à des proverbes comme � si les poules avaient des dents alors
je serais pape �, � si les poules avaient des dents alors je serais en train de
lire un chapitre de maths �. Ces phrases sont vraies, même si leur apport
est faible !

Équivalence p⇐⇒ q

p ⇐⇒ q est vraie si, et seulement si, les deux propositions sont simul-
tanément vraies ou simultanément fausses.

� Propriétés des connecteurs

non ( non p) = p
non (p ou q) = ( non p) et ( non q)
non (p et q) = ( non p) ou ( non q)
(p =⇒ q) =

[
( non p) ou q

]
non (p =⇒ q) =

[
p et ( non q)

]

� La négation d’une implication n’est donc pas une implication.

(p =⇒ q) =
[
( non q) =⇒ ( non p)

]

� Cette seconde implication est la contraposée de la première. Faites
attention à l’ordre des propositions.

(p⇐⇒ q) =
[
(p =⇒ q) et (q =⇒ p)

]

� Pour démontrer une équivalence, on démontre souvent une implication
et sa réciproque.

� Quantificateurs

Notation

Les quantificateurs servent à indiquer la quantité d’éléments qui intervien-
nent dans une proposition. On utilise :
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le quantificateur universel ∀
∀x signifie : pour tout x ;

le quantificateur existentiel ∃
∃ x signifie : il existe au moins un x.

Ordre

Si l’on utilise deux fois le même quantificateur, l’ordre n’a pas d’importan-
ce. On peut permuter les quantificateurs dans des écritures du type :

∀x ∈ E ∀y ∈ E p(x, y)
∃ x ∈ E ∃ y ∈ E p(x, y)

Mais si les quantificateurs sont différents, leur ordre est important.

Dans l’écriture ∀x ∈ E ∃ y ∈ E p(x, y) y dépend de x.

Dans l’écriture ∃ y ∈ E ∀x ∈ E p(x, y) y est indépendant de x.

Négation

La négation de� ∀x ∈ E x vérifie p � est� ∃ x ∈ E tel que x ne vérifie
pas p �.
La négation de � ∃ x ∈ E x vérifie p � est� ∀x ∈ E x ne vérifie pas
p �.

� Quelques méthodes de démonstration

Déduction

Si p est vraie et si l’on démontre p =⇒ q, alors on peut conclure que q est
vraie.

� Si la démonstration d’une implication vous résiste, pensez à examiner
la contraposée. Elle a le même sens, mais il est possible que sa démonstra-
tion soit plus facile.

Raisonnement par analyse-synthèse

Quand on a démontré p =⇒ q, on peut dire qu’on a fait l’analyse du
problème. On dit que p est une condition suffisante pour que q soit vraie.
Quand on a démontré q =⇒ p, on peut dire qu’on a fait la synthèse du
problème. On dit que p est une condition nécessaire pour que q soit vraie.
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Raisonnement par l’absurde

Pour démontrer que p est vraie, on peut supposer que p est fausse et en
déduire une contradiction.

� Comme vous partez de non p, ne vous trompez pas dans la négation,
en particulier en ce qui concerne les quantificateurs.

Disjonction des cas

Elle est basée sur : [
(p =⇒ q) et ( non p =⇒ q)

]
=⇒ q

Exemples et contre-exemples

Beaucoup de propositions mathématiques sont de type universel. Dans ce
cas,

− un exemple est une illustration, mais ne démontre rien,

− un contre-exemple est une démonstration que la proposition est fausse.

Raisonnement par récurrence

� Soit E(n) un énoncé qui dépend d’un entier naturel n.

Si E(0) est vrai, et si, quel que soit k � 0, l’implication E(k) =⇒ E(k + 1)
est vraie, alors l’énoncé E(n) est vrai pour tout entier n.

� Ce principe a diverses variantes, par exemple :

si E(0) est vrai, et si, quel que soit k � 0, l’implication
[

E(0) et E(1) et . . . et E(k)
]
=⇒ E(k + 1)

est vraie, alors l’énoncé E(n) est vrai pour tout entier n.


