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Avant-propos

Ce livre est le fruit de plusieurs années passées a enseigner la logique a I’Univer-
sité de Rennes 1 et 8 ’ENS Rennes, au niveau L3 informatique et en préparation a
I’agrégation de mathématiques, option informatique.

Il s’impose comme un manuel tres attendu par les enseignants, mais surtout par
les étudiants qui souvent rencontrent des difficultés a consulter profitablement les
nombreux ouvrages principalement en anglais et dont I’ambition dépasse souvent
celle d’une connaissance miire, mais non experte, de la logique classique.

Ainsi cet ouvrage se veut-il sans prétention mais, comme nous, auteurs, 1’espe-
rons, un document de référence pour comprendre les fondements de la logique ma-
thématique. Il est congu pour étre utilisé dans les universités francophones et dans les
classes préparatoires MP2I et MPI, du niveau L2 jusqu’a la préparation a I’agrégation
d’informatique.

Nous avons élaboré le contenu de ce livre sur la base d’une vaste littérature sur
le sujet, tels que des ouvrages déja publiés (voir Bibliographie), des polycopiés de
collegues, et notamment celui d’Hubert Comon de I’ENS Paris-Saclay, ainsi que sous
I’éclairage de notre expérience d’enseignants.

Nous proposons des exercices a la fin de chaque chapitre pour permettre aux
lecteurs et lectrices de s’approprier les notions.

En flashant le QR-code ci-contre ou en allant sur le site
http://livrelogique.github.io/, on pourra trou-
ver des documents en lien avec ce livre. Notamment il y a un
lien pour accéder a Pravda, assistant de preuves logiques déve-
loppé pour ce livre (voir Chapitres 4 et 10). On pourra trouver
sur ce site les solutions des exercices proposés a chaque fin de
chapitre ainsi qu’une liste des potentielles corrections a appor-
ter au livre pour sa bonne compréhension.

Dr’ailleurs, il ne faut pas hésiter a nous prévenir d’erreurs présentes dans ce livre
en nous envoyant un mail a I’adresse suivante :

livrelogique @ gmail.com


http://livrelogique.github.io/
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Dans tout le livre, nous utilisons les pictogrammes suivants dans les marges afin
de donner des précisions aux lectrices et lecteurs :

Agreg un savoir-faire pour 1’agrégation
a—

un exercice portant sur la notion étudiée
un passage difficile mais optionnel

W
A un passage difficile qu’il faut maitriser

Agrégation d’informatique Le livre offre aux candidats préparant 1’agrégation
d’informatique une solide connaissance en logique. Concernant la premiere épreuve
orale (d’admission), appelée lecon d’informatique, la lecon de logique de cette
épreuve est :

28. Formules du calcul propositionnel : représentation, formes nor-
males, satisfiabilité. Applications.

Les pictogrammes de savoir-faire seront ainsi utiles. Cependant, d’autres savoir-faire
que nous proposons peuvent trouver leur place dans d’autres lecons. Par exemple,
la décidabilité de I’arithmétique de Presburger (page 202) qui clairement ne convient
pas alalecon 28, serait tout a fait pertinente pour les lecons 27 Décidabilité et indéci-
dabilité. Exemples et 29 Langages rationnels et automates finis. Exemples et applica-
tions. Les pictogrammes de savoir-faire recensent aussi des aspects techniques utiles
aux candidates et candidats préparant I’épreuve écrite (d’admissibilité) 3b : fonde-
ments de l'informatique. Ces remarques s’appuient sur la version 2022 de I’agréga-
tion, il faudra les adapter en fonction de son évolution.

Remerciements Nous remercions 1’équipe éditoriale de Dunod, en particulier Va-
nessa Beuneche et Laetitia Jammet, ainsi que Jean-Baptiste Guges pour sa relecture.
Nous tenons a remercier Pierre Le Scornet pour son aide sur les exercices, Rémi Mo-
reau, Mathias Déhais, Léo Ackermann, Jean-Michel Gorius, Alexandre Terefenko,
Ocan Sankur et Grégory Gobin pour leurs relectures tant sur le fond que sur la forme.
Merci a Francois Ernoult pour son aide sur les pictogrammes. Nous remercions éga-
lement David Gross-Amblard pour la relecture du chapitre sur la théorie des bases de
données, Hubert Comon pour ses excellentes notes de cours, Julien Grange pour les
discussions, et enfin et surtout les étudiants de L3 du département informatique de
I’ENS Rennes, de la L3 informatique de 1’Université Rennes 1, et de la préparation a
I’agrégation de mathématiques (option informatique) a I’ENS Rennes.

Pierre Le Barbenchon, Sophie Pinchinat et Frangois Schwarzentruber



Introduction

La logique est aux mathématiques ce que le solfege est a la musique, ce que la
grammaire est au langage, ce que I’architecture est a la construction d’édifice, ou
encore ce que le fil d’Ariane est au labyrinthe...

Elle est un champ interdisciplinaire qui traite des principes formels du raisonne-
ment, c’est-a-dire des inférences et des démonstrations que 1’on peut mener en partant
d’énoncés.

Il existe de nombreuses branches de la logique, dont la nature est guidée par
les concepts que I’on veut exprimer et par le type de raisonnement que 1’on veut
pouvoir mener. Pour une premiere approche, comme dans ce livre, c’est la logique
dite classique, une théorie de la vérité, qui offre un spectre large de notions et dont les
fondements restent assez simples puisqu’elle repose sur des postulats : le tiers exclu
qui considere qu’un énoncé est soit vrai soit faux, le raisonnement par I’absurde,
la contraposition,... Dans toute logique, les énoncés sont appelés des formules qui
s’interpretent dans un modele, de maniere a définir leur valeur de vérité; c’est ce
qu’on appelle leur sémantique.

Pour comprendre la logique classique, il est conseillé de commencer par une lo-
gique simple, la logique propositionnelle (que nous traitons en Partie I), puis d’ajou-
ter de I’expressivité a celle-ci en considérant la logique du premier ordre (étudiée en
Partie II).

En logique propositionnelle, les formules sont obtenues a partir de variables pro-
positionnelles de base qui décrivent des faits, de connecteurs qui refletent les conjonc-
tions de coordination de la langue naturelle (en langue francaise mais, ou, et, donc,
or, ni, car) et de la forme négative d’une phrase (en langue francaise ne pas). Un
modele est une valuation qui fixe la valeur de vérité des variables propositionnelles.

La Partie I sur la logique propositionnelle se décompose en cinq chapitres, avec
la progression suivante.

Chapitre 1 - Formules Dans ce chapitre, on définit la logique propositionnelle
pour un ensemble fixé Prop de variables propositionnelles. La syntaxe des formules
s’appuie sur les variables propositionnelles de Prop pour les énoncés élémentaires,
et sur ’ensemble de connecteurs —, A\, V,— permettant de combiner ces énoncés;
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par exemple, le connecteur A reflete la conjonction de coordination «et». La va-
leur de vérité d’une formule dépend uniquement de la valeur de vérité des variables
propositionnelles qui la composent. La donnée d’une valeur pour chaque variable
propositionnelle s’appelle une valuation. La sémantique d’une formule repose sur
I’ensemble de ses modeles que sont les valuations.

Chapitre 2 - Fragments syntaxiques Notre choix d’utiliser les connecteurs
-, A\, V,— est questionnable, mais il est surtout lié a une volonté de proposer un
cadre ol toutes les conjonctions de coordinations de la langue naturelle sont représen-
tées explicitement. Toutefois, comme nous 1’étudions dans ce chapitre, il est possible
de restreindre I’ensemble des connecteurs sans pour autant perdre en expressivité,
c’est-a-dire renoncer a certains énoncés. Ensuite, nous étudions d’autres types de res-
trictions syntaxiques, dont certaines qui préservent 1’expressivité, alors que d’autres
I’amoindrissent mais ont I’avantage de se préter plus efficacement aux traitements
automatiques (comme établi dans le chapitre suivant). Parmi les restrictions qui n’en-
tachent pas 1’expressivité, la forme normale conjonctive joue un role central.

Chapitre 3 - Probleme SAT Ce chapitre traite le probleéme de satisfaisabilité d’une
formule de la logique propositionnelle, c’est-a-dire de 1’existence d’un modele. En
parcourant 1’ensemble fini des valuations, il est facile de chercher un candidat. Cet
algorithme naif est cofiteux puisque I’espace des candidats est vaste, mais nous mon-
trons que cette inefficacité est intrinséque au probleme. En revanche, certaines res-
trictions syntaxiques décrites au chapitre précédent, qui amoindrissent 1’expressivité,
offrent de bons algorithmes.

Chapitre 4 - Probleme VALIDE Ce chapitre traite le probleme de validité d’une
formule, c’est-a-dire le fait qu’elle correspond a un énoncé infalsifiable. Il est clair
que ce probleme est le dual du probleme de satisfaisabilité, puisque la négation d’une
formule vraie dans tous les modeles est insatisfaisable. Ainsi pouvons-nous tirer parti
de nombreux développements du chapitre précédent. Néanmoins, ce chapitre nous
offre I’opportunité de découvrir I'univers des systémes de preuves. Ces systemes for-
mels reposent sur des regles de déduction qui refletent les démonstrations mathé-
matiques. Nous présentons en détail le cas particulier du systéme de résolution dont
la philosophie repose sur une démonstration par réfutation. Nous terminons le cha-
pitre en explorant d’autres systeémes de preuves qui décrivent des démonstrations par
allégation, c’est-a-dire par argumentation directe comme couramment en mathéma-
tiques.

Chapitre 5 - Compacité Dans ce chapitre, nous utilisons un ensemble infini
de variables propositionnelles, de maniere a considérer des ensembles infinis de
formules non équivalentes deux a deux. De tels ensembles de formules permettent de
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décrire les propriétés d’une structure mathématique infinie, telle que la grille du plan,
ou plus généralement un graphe infini. Nous établissons le théoreme de compacité
qui énonce que I’on peut indifféremment aborder le probleme de satisfaisabilité d’un
ensemble donné infini de formules, ou aborder celui de la satisfaisabilité de chacun
de ses sous-ensembles finis. Nous montrons une application de ce théoréme sur les
graphes infinis et revenons sur celui-ci dans la Partie II, puisqu’il est la clé de volite
d’un second théoreme de compacité pour la logique du premier ordre.

La logique propositionnelle est tres limitée puisqu’elle ne permet pas de décrire
certaines situations réelles mettant en jeu des individus ou des objets, comme par
exemple I’énoncé générique « Si x est le pere de y et si z est le pere de x alors z est
un grand-pere de y », ou I’énoncé universel « Toute personne a un pere », ou encore
une propriété mathématique telle que « une relation est réflexive et euclidienne si, et
seulement si, elle est une relation d’équivalence ».

Pour pallier cette limitation de la logique propositionnelle, on introduit la logique
du premier ordre, dont les énoncés se rapprochent encore plus de la langue naturelle.
On utilise alors des fermes pour dénoter les objets, des symboles de relation pour les
énoncés de base qui relient des objets, et enfin, pour construire des énoncés élaborés,
et en plus des connecteurs déja introduits en logique propositionnelle, les guantifi-
cateurs, « pour tout » et « il existe », classiques en mathématiques. La syntaxe des
formules de la logique du premier ordre se veut donc plus complexe que celle de la
logique propositionnelle, et il en est de méme pour leur sémantique : en logique du
premier ordre, un modele d’une formule est une structure (au sens mathématique,
comme un groupe, un anneau, etc.).

Il faut noter que la logique propositionnelle est un fragment de la logique du
premier ordre, dans le cas particulier ou les symboles de relation utilisés dans les
formules s’interpretent comme des relations dégénérées d’arité nulle. D’ailleurs, cer-
tains ouvrages comme [End72], ne présentent essentiellement que la logique du pre-
mier ordre avant d’en dégager le fragment plus faible inhérent a la logique proposi-
tionnelle.

Aussi, il existe une différence importante entre les deux logiques. Alors que la
classe des modeles d’une formule de la logique propositionnelle est finie, celle d’une
formule du premier ordre est infinie. Cet état de fait a des répercussions séveres au
niveau algorithmique. En particulier, il n’existe pas d’algorithme pour répondre a la
question de la validité, c’est-a-dire « étant donné une formule de logique du premier
ordre, est-elle vraie dans tous les modeles ? », alors que c’est le cas pour la logique
propositionnelle. On dit succinctement que la logique du premier ordre est indéci-
dable.

La Partie II, consacrée a la logique du premier ordre, est composée des chapitres
suivants.
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Chapitre 6 - Termes Ce chapitre explique comment dénoter des éléments d’une
structure mathématique, sur la base d’objets syntaxiques appelés rermes. Les termes
sont obtenus en partant de symboles de variables et de symboles de fonctions; les
derniers étant piochés dans un ensemble fixé F. Les structures mathématiques obte-
nues sont les F-algeébres. On aborde a la fin de ce chapitre un fragment naturel de la
logique du premier ordre, appelé logique équationnelle, qui repose uniquement sur
des énoncés d’égalité entre termes.

Chapitre 7 - Formules Pour obtenir des énoncés plus généraux que ceux de la
logique équationnelle du chapitre précédent, on équipe les F-algebres de relations
entre les éléments. Ainsi, en plus des symboles de fonction, on se fixe un ensemble
R de symboles de relations. Chaque paire S = (F,R), appelée signature, induit
la classe des S-structures. Pour former les formules, on part des formules atomiques
fondées sur les symboles de relations, puis on s’autorise les connecteurs de la logique
propositionnelle et les quantificateurs. Les modeles d’une formule sur la signature S
sont les S-structures.

Ce chapitre et le précédent terminent la syntaxe et la sémantique de la logique du
premier ordre, qu’on rappelle dans le tableau ci-dessous.

Syntaxe | Sémantique
Chapitre 6 | Terme F-algebre
Chapitre 7 | Formule | S-structure

Chapitre 8 - Cardinalité des modeles Dans ce chapitre, nous montrons une grande
proximité entre la logique du premier ordre et la logique propositionnelle ; une proxi-
mité dont on peut tirer parti 2 de nombreux égards. Une étape importante pour y
parvenir consiste a considérer les formes normales de Skolem qui sont des formules
sans quantificateur existentiel. La skolémisation est la transformation des formules
pour obtenir des formes de Skolem. Elle se base sur une explicitation, dans la signa-
ture, d’une relation fonctionnelle entre éléments, et est induite par les alternances de
quantificateurs des formules. La forme de Skolem obtenue est en général non équiva-
lente a la formule dont on part, mais les deux formules sont équisatisfaisables — elles
ont toutes deux au moins un modele ou aucun modele — avec des modeles de méme
cardinal.

Pour les formes de Skolem, nous exhibons des modeles particuliers dits de Her-
brand, d’une nature trés syntaxique, qui suffisent a statuer sur la satisfaisabilité des
formes de Skolem. Ces modeles établissent un lien explicite entre les modeles d’une
forme de Skolem et ceux d’un ensemble infini de formules de la logique proposition-
nelle. C’est d’ailleurs par ce biais que nous établissons le théoreme de compacité et
la complétude du systeme de preuves de résolution pour la logique du premier ordre.



