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Chapitre 1

Préface

L’analyse fait partie des domaines fondamentaux des mathématiques et occupe
également une place centrale dans de nombreuses filières à orientation mathématique.
Elle constitue en particulier une base indispensable pour la poursuite des études en
mathématiques, en informatique, en physique et dans les sciences de l’ingénieur.

Ce livre s’adresse avant tout aux étudiantes et étudiants des deux premiers semestres,
en particulier à celles et ceux qui abordent l’analyse de manière systématique pour la
première fois au début de leurs études. L’accent est mis sur une introduction rigoureuse
aux notions et aux méthodes centrales de l’analyse. Parmi celles-ci figurent notamment
le raisonnement par récurrence, les propriétés des nombres réels, les suites et les séries,
la continuité, la dérivation, l’intégration ainsi que des thèmes plus avancés tels que la
convergence uniforme, les séries entières et les séries de Taylor.

Dans la présentation, une attention particulière est accordée à la précision
mathématique. Les notions sont introduites avec exactitude, les liens sont développés
avec soin et les énoncés sont démontrés de manière conséquente. En même temps, on a
veillé à présenter les différents contenus non seulement de façon formelle, mais aussi de
manière intuitive et compréhensible. De nombreux exemples, remarques et exercices
doivent aider à ne pas seulement lire la matière, mais à la comprendre véritablement.

L’ouvrage est conçu de telle sorte qu’il puisse être utilisé aussi bien en accompagne-
ment d’un cours magistral que pour l’étude autonome. Des développements détaillés
ainsi que de nombreux exercices accompagnés de solutions doivent faciliter l’accès à
l’analyse et permettre aux lectrices et lecteurs d’assimiler et de consolider la matière
de façon systématique.
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CHAPITRE 1. PRÉFACE

Mon objectif était d’écrire un manuel qui prenne le contenu mathématique au sérieux
sans paraître inutilement intimidant. Pour de nombreuses étudiantes et de nombreux
étudiants, l’analyse est d’abord un domaine exigeant, mais elle gagne en clarté et en
structure à mesure que la compréhension progresse. Si ce livre contribue à faciliter cet
accès et peut-être même à transmettre un peu de plaisir pour les mathématiques, il
aura atteint son but.

Lucien Sina
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Chapitre 2

Récurrence complète et
combinatoire

L’analyse s’intéresse aux variations continues, aux processus de passage à la limite,
aux séries, aux suites, aux fonctions et à la question de savoir comment une loi générale
valable pour une infinité de cas peut naître d’un nombre fini d’étapes. C’est précisément
pourquoi il est utile de commencer l’étude de l’analyse par un principe de démonstration
qui formalise exactement cette manière de raisonner pas à pas : la récurrence complète.

Grâce à elle, on peut démontrer des assertions portant sur tous les entiers naturels en
établissant d’abord le premier cas, puis en montrant que la validité d’un cas quelconque
entraîne celle du cas suivant. Ainsi, à partir d’un seul point de départ assuré, on obtient
une conclusion générale. Ce principe apparaît sans cesse en analyse, par exemple dans
les formules de somme, les inégalités, les récurrences, les estimations de suites et de
nombreuses autres assertions faisant intervenir un entier naturel comme paramètre.

La récurrence complète n’est donc pas seulement un outil technique, mais aussi un
instrument de pensée central en mathématiques. La maîtriser avec assurance constitue
une base importante pour comprendre et construire l’analyse.

2.1 Démonstration par récurrence complète
Le principe de la récurrence complète repose sur une propriété fondamentale des

entiers naturels : chaque entier naturel est soit le début de la suite, soit obtenu à partir
d’un entier naturel plus petit par l’ajout de 1. C’est précisément cette structure qui

3



CHAPITRE 2. RÉCURRENCE COMPLÈTE ET COMBINATOIRE

permet de déduire des assertions valables pour tous les entiers naturels à partir d’un
cas initial et d’une étape de transmission.

Définition 1 (Principe de récurrence complète). Soit M ⊆ N0. Si
1. 0 ∈ M et
2. pour tout n ∈ N0, on a : si n ∈ M , alors n + 1 ∈ M ,

alors M = N0.

Ce principe peut également être formulé sous la forme d’un énoncé général portant
sur des propriétés :

Définition 2 (Principe de récurrence sous forme d’énoncé). Soit P (n) une assertion
portant sur n ∈ N0. Si

1. P (0) est vraie et
2. pour tout n ∈ N0, la validité de P (n) entraîne la validité de P (n + 1),

alors P (n) est vraie pour tout n ∈ N0.

Une démonstration par récurrence complète se compose donc toujours de deux
parties essentielles :

1. Initialisation : on montre que l’assertion est vraie pour la première valeur
pertinente de l’entier naturel.

2. Hérédité : on suppose que l’assertion est vraie pour un n quelconque, mais
fixé, puis on montre qu’elle est également vraie pour n + 1.

L’étape d’hérédité constitue ici le passage décisif. Elle ne montre pas seulement
qu’un cas particulier est vrai, mais que la vérité de l’assertion se transmet le long
des entiers naturels. Une fois l’initialisation établie, tous les cas suivants sont ainsi
automatiquement couverts.

On parle de récurrence complète, parce qu’il ne s’agit pas de vérifier isolément certains
nombres, mais de saisir tout le système infini des entiers naturels au moyen d’une
structure logique générale. En analyse, cette méthode est particulièrement importante,
car de nombreuses assertions doivent être démontrées pour tout n ∈ N ou tout n ∈ N0.

Remarque 3. Selon la convention adoptée, on fait commencer les entiers naturels à 0
ou à 1. La notation utilisée ici, N0, contient le 0. Si, dans un chapitre ultérieur, on
travaille avec N = {1, 2, 3, . . . }, seul le cas initial de la récurrence change, et non le
principe fondamental.
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Le principe de récurrence complète révèle particulièrement sa force lorsqu’on
l’applique à un énoncé concret. Un exemple classique est la somme des n premiers
entiers naturels. Cet exemple permet de voir très clairement comment se construit une
démonstration par récurrence et pourquoi le passage de n à n + 1 constitue le cœur
même de la méthode.

Exemple 4 (Petite formule de sommation de Gauss). L’une des premières applications,
et en même temps l’une des plus connues, de la récurrence complète est la formule de
sommation

1 + 2 + · · · + n = n(n + 1)
2 (n ∈ N).

Elle décrit la somme des n premiers entiers naturels et est donc souvent appelée petite
formule de sommation de Gauss.

À première vue, le membre de gauche semble exiger un nouveau calcul pour chaque
nouvelle valeur de n. La formule montre cependant que cette somme peut être exprimée
sous une forme fermée simple. De tels énoncés sont typiques de l’analyse : à partir
d’une suite de valeurs particulières naît une loi générale.

Démonstration. Nous démontrons la formule par récurrence complète sur n.
Pour plus de clarté, nous désignons la somme des n premiers entiers naturels par

Sn := 1 + 2 + · · · + n.

Il s’agit donc de montrer que

Sn = n(n + 1)
2 pour tout n ∈ N.

1. Initialisation. Pour n = 1, on a

S1 = 1.

D’autre part, le membre de droite donne

1 · 2
2 = 1.

L’assertion est donc vraie pour la valeur initiale n = 1.

5



CHAPITRE 2. RÉCURRENCE COMPLÈTE ET COMBINATOIRE

2. Étape d’hérédité. Supposons maintenant que la formule soit déjà valable pour
un n ∈ N fixé, mais arbitraire. Cela signifie que

Sn = n(n + 1)
2 .

Cette hypothèse s’appelle l’hypothèse de récurrence. Elle ne signifie pas que nous voulons
démontrer l’assertion seulement pour ce seul n, mais que nous la supposons déjà connue
afin d’en déduire le cas suivant.

Considérons maintenant la somme jusqu’à n + 1 :

Sn+1 = 1 + 2 + · · · + n + (n + 1).

Comme 1 + 2 + · · · + n = Sn, l’hypothèse de récurrence donne

Sn+1 = Sn + (n + 1) = n(n + 1)
2 + (n + 1).

On met alors n + 1 en facteur :

Sn+1 = (n + 1)


n

2 + 1


= (n + 1)


n + 2
2


.

Il s’ensuit que

Sn+1 = (n + 1)(n + 2)
2 .

C’est précisément la formule souhaitée pour le cas n + 1.

Comme l’initialisation a été établie et que la validité pour n entraîne toujours la
validité pour n + 1, l’assertion est démontrée pour tout n ∈ N.

Cet exemple illustre particulièrement clairement le schéma fondamental de la
récurrence complète : on établit d’abord un point de départ, puis on montre que
chaque cas entraîne le suivant. De cette manière, une assertion peut être démontrée
non seulement pour quelques nombres, mais pour tous les entiers naturels.
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2.2 Notation sommatoire
Lorsque, en analyse, un grand nombre de termes doivent être additionnés, il serait peu

pratique d’écrire chaque somme intégralement. On utilise donc un symbole particulier
pour les sommes, appelé symbole de sommation. Il permet de noter des additions longues
de manière claire et générale.

Définition 5 (Notation sommatoire). Soient a1, a2, . . . , an des nombres et soit n ∈ N.
Alors

n∑
i=1

ai := a1 + a2 + · · · + an.

Le nombre i s’appelle indice courant ou indice de sommation. Il sert uniquement à
parcourir les différents termes de la somme et n’est pas considéré comme une variable
indépendante en dehors de cette somme.

À l’aide du symbole de sommation, de nombreux énoncés peuvent être formulés
de façon très compacte. On rencontre particulièrement souvent des sommes dont les
termes dépendent d’un entier naturel. C’est précisément dans de telles situations
que la récurrence complète constitue une méthode de démonstration particulièrement
appropriée.

Nous démontrons maintenant un exemple classique, qui joue en même temps un
rôle important dans le maniement des sommes.

Exemple 6 (Somme des premiers nombres impairs). Pour tout n ∈ N, on a

n∑
i=1

(2i − 1) = n2.

Autrement dit, la somme des n premiers nombres impairs est toujours égale au carré
de n.

Démonstration. Nous démontrons l’énoncé par récurrence complète sur n.

Initialisation : Pour n = 1, on a

1∑
i=1

(2i − 1) = 2 · 1 − 1 = 1
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et en même temps
12 = 1.

L’assertion est donc vraie pour n = 1.

Hypothèse de récurrence : Supposons que, pour un n ∈ N fixé mais arbitraire,
on ait déjà

n∑
i=1

(2i − 1) = n2.

Étape de récurrence : Montrons alors que l’énoncé est également vrai pour n + 1.
Pour cela, considérons

n+1∑
i=1

(2i − 1).

Nous séparons le dernier terme :

n+1∑
i=1

(2i − 1) =
n∑

i=1
(2i − 1) +

(
2(n + 1) − 1

)
.

À l’aide de l’hypothèse de récurrence, il vient

n+1∑
i=1

(2i − 1) = n2 + 2n + 1.

Comme
n2 + 2n + 1 = (n + 1)2

on obtient
n+1∑
i=1

(2i − 1) = (n + 1)2.

L’étape de récurrence est ainsi démontrée.

Par conséquent,
n∑

i=1
(2i − 1) = n2

pour tout n ∈ N.
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La récurrence complète et bon nombre des exemples précédents reposent sur les
nombres naturels. Nous introduisons donc maintenant les ensembles de nombres les
plus importants, qui seront constamment utilisés dans la suite de l’analyse.

Définition 7 (Nombres naturels). L’ensemble des nombres naturels est

N := {1, 2, 3, . . . }.

Si l’on y ajoute le nombre 0, on obtient l’ensemble

N0 := {0, 1, 2, 3, . . . }.

Les nombres naturels servent en particulier à compter et à ordonner. En raison de
leur structure progressive, ils constituent la base de la récurrence complète.

Afin de pouvoir former sans restriction des différences de nombres naturels, on
élargit les nombres naturels aux nombres entiers.

Définition 8 (Nombres entiers). L’ensemble des nombres entiers est

Z := {. . . , −3, −2, −1, 0, 1, 2, 3, . . . }.

Il contient donc aussi bien les entiers positifs que les entiers négatifs, ainsi que 0.

Remarque 9. La récurrence complète est une méthode de démonstration et non une
définition des nombres naturels. Elle est toutefois étroitement liée aux nombres naturels,
car ceux-ci sont ordonnés selon une structure séquentielle continue. C’est précisément
cette structure qui permet le passage de n à n + 1 dans l’étape de récurrence.

Dans la suite, d’autres ensembles de nombres seront encore introduits, notamment
les nombres rationnels Q, les nombres réels R et les nombres complexes C. Pour les
bases de la récurrence complète, les nombres naturels suffisent toutefois dans un premier
temps.

2.3 Notation produit et factorielle
La notation produit et la factorielle ne sont pas seulement des abréviations utiles pour

des multiplications répétées ; elles sont aussi des notions centrales de la combinatoire.
Dans ce domaine des mathématiques, on étudie combien de possibilités admettent
certains arrangements et certains procédés de sélection. La factorielle y apparaît
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naturellement, car elle décrit le nombre de tous les ordres possibles d’un ensemble fini.
De même que le symbole de somme permet d’écrire de longues additions sous une forme
compacte, le symbole de produit sert à noter de façon claire des multiplications plus
longues. Il joue un rôle important aussi bien en analyse qu’en combinatoire.

Définition 10 (Notation produit). Soient a1, a2, . . . , an des nombres et soit n ∈ N.
Alors

n∏
i=1

ai := a1 · a2 · . . . · an.

Le nombre i est appelé, comme précédemment, indice muet ou indice de multiplication.
Il sert uniquement à ordonner les facteurs les uns après les autres.

Par analogie avec la somme, on considère aussi le produit vide. Il est naturel de le
définir comme étant égal à 1, puisque 1 est l’élément neutre de la multiplication.

Remarque 11 (Produit vide). Pour n = 0, on pose
0∏

i=1
ai := 1.

Cette convention n’est pas arbitraire ; elle permet de formuler de nombreuses identités
de manière uniforme, sans avoir à traiter de cas particuliers.

Une application particulièrement importante de la notation produit est la factorielle.

Définition 12 (Factorielle). Pour n ∈ N0, on définit la factorielle par

n! :=
n∏

k=1
k.

On a donc en particulier

1! = 1, 2! = 1 · 2, 3! = 1 · 2 · 3, . . .

et, en raison de la convention sur le produit vide, également

0! = 1.

En combinatoire, la factorielle compte le nombre de tous les arrangements possibles
de n éléments distincts.
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Théorème 13 (Arrangements d’un ensemble à n éléments). Soit M un ensemble
ayant exactement n éléments. Alors il existe exactement n! arrangements différents des
éléments de M .

Démonstration. Nous justifions l’énoncé étape par étape.
Pour le premier élément d’un arrangement, il y a n possibilités, car chacun des n

éléments peut occuper la première place. Une fois ce premier élément choisi, il reste
encore n − 1 éléments, donc n − 1 possibilités pour la deuxième place. Pour la troisième
place, il reste alors n − 2 possibilités, et ainsi de suite.

En poursuivant ce raisonnement jusqu’à la dernière place, on obtient au total

n · (n − 1) · (n − 2) · · · 2 · 1 = n!.

Ainsi, un ensemble à n éléments possède exactement n! arrangements différents.

Exemple 14. Un ensemble à trois éléments possède exactement

3! = 3 · 2 · 1 = 6

arrangements différents. Si les éléments sont par exemple a, b, c, ces arrangements sont :

abc, acb, bac, bca, cab, cba.

Remarque 15. La factorielle croît très rapidement. Déjà pour n = 5, on a 5! = 120, et
pour des valeurs plus grandes les nombres deviennent vite très élevés. C’est précisément
pour cette raison que la factorielle joue un rôle important en analyse, par exemple dans
les séries, les estimations et, plus tard, dans le développement de Taylor.

2.4 Le coefficient binomial
En combinatoire, une même question revient sans cesse : combien y a-t-il de façons

de choisir certains éléments dans un ensemble fini, sans tenir compte de leur ordre ?
C’est précisément pour de tels problèmes de dénombrement que le coefficient binomial a
été introduit. Il est l’une des notions numériques les plus importantes de la combinatoire
élémentaire et joue également un rôle central plus tard en analyse, par exemple dans la
formule du binôme et dans les développements en séries.
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Définition 16 (Coefficient binomial). Pour n ∈ N0 et k ∈ N0 avec k ≤ n, on définit le
coefficient binomial par (

n

k


:= n!

k!(n − k)! .

Pour k > n, on pose en outre (
n

k


:= 0.

Le coefficient binomial
(n

k

)
se lit « n parmi k ». Il compte le nombre de façons de

choisir exactement k éléments dans un ensemble à n éléments, lorsque l’ordre du choix
ne joue aucun rôle.

Théorème 17 (Formule de récurrence de Pascal). Pour tout n ∈ N et tout k ∈
{1, . . . , n − 1}, on a (

n

k


=

(
n − 1
k − 1


+

(
n − 1

k


.

Démonstration. Nous donnons une démonstration combinatoire.
Considérons un ensemble M à n éléments et fixons un élément particulier x ∈ M .

On cherche le nombre de toutes les parties à k éléments de M . Par définition, ce nombre
est précisément

(n
k

)
.

Nous répartissons maintenant toutes les parties à k éléments de M en deux cas
disjoints :

1. La partie contient l’élément x.
2. La partie ne contient pas l’élément x.

Dans le premier cas, il faut choisir, en plus de x, encore k − 1 éléments parmi les
n − 1 éléments restants. Cela est possible de

(n−1
k−1

)
façons.

Dans le second cas, x n’est pas choisi ; les k éléments doivent donc tous provenir
des n − 1 éléments restants. Cela est possible de

(n−1
k

)
façons.

Comme les deux cas s’excluent mutuellement et couvrent ensemble toutes les
possibilités, le nombre total de parties à k éléments est égal à(

n − 1
k − 1


+

(
n − 1

k


.
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D’autre part, ce nombre total est, par définition,
(n

k

)
. On obtient donc(

n

k


=

(
n − 1
k − 1


+

(
n − 1

k


.

La proposition est ainsi démontrée.

Remarque 18. La formule de Pascal est une formule de récurrence : elle exprime
un coefficient binomial à l’aide de deux coefficients binomiaux voisins. Elle est donc
particulièrement utile pour construire pas à pas des tableaux de coefficients binomiaux.

La signification combinatoire du coefficient binomial est donnée par le théorème
fondamental suivant. Il explique pourquoi l’expression(

n

k



décrit précisément le nombre de sous-ensembles à k éléments d’un ensemble à n éléments.

Théorème 19 (Nombre de sous-ensembles à k éléments). Soit M un ensemble ayant
exactement n éléments, et soit k ∈ {0, 1, . . . , n}. Alors il existe exactement(

n

k



sous-ensembles distincts de M à k éléments.

Démonstration. Nous comptons les sous-ensembles de M à k éléments.
Commençons par considérer non pas les sous-ensembles eux-mêmes, mais les choix

ordonnés de k éléments distincts de M . Pour le premier élément, il y a n possibilités ;
pour le deuxième, il en reste n − 1 ; puis n − 2, et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’il reste
n − k + 1 possibilités pour le k-ième élément. Au total, il y a donc

n · (n − 1) · (n − 2) · · · (n − k + 1) = n!
(n − k)!

choix ordonnés de ce type.
Cependant, chaque sous-ensemble à k éléments est alors compté plusieurs fois,

exactement autant de fois qu’il existe d’ordres possibles pour ses k éléments. Il y a k!
tels ordres distincts.
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On obtient donc le nombre de sous-ensembles à k éléments en divisant le nombre
de choix ordonnés par k! :

1
k! · n!

(n − k)! = n!
k!(n − k)! .

D’après la définition du coefficient binomial, ce nombre est précisément(
n

k


.

Ainsi, un ensemble à n éléments possède exactement
(n

k

)
sous-ensembles distincts à k

éléments.

2.5 Le théorème binomial
Lorsque l’on développe des puissances d’un binôme (a+b), on obtient des expressions

de plus en plus longues à mesure que l’exposant augmente. Il est toutefois remarquable
que ces expressions se construisent selon un motif très régulier. C’est précisément
ce motif que décrit le théorème binomial. Il compte parmi les formules les plus
importantes de l’algèbre et joue également un rôle central en analyse, par exemple dans
les développements en séries et dans les estimations.

Si l’on dispose les coefficients correspondants ligne par ligne, on obtient le triangle
de Pascal. Chaque ligne contient les coefficients binomiaux, et chaque entrée intérieure
s’obtient comme la somme des deux entrées situées au-dessus d’elle. La formule de
récurrence de Pascal exprime exactement cette règle.

Remarque 20 (Triangle de Pascal). Les coefficients binomiaux peuvent être disposés
de la manière suivante : (

0
0


(

1
0

 (
1
1


(

2
0

 (
2
1

 (
2
2


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(
3
0

 (
3
1

 (
3
2

 (
3
3


et ainsi de suite.

Sur les bords, on a toujours (
n

0


=

(
n

n


= 1,

et, pour les entrées intérieures, la formule de récurrence(
n

k


=

(
n − 1
k − 1


+

(
n − 1

k


(1 ≤ k ≤ n − 1).

Ces deux propriétés décrivent entièrement le triangle de Pascal.

Après avoir introduit les coefficients binomiaux comme nombres de dénombrement,
apparaît maintenant leur deuxième signification fondamentale : ce sont exactement
les coefficients qui interviennent dans le développement d’une puissance de (a + b). Le
théorème suivant décrit ce lien.

Théorème 21 (Théorème du binôme). Soient a, b ∈ R et n ∈ N. Alors

(a + b)n =
n∑

k=0

(
n

k


an−kbk.

Démonstration. Nous démontrons l’énoncé par récurrence complète sur n.

Initialisation : Pour n = 1, on a

(a + b)1 = a + b.

D’autre part, le membre de droite donne

1∑
k=0

(
1
k


a1−kbk =

(
1
0


a1b0 +

(
1
1


a0b1 = a + b.

L’énoncé est donc vrai pour n = 1.
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Hypothèse de récurrence : Supposons que, pour un n ∈ N fixé mais arbitraire,
on ait

(a + b)n =
n∑

k=0

(
n

k


an−kbk.

Étape d’hérédité : Nous montrons maintenant l’assertion pour n + 1. Pour cela,
écrivons

(a + b)n+1 = (a + b)n(a + b).

À l’aide de l’hypothèse de récurrence, il vient

(a + b)n+1 =
(

n∑
k=0

(
n

k


an−kbk


(a + b).

En développant, on obtient

(a + b)n+1 =
n∑

k=0

(
n

k


an+1−kbk +

n∑
k=0

(
n

k


an−kbk+1.

Dans la deuxième somme, nous effectuons le changement d’indice k &→ k − 1 :

n∑
k=0

(
n

k


an−kbk+1 =

n+1∑
k=1

(
n

k − 1


an+1−kbk.

Nous obtenons ainsi

(a + b)n+1 = an+1 +
n∑

k=1

((
n

k


+

(
n

k − 1


an+1−kbk + bn+1.

Avec la formule de récurrence de Pascal, il s’ensuit, pour 1 ≤ k ≤ n, que(
n

k


+

(
n

k − 1


=

(
n + 1

k


.

De plus,

an+1 =
(

n + 1
0


an+1b0 et bn+1 =

(
n + 1
n + 1


a0bn+1.
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Par conséquent,

(a + b)n+1 =
n+1∑
k=0

(
n + 1

k


an+1−kbk.

L’étape d’hérédité est donc également établie.
Ainsi, la formule est valable pour tout n ∈ N.

Remarque 22. Le théorème binomial explique en même temps pourquoi les coefficients
binomiaux figurant dans le triangle de Pascal sont précisément les coefficients appropriés
pour le développement de (a + b)n. La structure du triangle reflète donc directement
l’algèbre du développement des puissances.

2.5.1 Conséquences du théorème binomial
Du théorème binomial, on peut déduire immédiatement, par un choix judicieux des

paramètres, des identités importantes pour les coefficients binomiaux. Deux formules
particulièrement connues apparaissent lorsque l’on choisit pour a et b les valeurs 1 et
1, respectivement 1 et −1. Cela montre en même temps à quel point l’algèbre et la
combinatoire sont étroitement liées.

Le théorème binomial ne fournit pas seulement une formule pour développer
(a+b)n, mais donne aussi immédiatement plusieurs identités importantes concernant les
coefficients binomiaux. Celles-ci apparaissent de manière particulièrement élégante
lorsque l’on attribue à a et à b des valeurs particulières. Avec l’interprétation
combinatoire des coefficients binomiaux, on obtient ainsi deux formules de sommation
fondamentales.

Théorème 23. Pour tout n ∈ N0, on a

n∑
k=0

(
n

k


= 2n.

De plus, pour tout n ∈ N, on a

n∑
k=0

(−1)k

(
n

k


= 0.

Démonstration. Nous appliquons le théorème binomial.
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En remplaçant, dans

(a + b)n =
n∑

k=0

(
n

k


an−kbk

les valeurs a = 1 et b = 1, on obtient

(1 + 1)n =
n∑

k=0

(
n

k


1 n−k1k.

Comme 1 n−k = 1 et 1k = 1, il s’ensuit que

2n =
n∑

k=0

(
n

k


.

La première assertion est donc démontrée.
En remplaçant maintenant a par 1 et b par −1, il vient

(1 + (−1))n =
n∑

k=0

(
n

k


1 n−k(−1)k.

On a donc
0n =

n∑
k=0

(−1)k

(
n

k


.

Pour n ∈ N, on a 0n = 0, donc
n∑

k=0
(−1)k

(
n

k


= 0.

La seconde assertion est ainsi également démontrée.

Remarque 24 (Interprétation combinatoire de la première identité). L’égalité
n∑

k=0

(
n

k


= 2n

peut également être comprise directement d’un point de vue combinatoire. D’après le
théorème donnant le nombre de sous-ensembles à k éléments, le coefficient

(n
k

)
indique

combien de sous-ensembles ayant exactement k éléments possède un ensemble à n
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éléments. En sommant sur toutes les valeurs possibles de k, on compte donc tous les
sous-ensembles d’un ensemble à n éléments.

Comme chacun des n éléments est soit contenu dans un sous-ensemble, soit ne l’est
pas, il existe exactement deux possibilités pour chaque élément. Au total, un ensemble à
n éléments possède donc exactement

2n

sous-ensembles. Ainsi, l’identité
n∑

k=0

(
n

k


= 2n

est également immédiatement claire du point de vue combinatoire.

2.6 La série géométrique
Un cas particulier particulièrement important de sommes apparaît lorsque les

termes sont obtenus par multiplication répétée par un même nombre. De telles séries
s’appellent des séries géométriques. Elles interviennent dans de nombreux domaines
des mathématiques, par exemple dans les estimations, dans l’étude des limites, dans le
calcul des intérêts et, plus tard, dans les séries entières.

Théorème 25 (Formule de la série géométrique). Soient a ∈ R avec a ≠ 1 et n ∈ N0.
Alors

n∑
k=0

ak = 1 − an+1

1 − a
.

Démonstration. Nous démontrons l’assertion par récurrence complète sur n.
Initialisation : Pour n = 0, on a

0∑
k=0

ak = a0 = 1.

D’autre part,
1 − a0+1

1 − a
= 1 − a

1 − a
= 1.

L’assertion est donc vraie pour n = 0.
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Hypothèse de récurrence : Supposons que, pour un n ∈ N0 fixé mais arbitraire,
on ait déjà

n∑
k=0

ak = 1 − an+1

1 − a
.

Étape d’hérédité : Nous montrons maintenant la formule pour n + 1. On a

n+1∑
k=0

ak =
n∑

k=0
ak + an+1.

En utilisant l’hypothèse de récurrence, il vient

n+1∑
k=0

ak = 1 − an+1

1 − a
+ an+1.

Nous mettons alors au même dénominateur :

1 − an+1

1 − a
+ an+1 = 1 − an+1 + an+1(1 − a)

1 − a
.

Après développement, on obtient

1 − an+1 + an+1 − an+2

1 − a
= 1 − an+2

1 − a
.

Ainsi,
n+1∑
k=0

ak = 1 − an+2

1 − a
.

L’assertion est donc également démontrée pour n + 1.

Par conséquent, la formule est valable pour tout n ∈ N0.

Remarque 26. Pour a = 1, la formule n’est pas définie sous cette forme. Dans ce cas,
on a cependant immédiatement

n∑
k=0

1k =
n∑

k=0
1 = n + 1.
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La formule générale montre de manière particulièrement claire comment une structure
répétitive simple peut donner naissance à une expression fermée.

Plus tard, la série géométrique jouera notamment un rôle important dans l’étude
des limites, des séries et des estimations. Elle fait donc partie des outils fondamentaux
de l’analyse.

La série géométrique constitue une conclusion appropriée pour ce chapitre. Elle
montre une fois encore l’efficacité de la récurrence complète comme principe de
démonstration et le lien étroit qu’elle entretient avec le dénombrement, la sommation
et la structure algébrique des nombres naturels. Les bases essentielles sur lesquelles
reposera la suite de l’analyse sont ainsi posées.

2.7 Exercices et solutions
Les exercices suivants reprennent les contenus centraux de ce chapitre. Chaque

sous-section contient exactement un exercice, suivi directement de sa solution. De cette
manière, les notions et les idées de preuve peuvent être reprises étape par étape.

1.1 Démonstration par récurrence complète
Exercice 27. Montrer par récurrence complète que :

1 + 3 + 5 + · · · + (2n − 1) = n2 (n ∈ N).

Solution 28. Nous démontrons l’assertion par récurrence complète sur n.
Pour n = 1, on a

1 = 12.

L’assertion est donc vraie pour la valeur initiale.
Supposons maintenant que l’assertion soit vraie pour un n ∈ N fixé, c’est-à-dire que

1 + 3 + 5 + · · · + (2n − 1) = n2.

Alors, pour le cas suivant, il vient :

1 + 3 + 5 + · · · + (2n − 1) + (2n + 1) = n2 + (2n + 1).

Comme
n2 + 2n + 1 = (n + 1)2
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on obtient
1 + 3 + 5 + · · · + (2n + 1) = (n + 1)2.

L’assertion est ainsi démontrée pour n + 1. Par conséquent, la formule est valable pour
tout n ∈ N.

1.2 Notation sommatoire

Exercice 29. Écrire explicitement la somme

4∑
k=1

(2k − 1)

et calculer sa valeur.

Solution 30. Le symbole de sommation signifie que l’on additionne les termes pour
k = 1, 2, 3, 4 :

4∑
k=1

(2k − 1) = 1 + 3 + 5 + 7.

En additionnant ces nombres, on obtient

1 + 3 + 5 + 7 = 16.

Ainsi,
4∑

k=1
(2k − 1) = 16.

Cela correspond aussi à la formule générale

n∑
k=1

(2k − 1) = n2,

car, pour n = 4, on a 42 = 16.
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1.3 Symbole de produit et factorielle
Exercice 31. Calculer

5∏
k=1

k

et expliquer le lien avec la factorielle.
Solution 32. Le symbole de produit signifie que l’on multiplie les facteurs pour k =
1, 2, 3, 4, 5 :

5∏
k=1

k = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 = 120.

Cette expression est précisément, par définition, la factorielle de 5 :

5! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 = 120.

Par conséquent,
5∏

k=1
k = 5!.

1.4 Le coefficient binomial
Exercice 33. Calculer (

5
2


.

Expliquer ensuite brièvement la signification combinatoire du résultat.
Solution 34. Avec la définition du coefficient binomial, nous obtenons(

5
2


= 5!

2! 3! .

Or
5! = 120, 2! = 2, 3! = 6,

donc (
5
2


= 120

2 · 6 = 10.

Cela signifie que, dans un ensemble à 5 éléments, on peut choisir exactement 10
sous-ensembles différents à 2 éléments lorsque l’ordre ne joue aucun rôle.
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1.5 Le théorème binomial
Exercice 35. Développer (x + y)3 à l’aide du théorème binomial.
Solution 36. Pour n = 3, le théorème binomial s’écrit :

(x + y)3 =
3∑

k=0

(
3
k


x3−kyk.

Les coefficients binomiaux sont(
3
0


= 1,

(
3
1


= 3,

(
3
2


= 3,

(
3
3


= 1.

On obtient donc
(x + y)3 = x3 + 3x2y + 3xy2 + y3.

C’est le développement complet de (x + y)3.

1.5.1 Conséquences du théorème du binôme
Exercice 37. Montrer que :

n∑
k=0

(
n

k


= 2n.

Solution 38. On applique le théorème du binôme avec a = 1 et b = 1. On obtient alors

(1 + 1)n =
n∑

k=0

(
n

k


1 n−k1k.

Comme toute puissance de 1 vaut encore 1, le membre de droite se simplifie en
n∑

k=0

(
n

k


.

Le membre de gauche vaut
(1 + 1)n = 2n.

Il s’ensuit que
n∑

k=0

(
n

k


= 2n.

Cette formule possède également une belle interprétation combinatoire : elle compte
toutes les parties d’un ensemble à n éléments.
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1.5.2 La série géométrique
Exercice 39. Montrer que, pour a ̸= 1 et n ∈ N0, on a :

n∑
k=0

ak = 1 − an+1

1 − a
.

Solution 40. Nous démontrons la formule par récurrence complète sur n.
Pour n = 0, on a

0∑
k=0

ak = a0 = 1.

Le membre de droite donne
1 − a0+1

1 − a
= 1 − a

1 − a
= 1.

L’assertion est donc vraie pour n = 0.
Supposons maintenant que la formule soit vraie pour un n ∈ N0 fixé, c’est-à-dire

que
n∑

k=0
ak = 1 − an+1

1 − a
.

Alors, pour n + 1, on a :
n+1∑
k=0

ak =
n∑

k=0
ak + an+1.

D’après l’hypothèse de récurrence, il vient
n+1∑
k=0

ak = 1 − an+1

1 − a
+ an+1.

En mettant au même dénominateur, on obtient
1 − an+1 + an+1(1 − a)

1 − a
= 1 − an+2

1 − a
.

La formule est donc également vraie pour n + 1. Elle est ainsi démontrée pour tout
n ∈ N0.

Cette formule est importante, car elle transforme une longue somme en une
expression fermée. Elle jouera plus tard un rôle central dans l’étude des limites, des
séries et des estimations.
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Chapitre 3

Les axiomes de corps des nombres
réels

Dans les sections précédentes, nous avons vu comment formuler et démontrer avec
précision des énoncés mathématiques à l’aide de méthodes logiques. Nous nous tournons
maintenant vers l’un des ensembles de nombres centraux de l’analyse : les nombres
réels R.

Les nombres réels ne forment pas seulement un ensemble sur lequel on peut
additionner et multiplier ; ils possèdent aussi une série de propriétés fondamentales
qui décrivent de manière caractéristique ces opérations de calcul. Ces propriétés sont
appelées les axiomes de corps.

Nous considérons d’abord R comme un ensemble muni de deux opérations

+: R × R → R, (x, y) &→ x + y,

et
· : R × R → R, (x, y) &→ x · y.

La première section est consacrée aux axiomes de l’addition.

3.1 Les axiomes de l’addition

L’addition sur les nombres réels satisfait les propriétés suivantes :
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1. Associativité : Pour tous x, y, z ∈ R, on a

(x + y) + z = x + (y + z).

2. Commutativité : Pour tous x, y ∈ R, on a

x + y = y + x.

3. Existence d’un élément neutre : Il existe un élément 0 ∈ R tel que, pour
tout x ∈ R, on ait

x + 0 = x.

4. Existence d’inverses additifs : Pour tout x ∈ R, il existe un élément −x ∈ R
tel que

x + (−x) = 0.

L’élément neutre de l’addition est appelé zéro ; l’élément inverse associé à x est
appelé opposé ou inverse additif de x.

3.1.1 Conséquences des axiomes de l’addition
Des axiomes de l’addition, on peut déjà déduire plusieurs propriétés fondamentales

qui seront constamment utilisées dans la suite de l’analyse. De nombreux calculs et
démonstrations ultérieurs reposent sur ces conséquences élémentaires.

1.
Théorème 41. L’élément nul est déterminé de manière unique.

Démonstration. Soient 0 et 0′ deux éléments neutres pour l’addition. Alors on a

0 = 0 + 0′

par neutralité de 0′. D’autre part,

0 + 0′ = 0′

par neutralité de 0. Il s’ensuit donc que 0 = 0′. Ainsi, l’élément neutre est
déterminé de manière unique.

2.
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Théorème 42. Pour tout x ∈ R, l’inverse additif est déterminé de manière
unique.

Démonstration. Soient y et z deux inverses additifs de x. Alors

x + y = 0 et x + z = 0.

Nous ajoutons z aux deux membres de la première égalité. On obtient alors

(x + y) + z = 0 + z.

Par associativité et commutativité de l’addition, il vient

(x + z) + y = z.

Comme x + z = 0, on a donc 0 + y = z, d’où y = z.

3.
Théorème 43. On a −0 = 0.

Démonstration. Par définition, −0 est un inverse additif de 0. Mais comme

0 + 0 = 0

on voit que 0 est lui-même un inverse additif de 0. Par l’unicité de l’inverse
additif, il s’ensuit que

−0 = 0.

4.
Théorème 44. L’équation a + x = b possède une unique solution, à savoir
x = b − a.

Démonstration. Nous montrons d’abord l’existence. Posons

x = b − a = b + (−a),

alors, par associativité et commutativité de l’addition, il vient

a + x = a + (b + (−a)) = (a + (−a)) + b = 0 + b = b.
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Ainsi, x = b − a est une solution.
Pour l’unicité, soit maintenant x une solution quelconque de a + x = b. Alors

a + x = b.

En ajoutant −a aux deux membres, on obtient

(−a) + (a + x) = (−a) + b.

Par associativité, il s’ensuit que

((−a) + a) + x = (−a) + b,

donc
0 + x = (−a) + b.

Par conséquent,
x = (−a) + b = b + (−a) = b − a.

La solution est donc déterminée de manière unique.

5.
Théorème 45. On a −(−x) = x.

Démonstration. Par définition, −x est l’inverse additif de x, donc

x + (−x) = 0.

Par commutativité de l’addition, on a aussi

(−x) + x = 0.

Ainsi, x est un inverse additif de −x. Par l’unicité de l’inverse additif, il s’ensuit
que

−(−x) = x.

6.
Théorème 46. On a −(x + y) = −x − y.
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Démonstration. Nous montrons que (−x) + (−y) est un inverse additif de x + y.
En effet,

(x + y) +
(
(−x) + (−y)

)
=

(
x + (−x)

)
+

(
y + (−y)

)
= 0 + 0
= 0.

Ainsi, (−x) + (−y) est un inverse additif de x + y. Par l’unicité de l’inverse
additif, il s’ensuit que

−(x + y) = (−x) + (−y).

On écrit habituellement cela sous la forme abrégée

−(x + y) = −x − y.

3.2 Axiomes de la multiplication et loi distributive
Outre l’addition, R possède aussi une seconde opération, la multiplication

· : R × R → R, (x, y) &→ x · y.

Cette opération satisfait elle aussi des axiomes fondamentaux qui déterminent de
manière essentielle le calcul avec les nombres réels. Avec la loi distributive, ils décrivent
la structure algébrique des nombres réels comme un corps.

La multiplication sur R satisfait les propriétés suivantes :
1. Associativité : Pour tous x, y, z ∈ R, on a

(x · y) · z = x · (y · z).

2. Commutativité : Pour tous x, y ∈ R, on a

x · y = y · x.

3. Existence d’un élément neutre : Il existe un élément 1 ∈ R tel que, pour
tout x ∈ R, on ait

x · 1 = x.
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4. Existence des inverses multiplicatifs : Pour tout x ∈ R avec x ≠ 0, il existe
un élément x−1 ∈ R tel que

x · x−1 = 1.

5. Loi distributive : Pour tous x, y, z ∈ R, on a

x · (y + z) = x · y + x · z.

De même, en raison de la commutativité de la multiplication, on a aussi

(x + y) · z = x · z + y · z.

L’élément neutre de la multiplication est appelé un. L’élément inverse associé à un
élément x non nul est appelé inverse ou inverse multiplicatif de x.

3.2.1 Conséquences
Des axiomes de la multiplication et de la loi de distributivité découlent plusieurs

résultats fondamentaux qui seront constamment utilisés dans la suite. Comme pour les
axiomes de l’addition, nous emploierons désormais ces conséquences sans les justifier à
nouveau.

1.
Théorème 47. L’élément unité est uniquement déterminé.

Démonstration. Soient 1 et 1′ deux éléments neutres pour la multiplication.
Alors on a

1 = 1 · 1′

en raison de la neutralité de 1′. D’autre part, on a

1 · 1′ = 1′

en raison de la neutralité de 1. Il s’ensuit que 1 = 1′. Ainsi, l’élément neutre
multiplicatif est uniquement déterminé.

2.
Théorème 48. Pour tout x ∈ R tel que x ̸= 0, l’inverse multiplicatif est
uniquement déterminé.
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Démonstration. Soient y et z deux inverses multiplicatifs de x. Alors on a

xy = 1 et xz = 1.

Il en résulte que

y = y · 1 = y(xz) = (yx)z = (xy)z = 1 · z = z.

Ainsi, l’inverse multiplicatif de x est uniquement déterminé.

3.
Théorème 49. Pour tous a, b ∈ R avec a ̸= 0, l’équation

ax = b

possède une solution unique, à savoir

x = a−1b = b

a
.

Démonstration. Montrons d’abord l’existence. Posons

x = a−1b,

alors, par associativité, nous obtenons

ax = a(a−1b) = (aa−1)b = 1 · b = b.

Ainsi, x = a−1b est une solution.
Pour l’unicité, soit maintenant x une solution quelconque de ax = b. Alors

ax = b.

La multiplication par a−1 donne

a−1(ax) = a−1b.

Par associativité, il vient
(a−1a)x = a−1b,

donc
1 · x = a−1b.

Ainsi,
x = a−1b.

La solution est donc uniquement déterminée.
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4.
Théorème 50. Pour tous x, y, z ∈ R, on a

(x + y)z = xz + yz.

Démonstration. D’après la distributivité, on obtient d’abord

z(x + y) = zx + zy.

Par commutativité de la multiplication, on a z(x + y) = (x + y)z, ainsi que
zx = xz et zy = yz. Il s’ensuit que

(x + y)z = xz + yz.

5.
Théorème 51. Pour tout x ∈ R, on a

x · 0 = 0.

Démonstration. Comme 0 + 0 = 0, la distributivité donne

x · 0 = x · (0 + 0) = x · 0 + x · 0.

En ajoutant aux deux membres l’inverse additif de x · 0, on obtient

0 = x · 0.

Donc x · 0 = 0.

6.
Théorème 52. Pour tous x, y ∈ R, on a

xy = 0 ⇐⇒ x = 0 ou y = 0.
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Démonstration. Si x = 0 ou y = 0, alors xy = 0 suit immédiatement de l’énoncé
précédent.

Réciproquement, supposons que xy = 0. Si x ̸= 0, on multiplie l’égalité
xy = 0 à gauche par x−1. On obtient alors

x−1(xy) = x−10.

Par associativité et d’après l’énoncé précédent, il vient

(x−1x)y = 0,

donc
1 · y = 0,

et par conséquent y = 0.
Ainsi, on a bien :

xy = 0 =⇒ x = 0 ou y = 0.

Avec la première implication, cela démontre l’assertion.

7.
Théorème 53. Pour tout x ∈ R, on a

−x = (−1)x.

Démonstration. Calculons d’abord

x + (−1)x = 1x + (−1)x = (1 + (−1))x = 0 · x = 0.

Ainsi, (−1)x est un inverse additif de x. Par l’unicité de l’inverse additif, il
s’ensuit que

−x = (−1)x.

8.
Théorème 54. Pour tous x, y ∈ R, on a

(−x)(−y) = xy.
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Démonstration. D’après l’énoncé précédent, nous obtenons

(−x)(−y) =
(
(−1)x

)(
(−1)y

)
.

Par associativité et commutativité de la multiplication, il vient(
(−1)x

)(
(−1)y

)
= (−1)(−1)xy.

Il suffit donc de montrer que (−1)(−1) = 1. Cela résulte de

0 = (−1) · 0
= (−1)(1 + (−1))
= (−1) · 1 + (−1) · (−1)
= −1 + (−1)(−1)

Ainsi,
(−1)(−1) = 1.

Il s’ensuit que
(−x)(−y) = xy.

9.
Théorème 55. Pour x ∈ R avec x ̸= 0, on a

(x−1)−1 = x.

Démonstration. Par définition, x−1 est un inverse multiplicatif de x, donc

xx−1 = 1.

Par commutativité de la multiplication, on a aussi

x−1x = 1.

Ainsi, x est un inverse multiplicatif de x−1. Par l’unicité de l’inverse multiplicatif,
il s’ensuit que

(x−1)−1 = x.
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