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David Hilbert



Introduction
Le mathématicien allemand David Hilbert a ouvert la voie à plusieurs générations de chercheurs et a joué un rôle important dans l’élaboration des idées, non seulement dans sa spécialité, mais dans le cadre d’une réflexion générale sur la science.

Alors que sa contribution à la physique a été un simple épisode, Hilbert a été, avec H. Poincaré, le mathématicien qui a exercé la plus forte influence de 1900 à 1950, et son nom est associé à de nombreux termes mathématiques et théorèmes (espace de Hilbert, symbole de Hilbert en théorie des nombres, théorème des zéros de Hilbert, théorème fondamental de Hilbert, etc.). Ses recherches et ses découvertes recouvrent un vaste domaine s’étendant de la théorie des invariants à la métamathématique et à la théorie de la démonstration, en passant par la théorie du corps de classes, la géométrie algébrique, le calcul des variations et les équations intégrales. La formulation par Hilbert en 1900 des vingt-trois célèbres problèmes alors ouverts en mathématique allait jouer un rôle prophétique pendant tout le XXe siècle.

1.  Sa vie et son œuvre

• Éléments biographiques

Né le 23 janvier 1862 à Königsberg, Hilbert y passa pratiquement toute sa vie d’écolier et d’étudiant jusqu’à la soutenance de sa thèse en 1884. C’est l’université Albert de cette même ville qui, pendant plus de dix ans – de sa nomination comme privat-docent (1886) à celle de professeur titulaire, où il succéda à A. Hurwitz en 1892, puis à F. Lindemann en 1893 –, a constitué le premier cadre de sa carrière scientifique. Appelé à Göttingen en 1895 pour y remplacer H. Weber, Hilbert, aux côtés de R. Courant, F. Klein, E. Landau et H. Minkowski, fit de cette université un « centre mondial des mathématiques » (N. Wiener), dont l’activité fut interrompue brutalement par les persécutions nazies et l’expulsion des collaborateurs et des élèves de Hilbert – israélites pour la plupart. Après sa retraite en 1930, Hilbert se consacra presque exclusivement aux fondements des mathématiques, domaine dans lequel il avait ouvert la voie du « formalisme ».

Hilbert a été témoin du succès de ses idées scientifiques et lorsqu’il mourut à Göttingen, le 14 février 1943, ses conceptions et ses techniques étaient devenues depuis longtemps les outils de base des spécialistes.



• Algèbre et théorie des nombres

Théorie des invariants

Hilbert avait consacré sa thèse à la théorie des invariants et ce domaine est resté un de ses thèmes principaux de recherche jusqu’en 1893. Les prédécesseurs de Hilbert (de Cayley à Gordan) avaient trouvé la « méthode symbolique », c’est-à-dire un procédé mécanique de construction de tous les invariants et avaient constaté, dans les quelques cas particuliers où le calcul pouvait être mené à bout, que tous les invariants sont des polynômes d’un nombre fini d’entre eux, mais ils ne savaient pas montrer ce résultat a priori dans tous les cas. En un temps très court, Hilbert obtint de profonds théorèmes qui décrivaient complètement les structures algébriques en jeu. Ces théorèmes mettaient en évidence des conditions de finitude dans les anneaux de polynômes et ont été le point de départ de disciplines nouvelles comme la théorie des idéaux de polynômes (à l’origine de la théorie axiomatique des idéaux développée par E. Noether) ou la géométrie algébrique.

Sous sa forme classique, on peut formuler ainsi le problème. On considère l’espace des polynômes homogènes :
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de degré donné p à m variables, qui dépendent donc de :
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coefficients ; cet espace s’identifie donc à CN. Soit alors s une transformation linéaire de déterminant égal à 1 dans l’espace des m variables x1, ..., xm ; on en déduit une transformation linéaire U(s) dans l’espace CN, au polynôme f correspondant le polynôme fs défini par :
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on dit alors que le polynôme f est un invariant si :
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pour toute transformation unimodulaire s. Sous les hypothèses précédentes, les invariants forment un anneau. On peut généraliser la situation en considérant, à la place du groupe des transformations unimodulaires, un groupe G abstrait et une représentation linéaire s ↦ U(s) de G dans l’espace CN (cf. GROUPES – Représentation linéaire des groupes, Groupes de Lie).

Les principaux résultats obtenus par Hilbert sont les suivants. Tout d’abord, les invariants ont une base entière finie ; cela signifie que l’on peut trouver un nombre fini d’invariants f1, ..., fp tels que tout invariant s’exprime comme un polynôme en f1, ..., fp. On appelle alors relation entre ces invariants fondamentaux tout polynôme F(z1, ..., zp) tel que :
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le second théorème de Hilbert affirme alors que les relations forment un idéal de type fini dans l’anneau des polynômes à p variables, c’est-à-dire qu’on peut trouver des relations F1, ..., Fq telles que toute relation F s’exprime sous la forme :
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où les Pi sont des polynômes à p variables. En fait, Hilbert obtint ce résultat comme corollaire du théorème (théorème fondamental de Hilbert) qui affirme que tout idéal d’un anneau de polynômes sur un corps est de type fini (cf. ANNEAUX COMMUTATIFS, chap. 4). Dans la décomposition (*), il n’y a pas, en général, unicité des polynômes Pi ; on appelle syzygie du premier ordre tout « vecteur de polynômes » P = (P1, ..., Pq) tel que :
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ces syzygies forment un module engendré par un nombre fini de ses éléments, et on peut introduire des syzygies de second ordre, etc. Le troisième théorème de Hilbert affirme qu’il existe un entier r à partir duquel il n’y a plus que la syzygie nulle. Cette idée de « dévisser » ainsi les relations entre générateurs d’un idéal, ou plus généralement d’un module, s’est révélée très fructueuse et est à la base de l’algèbre homologique ; là encore la condition de finitude obtenue par Hilbert joue un rôle théorique essentiel.

Dans son interprétation géométrique, le théorème fondamental est l’outil adapté à l’étude des ensembles algébriques et, joint au célèbre Nullstellensatz de Hilbert, est à l’origine de la géométrie algébrique abstraite.

Citons enfin, dans une direction un peu différente, le théorème d’irréductibilité de Hilbert : Si P(x, t) est un polynôme de deux variables, à coefficients rationnels, irréductible sur le corps des nombres rationnels, il existe une infinité de valeurs rationnelles t0 de t telles que le polynôme d’une variable P(x, t0) soit irréductible sur le corps des nombres rationnels.



Théorie des nombres

Après avoir ainsi clos de manière si complète la théorie des invariants, Hilbert se tourne vers la théorie des nombres algébriques. Sa première contribution importante est la théorie des corps de Galois relatifs K sur un corps donné k de nombres algébriques, dans lequel il décrit, à partir des propriétés du groupe de Galois de K sur k, la manière dont les idéaux premiers de k se décomposent dans K (cf. théorie des NOMBRES - Nombres algébriques).

Mais les recherches de Hilbert allaient devenir systématiques. En 1893, l’Union des mathématiciens allemands demande à Hilbert et à H. Minkowski de donner un résumé de la théorie des nombres algébriques. En moins de trois ans, Hilbert élabora un volumineux rapport, Die Theorie der algebraischen Zahlkörper, où il exposait avec d’importantes simplifications tous les résultats connus antérieurement depuis Kummer, Dirichlet, Dedekind et Kronecker, auxquels il ajoutait de nombreux résultats nouveaux. Son intention déclarée était de donner des démonstrations « dont les principes soient susceptibles d’être généralisés et d’être le plus utiles possible pour les recherches ultérieures » ; c’est ainsi que les notations et la terminologie de Hilbert sont encore utilisées de nos jours. Par ses résultats, il fondait la théorie générale des corps abéliens relatifs et la théorie du corps de classes, qui avait déjà été abordée dans un cas particulier par Leopold Kronecker. Il introduisit le symbole de restes normiques (symbole de Hilbert : cf. DIVISIBILITÉ) et énonça la formule générale de réciprocité en termes de ce symbole. Il ouvrait ainsi la voie aux recherches de Teiji Takagi, Emil Artin, Claude Chevalley et bien d’autres, qui confirmèrent presque toutes les conjectures qu’il avait lui-même formulées avec une prescience divinatoire.

Indiquons aussi une démonstration nouvelle très simple de la transcendance des nombres e et π (1893) et la première démonstration de la célèbre conjecture, formulée par Waring en 1782, affirmant que, pour tout entier n, il existe un entier k = k(n) tel que tout nombre entier puisse s’écrire comme la somme d’au plus k puissances n-ièmes de nombres entiers (cf. équations DIOPHANTIENNES). En 1919, G. H. Hardy et J. E. Littlewood donnèrent une démonstration analytique de cette conjecture et on doit à Y. V. Linnik une démonstration élémentaire (1947).




• Analyse mathématique

À la fin du XIXe siècle, deux problèmes, d’origine physique, étaient au cœur des préoccupations des analystes : le problème de Dirichlet (cf. équations INTÉGRALES, chap. 1, et théorie duPOTENTIEL) et l’étude des oscillations d’un corps élastique (cf. ANALYSE MATHÉMATIQUE, chap. 6), en liaison avec le développement de la fonction oscillatoire en série de fonctions des oscillations propres (cf. analyse HARMONIQUE).

Le problème de Dirichlet est la recherche, pour un ouvert borné Δ, d’une fonction u, continue sur la réunion de Δ et de sa frontière Γ, harmonique dans l’ouvert Δ, dont la restriction à Γ soit une fonction continue f donnée à l’avance. P. G. Lejeune-Dirichlet avait conjecturé (« principe de Dirichlet ») que la fonction cherchée – dont l’existence était tenue comme assurée sur la base de considérations physiques – était, parmi toutes les fonctions continues u prenant la valeur aux limites f, celle pour laquelle l’intégrale (dans le cas de deux variables) :
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est minimum. En 1869, K. Weierstrass avait soulevé le problème de l’existence de cette solution et H. A. Schwarz, C. Neumann, puis H. Poincaré trouvèrent dans certains cas des solutions ne faisant pas usage du principe de Dirichlet. En 1899, Hilbert reprit le problème dans le cadre du calcul des variations ; dès 1900, il inaugure une démarche toute nouvelle, appelée, depuis, la « méthode directe », pour obtenir une démonstration rigoureuse du principe de Dirichlet moyennant certaines restrictions sur la nature de la frontière du domaine et sur la fonction f. Ce résultat fut généralisé par R. Courant et d’autres et mis sous une forme qui a permis de nombreuses applications à la théorie moderne des équations différentielles elliptiques. Hilbert avait annoncé en 1901 qu’« éventuellement le concept de solution connaîtrait une généralisation par analogie » : on a montré ultérieurement qu’on peut éviter d’imposer certaines conditions de régularité au domaine si on admet que la solution peut « prendre » les valeurs limites fixées en un sens élargi (solution faible ; cf. équations aux DÉRIVÉES PARTIELLES). Les résultats de Hilbert eurent une autre conséquence importante : ils donnaient une justification complète des beaux travaux de B. Riemann sur les fonctions abéliennes, dont la validité avait été mise en doute, car ils reposaient précisément sur le principe de Dirichlet.

Hilbert obtint de nombreux autres résultats de calcul des variations








• La méthode axiomatique






• Programme de Hilbert et théorie de la démonstration









• Philosophie des mathématiques












2.  Les problèmes de Hilbert






• Problème 1 : hypothèse du continu






• Problème 2 : consistance de l’arithmétique









• Problèmes de géométrie élémentaire (problèmes 3 et 4)






• Problème 5 : existe-t-il des groupes de Lie « continus » ?






• Problème 6 : mathématisation des axiomes de la physique








• Problème 7 : irrationalité et transcendance de certains nombres
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• Les nombres premiers (problèmes 8 et 9)
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• Théorie algébrique moderne des nombres (à propos des problèmes 9 et 12)
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• Problème 10 : résolubilité des équations diophantiennes
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• Problème 11 : classification des formes quadratiques (à coefficients dans des anneaux d’entiers algébriques)
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• Problème 13 : superposition des fonctions continues
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• Problème 14 : théorie des invariants
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• Problème 15 : fondements de la géométrie énumérative de Schubert







• Problème 16 : topologie des variétés algébriques réelles ; cycles limites
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• Problème 17 : fonctions rationnelles positives sur Rn







• Problème 18 : « reconstruire l’espace avec des polyèdres congruents »











• Équations aux dérivées partielles : problèmes 19, 20 et 23








• Problème 22 : uniformisation des courbes analytiques






• Problème 21 : monodromie des équations différentielles de Fuchs


	[image: Formule]





	[image: Formule]










Bibliographie
Sa vie et son œuvre


H. FREUDENTHAL, « Hilbert », in Dictionary of Scientific Biography, vol. VI, Scribner, New York, 1981
D. HILBERT, Gesammelte Abhandlungen, 3 vol., Springer, Berlin, 1932-1935, 2e éd., 1970 ; Grundlagen der Geometrie, Leipzig, 1899, éd. P. Bernays, 13e éd. Stuttgart, 1987 (Les Fondements de la géométrie, éd. franç. critique par P. Rossier, Dunod, Paris, 1971) ; Théorie des corps de nombres algébriques, trad. de A. Lévy et T. Got, Gabay, Sceaux, 1991
D. HILBERT & W. ACKERMANN, Grundzüge der theoretischen Logik, Springer, Berlin, 1928, 5e\’e9d., 1967 ; Principles of Mathematical Logic, Chelsea Publ., New York, 1959
D. HILBERT & P. BERNAYS, Grundlagen der Mathematik, Springer, Berlin, t. I, 1934, 2e éd., 1968, t. II, 1939
D. HILBERT & S. COHN-WOSSEN, Geometry and Imagination, Chelsea Publ., New York, 1956_/ D._HILBERT & R. COURANT, Methods of Mathematical Physics, 2 vol., J. Wiley, New York, 1989
J. MEHRA, Einstein, Hilbert, and the theory of gravitation, Reidel Publishing Company, Dordrecht-Boston, 1974
C. REID, Hilbert, with an appreciation of Hilbert’s mathematical work by H. Weyl, Springer Verlag, Berlin, 1970.

Les problèmes de Hilbert


A. BAKER, Transcendental Number Theory, Cambridge Univ. Press, New York, 1990
V. BOLTIANSKI, Hilbert’s Third Problem, J. Wiley, New York, 1978
R. COURANT & D. HILBERT, Methods of Mathematical Physics, 2 vol., J. Wiley, New York, 1989
J. DIEUDONNÉ, Abrégé d’histoire des mathématiques, Hermann, nouv. éd. 1988 ; Cours de géométrie algébrique, P.U.F., Paris, 1974
D. A. GUDKOV & G. A. UTKIN, Nine Papers on Hilbert’s Sixteenth Problem, American Mathematical Society, Providence (R. I.), 1978
D. HILBERT, Les Fondements de la géométrie, J. Gabay, Sceaux, 1997 ; Sur les problèmes futurs des mathématiques, ibid., 1990 ; Théorie des corps de nombres algébriques, ibid., 1991
D. HILBERT & S. COHN-WOSSEN, Geometry and Imagination, Chelsea Publ., New York, 1956
D. HILBERT, M. ACKERMAN & R. HERMANN, Hilbert’s Papers on Invariant Theory, Math-Sci Press, Brookline (Mass.), 1978
J.-M. KANTOR (sous la direction de), Où en sont les mathématiques ?, Société mathématique de France-Vuibert, 2002
S. C. KLEENE, Introduction to Metamathematics, Elsevier Science Publ., New York, 1971
Mathematical Developments Arising from the Hilbert’s Problems, symposium, American Mathematical Society, 1979
Les Problèmes de Hilbert, ouvrage en russe rédigé sous la direction de P. Alexandrov, éd. Nauka, Moscou, 1969
C. REID, Hilbert-Courant, Springer-Verlag, New York, 1986
H. ROGERS Jr., Theory of Recursive Functions and Effective Computability, M.I.T. Press, Cambridge (Mass.), 1987
J.-P. SERRE, Cours d’arithmétique, P.U.F., 3e éd. 1988
A. WEIL, Basic Number Theory, Springer-Verlag, New York, 3e éd. 1985
B. YANDELL, The Honors Class : Hilbert’s Problems and their Solvers, A. K. Peters, 2001.


OPS/formules/v11f0415c02.png
~~

o=





OPS/formules/v11f0415c03.png





OPS/formules/v11f0417a01.png





OPS/formules/v11f0417a03.png
B
!

]
|3

—

mod 4,





OPS/formules/v11f0415a01.png





OPS/formules/v11f0417a02.png





OPS/formules/v11f0415b01.png





OPS/formules/v11f0415c01.png
T






OPS/formules/v11f0417a04.png





OPS/formules/v11f0407c07.png





OPS/formules/v11f0407c06.png





OPS/formules/v11f0407c05.png





OPS/formules/v11f0407c04.png





OPS/formules/v11f0407c03.png





OPS/formules/v11f0407c02.png





OPS/formules/v11f0407c01.png





OPS/formules/v11f0414b01.png





OPS/formules/v11f0414a01.png





OPS/formules/v11f0418a02.png





OPS/formules/v11f0418a01.png





OPS/formules/v11f0416a01.png





OPS/formules/v11f0414c03.png





OPS/formules/v11f0416a02.png





OPS/formules/v11f0416b01.png





OPS/formules/v11f0414c02.png
Z(X/F,,T) = exp

—

=3
Z





OPS/formules/v11f0416a03.png
f

2= 8@ + 00) + @)





OPS/formules/v11f0416b02.png





OPS/formules/v11f0414b02.png
(s)

Lo 4o+
.





OPS/formules/v11f0414c01.png





OPS/images/9782341003735.jpg
David Hilbert

NDS A

B0t 0.

B ENCYCLOPZDIA
=Y UNIVERSALIS






OPS/formules/v11f0408b01.png
fr—

—
o
5





