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Prefacio

A Algebra Linear constitui um dos fundamentos centrais da matematica moderna e, ao
mesmo tempo, uma ferramenta indispensavel nas ciéncias naturais e nas engenharias.
Seus conceitos e métodos manifestam-se, sob formas sempre renovadas, em numerosas
areas, desde a resolucdo de sistemas de equacgOes lineares e o estudo de problemas
geométricos até estruturas profundas da algebra abstrata e da andlise. Este livro tem
por objetivo apresentar a Algebra Linear e a Geometria Analitica de maneira tao clara,
estruturada e abrangente quanto possivel. Para isso, adota-se deliberadamente uma
abordagem que nao se limita a exposigdo dos resultados classicos, mas desenvolve passo a
passo as estruturas que lhes servem de fundamento. Partindo de conceitos elementares,
como conjuntos e aplicacbes, introduzem-se gradualmente as principais estruturas
algébricas: grupos, anéis e corpos. Sobre essa base, 0s espagos vetoriais surgem como
o ambiente natural da algebra linear. Dedica-se especial atengao ao desenvolvimento
sistematico da teoria das aplicacGes lineares e das matrizes. Conceitos como base,
dimensao, nucleo e imagem nao sdo tratados isoladamente, mas apresentados em um
contexto estrutural unificado. A partir dai, desenvolve-se a teoria dos autovalores,
que permite compreender em profundidade a estrutura interna das aplicagoes lineares.
Outro componente central é o estudo dos espagos vetoriais euclidianos e unitérios. Nesse
contexto, os aspectos geométricos ganham destaque: produtos internos, ortogonalidade,
normas e bases ortonormais estabelecem uma ligagdo entre conceitos algébricos e a
intuicdo geométrica. Resultados como o teorema espectral exemplificam a estreita
relacdo entre dlgebra e geometria. O livro foi concebido tanto como material de apoio
para uma disciplina quanto para o estudo auténomo. Numerosos exemplos, exercicios e
solugoes-modelo visam aprofundar a compreensao e incentivar o uso ativo dos conceitos
abordados. Um dos principais propoésitos desta obra é nao apenas transmitir técnicas
de célculo, mas também promover a compreensio das estruturas subjacentes. Assim, a
Algebra Linear ndo é apresentada como uma cole¢do de métodos isolados, mas como um

ix



CAPITULO 0. PREFACIO

sistema matematico coeso que estabelece conexdes entre diversas areas da matematica.



Capitulo 1

Conjuntos e aplicacoes

Conjuntos e aplicagoes constituem a base da algebra linear e da maior parte da
matematica.

1.1 Conjuntos

Um conjunto é uma colecao de objetos bem distintos, denominados seus elementos.
A seguir, apresentamos alguns conceitos e notacoes usuais que serdo empregados
regularmente ao longo do texto.

Conjuntos finitos: Um conjunto finito pode ser representado pela enumeragao
completa de seus elementos. Escreve-se, por exemplo, M := {z1,x2,...,z,}. O simbolo
:= significa “é definido como”. Os simbolos x; sdo denominados elementos de M;
escreve-se x; € M para 1 < i <n. A ordem da enumeracao é irrelevante, e repeticoes
nao sdo contabilizadas: a representagdo {a,b,a} designa o mesmo conjunto que {a, b}.
Se os elementos enumerados forem dois a dois distintos, isto é, se z; # x; para todos
i # j, entdo n serd exatamente o nimero de elementos de M. O nimero de elementos,
ou a cardinalidade, de um conjunto finito M é denotado por |M]|.

Conjunto vazio: O conjunto vazio ndo contém elemento algum e é denotado por &
(ou {}).

Subconjuntos: Um conjunto M’ é denominado subconjunto de M, e escreve-se
M’ C M, se, e somente se, Vo (x € M' =z € M). Se M' C M e M' # M, escreve-se
M' C M, e M’ é denominado subconjunto préprio de M. Dois conjuntos sdo iguais se,
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e somente se, cada um deles for subconjunto do outro:

M=N << MCN e NCM.

Notagao de conjuntos por compreensao: Frequentemente, define-se um conjunto
por meio de uma propriedade: {z € X | P(z)} lé-se “o conjunto de todos os x
pertencentes a X para os quais a propriedade P(x) ¢ satisfeita”. Por exemplo: {n € Z |
n é par}.

Conjuntos infinitos e os ntimeros naturais: O exemplo mais conhecido de um
conjunto infinito simples & o conjunto dos ntimeros naturais. Adotaremos aqui a
convengao N :={0,1,2,3,...}. A estrutura de N pode ser descrita axiomaticamente
pelos aziomas de Peano (em uma de suas formulagoes usuais):

1. 0eN.

2. Existe uma aplicacdo S : N — N, denominada aplicagcdo sucessor, que associa a
cada n o seu sucessor S(n).

3. 0 nao ¢ sucessor de nenhum nimero natural: Yn € N: S(n) # 0.
4. A aplicagdo sucessor ¢ injetiva: Ym,n € N: S(m) = S(n) = m = n.

5. (Axioma da inducdo) Se K CN, 0 € K eVne K: S(n) € K, entdo K = N.

Os axiomas de Peano estabelecem a estrutura fundamental dos niimeros naturais:
existe um menor elemento, 0; cada elemento possui um sucessor univocamente
determinado; e o principio da inducao permite demonstrar propriedades para todos os
nimeros naturais. (Alguns autores adotam a convencao de iniciar os nimeros naturais
em 1, em vez de 0; isso altera algumas formulac¢oes, mas nao a teoria fundamental.)

Observacao 1. Os conceitos e as notagoes aqui utilizados — representacdo de
conjuntos por chaves, €, C, |M|, & e a notagio de conjuntos por compreensao —
sdo empregados constantemente na dlgebra linear; a familiaridade com essas notagoes
facilitard consideravelmente o estudo dos topicos subsequentes.
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1.1.1 Conjuntos numéricos e suas extensoes

Partindo dos niimeros naturais, podem-se obter, por meio de extensdes sistematicas,
outros conjuntos numéricos importantes para a andlise e para a algebra linear.

Ntmeros inteiros: O conjunto dos nimeros inteiros é definido por Z :=
{...,-2,-1,0,1,2,...}. Intuitivamente, obtém-se Z a partir de N introduzindo, para
cada n positivo, um elemento negativo —n. Formalmente, pode-se interpretar Z como
o conjunto das classes de equivaléncia de pares de nimeros naturais (a,b), em que (a, b)
representa a diferenca a — b.

Numeros racionais: Os nimeros racionais sdo as “fracdes” de ntmeros inteiros:
Q:={p/q|pq€Z, q#0}. Também neste caso had uma construgiao formal por meio
de classes de equivaléncia de pares (p, q), com a relagdo de equivaléncia (p,q) ~ (p',¢’)
se, e somente se, pg’ = p'q. O conjunto Q é um corpo (isto é, nele sdo vélidas as regras
usuais de cdlculo para +, -, exceto a divisao por 0) e é denso em R: entre quaisquer
dois niimeros reais distintos existe sempre um ntmero racional.

Numeros reais: Os nimeros reais R contém Q e constituem o ambiente adequado
para o estudo de limites, continuidade e andlise classica. Existem varias construgoes
equivalentes de R; duas das mais usuais sdo:

e cortes de Dedekind: um nimero real é interpretado por meio de um corte, isto é,
uma particdo dos niimeros racionais em dois conjuntos nao vazios A, B, tais que
a < bparatodosac Aebe B;

e completamento por sequéncias de Cauchy: consideram-se sequéncias de Cauchy
de niimeros racionais e formam-se classes de equivaléncia, identificando-se duas
sequéncias quando a diferenca entre elas converge para zero.

De maneira intuitiva, os niimeros reais podem ser representados por expansoes decimais
(por exemplo, 3,14159... para 7); nem todas essas expansoes sao finitas ou periédicas.
Os ntmeros cujas expansodes decimais ndo sdo finitas nem periddicas sdo denominados
irracionais (por exemplo, v/2 e 7). Uma propriedade fundamental de R é a completude:
todo subconjunto nao vazio de R que seja limitado superiormente possui um supremo,
isto é, uma menor cota superior.

Numeros complexos: Os nimeros complexos sdo definidos por C := {a + bi | a,b €
R, i2 = —1}. Também se pode interpretar C como o conjunto dos pares (a, b), munido
de operagoes adequadas de adi¢do e multiplicacdo. O conjunto C é um corpo, mas nao

3
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um corpo ordenado, pois nao existe uma ordem total compativel com suas operagoes de
adicdo e multiplicacdo. Um resultado fundamental, aqui apresentado sem demonstracao,
é 0 Teorema Fundamental da Algebra: todo polinémio nio constante com coeficientes
complexos possui pelo menos uma raiz em C. Portanto, C é algebricamente fechado.

Cadeia de inclusoes: Esses conjuntos numéricos estao relacionados pela seguinte
cadeia natural de inclusodes:
NczcQcRcC.

Cada uma dessas inclusdes é prépria (por exemplo, vV2 € R\ Qe i C\R).

Propriedades algébricas e de ordem:
e 7,Q,R,C sao fechados em relagao as operacoes + e -; Q,R, C sdo corpos.

¢ Q é denso em R: entre quaisquer dois niimeros reais distintos existe um ntmero
racional.

e R é, a menos de isomorfismo, o tnico corpo ordenado completo; essa completude
explica por que muitas afirmacgoes da analise (por exemplo, as relativas & existéncia
de limites) sdo vdlidas em R, mas nao necessariamente em Q.

e N,Z,Q sao conjuntos infinitos enumeraveis, enquanto R e C tém cardinalidade
nao enumeravel.

Observacao 2. Em uma primeira leitura, € util compreender claramente a motivagdo
de cada extensdo:

e 7 surge para que a subtracdo possa ser sempre efetuada;
o Q surge para permitir a divisdo, exceto por 0;

o R surge para completar o sistema numérico em relagdo a limites (por exemplo,
limites de sequéncias);

o C surge para assequrar a fatoracdo completa de polinomios em fatores lineares e
completar algebricamente a estrutura.

Ezemplos simples (por exemplo, 2—5 requer Z, a equagdo 2z = 1 requer Q, e a sequéncia
1;1,4;1,41;1,414; ... conduz a /2 € R) tornam essas extensoes mais concretas para os
estudantes.
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1.1.2 Operagoes elementares com conjuntos

A partir de um conjunto dado M, podem-se formar numerosos subconjuntos
selecionando-se os elementos de acordo com determinadas propriedades. O conjunto
das partes P(M) designa o conjunto de todos os subconjuntos de M.

Subconjunto definido por uma propriedade (notagdo por compreensao): Se
M for um conjunto e E(x) uma propriedade de x, define-se M’ :={x € M | E(z) },
lido como “o conjunto de todos os x pertencentes a M para os quais F(z) é satisfeita”.
Exemplo: {n € N |n é primo}.

Uniao e intersecao (formas finitas e indexadas): Sejam Mj, ..., M,, conjuntos.
Definem-se a unido e a intersecdo por

MyU---UM,:={z|Jie{l,....,n}: ze€ M},

Min---NM,:={z|Vie{l,...,n}: ze€ M}

Para familias de conjuntos (X;);c, indexadas por um conjunto de indices I, utilizam-se
as notacoes usuais de unido e intersecao indexadas:

UXi={z|3Jiel: zeX},
el
(N Xi:={z|Viel: zeX}.
el

Exemplo com intervalos: Considere I = N, segundo a convencao aqui adotada
N={0,1,2,...}, e X; := [—i,i] C R. Entao, U;en[—4,?] = R, pois, para todo niimero
real x, existe um i tal que |z| <1i. Por outro lado,

m [_ivi] - [_07 O] - {0}7

i€EN

pois Xo = [0,0] = {0} ja estd incluido na intersegdo. (Se, alternativamente, fosse
adotada a convencao de que N comega em 1, isto é, [ = {1,2,... }, ter-se-ia ;51 [, 1] =
[_17 1])

Diferenca e complemento: Se X’ C X, entao
X\X' ={zeX|z¢ X'}

5



CAPITULO 1. CONJUNTOS E APLICACOES

¢ denominada a diferenca entre X e X’. O complemento de um conjunto A é sempre
definido em relagdo a um conjunto universo U; nesse caso, escreve-se

AL=U\NA={zeU|z¢g A}
Outras operagoes tuteis: A diferenca simétrica entre A e B é definida por
AAB := (A\ B)U(B\ A),

isto é, consiste exatamente nos elementos que pertencem a apenas um dos dois conjuntos,
mas nao a ambos.

Leis fundamentais das operagdes com conjuntos: Para os conjuntos A, B, C,
valem as seguintes leis elementares, titeis em manipulagoes algébricas e demonstragdes:

o Comutatividade: AUB=BUA, ANB=DBNA.

o Associatividade: (AU B)UC = AU (BUC), e, analogamente, para N.

o Idempoténcia: AUA=A, ANA=A.

Distributividade: AN(BUC) = (ANB)U(ANC), e AU(BNC) = (AUB)N(AUC).

Leis de De Morgan (também para familias indexadas):

(iELJIXi)E:QXE, (Z@Xi)CIUXE

el

Leis da diferenga: A\ B = An BC. Além disso, (A\ B)U (B\ A) = AAB.

1.2 Aplicacoes

Para descrever relacdes entre conjuntos, utilizam-se aplicacoes.

Definicao 3. Sejam X e Y conjuntos. Uma aplicagdo (ou funcdo) de X em Y é
uma regra f que associa a cada x € X um unico elemento f(x) € Y. FEscrevemos
f: X =Y, x — f(x). Aqui, — relaciona os conjuntos (dominio e contradominio),
enquanto — descreve a associagao do elemento x a f(x).

Definicao 4. Duas aplicacées f,g: X — Y sdo ditas iguais, e escreve-se f = g, se, e
somente se, Ve € X : f(x) = g(z). O conjunto de todas as aplicagées de X emY €
denotado por Abb(X,Y) (também se escreve Fun(X,Y)).
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1.2.1 Imagem e imagem inversa

Por meio de aplicacdes, podem-se associar entre si ndo apenas elementos individuais,
mas também subconjuntos de conjuntos.

Definicao 5 (Imagem). Sejam f: X — Y wuma aplicagio e M C X um subconjunto.
A imagem de M por f é f(M) :={ye€Y |z € M : y= f(x)}. Em particular,
fH{z}) ={f(2)} parax € X, e f(X) CY também é denominado conjunto imagem ou
simplesmente imagem de f.

Definicao 6 (Imagem inversa). Sejam f: X — Y wuma aplicagio e N CY. A imagem
inversa de N por f é f"1(N):={z € X | f(x) € N} C X. Para um tnico elemento
y €Y, escreve-se, de forma abreviada, f~*({y}) ou f~(y) para designar o conjunto
de todos os elementos x € X tais que f(x) =y.

Importante: Neste contexto, f~! é uma aplicacdo entre conjuntos de partes (uma
operagao P(Y) — P(X)), e ndo necessariamente uma aplicacao no sentido de ¥ — X.
A imagem inversa de um conjunto unitario pode conter varios elementos ou ser vazia.

Exemplos:

o A aplicacao identidade idx : X — X, definida por idx () = x, satisfaz, para todo
subconjunto M C X, idx(M) = M e idy' (M) = M.

o A aplicacdo constante ¢ : X — Y, definida por ¢(z) = yo para todo z € X,
tem imagem {yo}; a imagem inversa de {y}, para y # yo, é vazia, enquanto

e ({yo}) = X.

o Exemplo de inclusdo estrita envolvendo intersegdao e imagem: sejam X = {1, 2},
Y ={a} e f(1) = f(2) = a. Tomando M; = {1} e My = {2}, tem-se f(M;)N
f(Ma2) = {a}, mas f(M; N M) = f(&) = &. Portanto, em geral, vale apenas

f(My 0 M) C f(My) N f(Ma),
e a inclusao pode ser estrita.

Regras de célculo importantes: Para uma aplicacdo f : X — Y, uma familia
(M;)icr de subconjuntos de X e uma familia (N;);c; de subconjuntos de Y, valem as
seguintes relacoes:
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¢f< -Wﬁ> = | f(M;),
il iel
il iel
fl( N]) = fﬁl(N])7
jed jed
fl< Nj) = F'(V)),
jed jed
)
) =o.

A primeira igualdade mostra que a imagem de uma unido é a unido das imagens; para
intersegoes, em geral, vale apenas a inclusdo indicada por C (h4 igualdade, por exemplo,
quando f é injetiva). As imagens inversas, por sua vez, comutam tanto com unides
quanto com intersecoes e, portanto, apresentam um comportamento particularmente
adequado em relacdo as operacoes entre conjuntos: a imagem inversa de uma uniao
é a unido das imagens inversas, e a imagem inversa de uma intersecao é a intersecao
das imagens inversas. Em contrapartida, para imagens diretas de intersec¢ées, em geral,
vale apenas uma inclusdo.

1.2.2 Restricao e extensao

Definicao 7 (Restrigdo). Sejam f: X — Y wuma aplicagio e M C X. A restri¢io de
faM éa aplicagio flpr: M =Y, x — f(x).

Observagao sobre a ampliagdo do contradominio: Se Y CY’'e f: X — Y, entdao
f também pode ser considerada uma aplicagao f: X — Y’, com os mesmos valores e
um contradominio maior. Nesse caso, fala-se em uma ampliagdo do contradominio.

1.2.3 Propriedades

Definicao 8. Uma aplicagio f: X — Y denomina-se

8
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e injetiva (ou um a um) se

Ve, € X: f(z)=f(a)) = xz=1"

e sobrejetiva se

[(X)=Y <<= WeY xeX: y=f(x).
e bijetiva se for simultaneamente injetiva e sobrejetiva.

1.2.4 Aplicagao inversa

Se f: X — Y é bijetiva, entdo, para cada y € Y, existe um tnico x € X tal que
f(z) = y. Nesse caso, define-se a aplicagdo inversa f~': Y — X, y— 7Ny, de
modo que f~!(f(z)) =z para todo z € X e f(f~(y)) =y paratodoy € Y.

Importante: Nio se devem confundir os dois significados de f~!:

 Para uma aplicacdo arbitraria f e um subconjunto N C Y, a expressdao f~1(N)
denota a pré-imagem de N, isto é,

FTUN)={z e X | f(z) e N} C X.
Trata-se de uma operacgao P(Y) — P(X).

e Se f é bijetiva, f~! denota também a aplicacio inversa Y — X. Nesse caso, a
pré-imagem de um conjunto unitario é o conjunto unitario que contém o elemento
correspondente pela aplicacio inversa: f~1({y}) = {f'(y)} (yey).

1.2.5 Teorema (Injetividade < sobrejetividade em conjuntos finitos)

Teorema 9. Seja X um conjunto finito e seja f: X — X uma aplica¢io. Entdo, as
sequintes afirmacoes sdo equivalentes:

1. f ¢é injetiva.
2. f € sobrejetiva.

3. f € bijetiva.



CAPITULO 1. CONJUNTOS E APLICACOES

Demonstragdo. Se X = &, as trés afirmagdes sdo imediatamente verdadeiras. Suponha-
mos, portanto, que X = {z1,...,2,}, em que os elementos z; sdo dois a dois distintos
en>1.

(1) = (2): Suponhamos que f seja injetiva. Entao, as imagens f(z1),..., f(z,) s@o
duas a duas distintas; logo, o conjunto f(X) = {f(x1),..., f(zn)} possui exatamente
n elementos. Como f(X) C X e X também possui n elementos, segue que f(X) = X.
Portanto, f é sobrejetiva.

(2) = (1): Suponhamos que f seja sobrejetiva, isto é, f(X) = X. Se f néao fosse
injetiva, existiriam x; # x; tais que f(z;) = f(x;). Nesse caso, a imagem teria no
méximo n — 1 elementos, ou seja, | f(X)| < n—1, o que contradiz a hipétese f(X) = X,
pois |X| = n. Consequentemente, f é injetiva.

A equivaléncia com (3) é agora imediata, pois uma aplicagao é bijetiva precisamente

quando é simultaneamente injetiva e sobrejetiva. Portanto, (1), (2) e (3) sdo equivalentes.
O

Observagao 10. Para conjuntos infinitos, a afirmacdo nao € vdlida em geral: em N,
existem aplicacoes injetivas que nao sdo sobrejetivas, como n +— n + 1, e aplicacoes
sobrejetivas que nao sao injetivas, como n+— |n/2|. A finitude €, portanto, a hipdtese
decisiva deste teorema. Em resumo: para aplicagoes de um conjunto finito em si mesmo,
injetividade e sobrejetividade sdo equivalentes.

1.2.6 Composicao

Definicao 11. Sejam X,Y, Z conjuntos e sejam f: X =Y eg: Y — Z aplicagoes. A
composicio de f e g € a aplicacio

gof: X — 27, (go f)(z) = g(f()).

Lé-se go f como “g composta com f” (primeiro aplica-se f e, em sequida, g). Em
notacao diagramdtica:

X i> y Lz ou, equivalentemente, z&y é X.

Teorema 12 (Associatividade da composi¢ao). Para aplicagoes f: X =Y, g: Y — Z
eh: Z— W, vale

(hog)of = ho(gof)

10
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Demonstracdo. Seja x € X. Entao,

((hog)o f)(x)=(hog)(f(x))
= h(g(f(2)))
=h((go f)(x))
= (ho(gof))(z).
Como os dois membros sdo iguais para todo x € X, as aplicagdes sdo iguais. O

Teorema 13 (Nao comutatividade em geral). A composicio de aplicagoes, em geral,
nao € comutativa, isto €, em geral, tem-se go f # fog.

Ezemplo. Considere X =Y = Z = R e as aplicagbes
flz) =z +1, g(zr) =2z (z€R).
Entao, para todo x € R, tem-se:
(go f)(@) =9g(f(z)) =g(z+1) =2(z +1) = 2z + 2,

enquanto
(fog)(@) = flg(x)) = f(22) =2z + 1.
Como 2z +2 # 2x+1 (por exemplo, para x = 0), as aplicages go f e fog sdo distintas,

o que demonstra a afirmacéo. O

Observacgao:

e Convém lembrar: o é uma operacao associativa, mas nao comutativa. Por isso, a
notacao h o g o f, sem parénteses, é inequivoca.

e A ordem de execucao é importante: go f significa aplicar primeiro f e, em seguida,
g. Pratique essa ordem com exemplos simples de calculo até que ela se torne

intuitiva.

o Mais adiante, aprofundaremos a relagdo entre composicao, aplicagoes identidade
e aplicagOes inversas.

11
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1.2.7 Identidade e inversa

Definicao 14. Para todo conjunto X, denomina-se aplicacao identidade a aplicacdo
idy: X — X, idx(z) =2z (ze€X).

Teorema 15. Seja f: X — Y uma aplicacio, com X,Y # &. Entao valem as sequintes
afirmagoes:

1. f € injetiva < existe g: Y — X tal que go f =idx.
2. f € sobrejetiva <= existe g: Y — X tal que fog=idy.
3. f € bijetiva <= existe g: Y — X tal que

gof=idx e fog=idy.

Nesse caso, g € unica e denomina-se aplicagdo inversa, ou simplesmente inversa,
de f; escreve-se g = f~1.
Demonstragao. (1) “=": Seja f injetiva. Fixe um elemento xg € X (o que é possivel,
pois X # @). Defina g: Y — X por

) {o unico z € X tal que f(z) =y, ye€ f(X),
9y) =
o, y & f(X).

Essa defini¢do é bem definida, pois, para y € f(X), a injetividade garante a existéncia
de exatamente um z tal que f(z) = y. Para todo z € X, tem-se entao

(go f)x) =g(f(x)) ==,

portanto, go f = idx.
“e": Seja g: Y — X tal que go f =idx. Se f(z) = f(2), entao

z =idx(z) = g(f(2)) = g(f(2)) = idx(2') = 2/,

logo, © = x’. Portanto, f é injetiva.

(2) “=7: Seja f sobrejetiva. Para cada y € Y, escolha e fixe um elemento z, € X
tal que f(x,) =y, e defina g(y) := z,. Entao f(g(y)) = y para todo y € Y, de modo
que fog=idy.

12
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“<”: Seja g: Y — X tal que fog =idy. Para todo y € Y, tem-se y = f(g(vy)),
logo y € f(X). Portanto, f(X) =Y e f é sobrejetiva.

Observagao sobre (2): A construcao de uma aplicacao g desse tipo a partir de
uma aplicacao sobrejetiva f consiste em escolher, para cada y € Y, uma preimagem
zy € f71({y}). Em situagdes finitas ou construtivas, isso ndo apresenta dificuldades;
para conjuntos arbitrarios, a afirmacao geral de que “toda sobrejecio possui uma inversa
a direita” requer uma funcao de escolha e, portanto, esta relacionada ao axioma da
escolha.

(8) Se f é bijetiva, entdo existe a aplicacdo inversa f~!, e valem imediatamente
as identidades

flof=idy, fof '=idy.

Reciprocamente, das duas identidades e dos itens (1) e (2), conclui-se que f é injetiva e
sobrejetiva e, portanto, bijetiva.

Unicidade da inversa: Se g, h: Y — X satisfazem ambas as identidades, entao
g=goidy =go(foh)=(gof)oh=idxoh=nh,

isto é, g = h. Logo, a inversa é Unica. O

Observagoes:

o Os conceitos de “inversa a esquerda” (para g tal que go f =idx) e de “inversa
a direita” (para g tal que f o g =idy) sdo tteis: injetividade <= existéncia de
uma inversa a esquerda; sobrejetividade <= existéncia de uma inversa a direita.

e A existéncia de uma inversa a direita de uma sobrejecdo exige que se escolha,
para cada y, uma preimagem; no caso de conjuntos infinitos, esse é um ponto em
que se pode abordar o axioma da escolha.

« Deve-se ter cuidado com a notacido: em geral, f~! denota a imagem inversa de

subconjuntos. No caso de bijecdes, f~! também é empregada para denotar a
aplicacao inversa ¥ — X.

13
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1.2.8 Outros conceitos

Definicao 16 (Tuplas ordenadas / funcoes de escolha). Sejam X, ..., X, conjuntos.
Uma n-tupla ordenada é uma expressao x = (x1,...,x,) comz; € X; parai=1,...,n.
Pode-se interpretar x como a fungdo

z:{l,....n} — XjU---UX,, i x(i) = i,

e, nesse sentido, x também é por vezes demominada funcao de escolha, pois, para cada
indice i, escolhe-se um elemento x; de X;. Frequentemente, escreve-se também, de forma
abreviada, x; := x(i) ou x = {x1,...,z,} (esta ultima notagio apenas informalmente).

Observagao 17. Duas tuplas sdo iguais se, e somente se, todas as suas componentes
forem iguais:

/

(1, ) = (2),...,2)) <= x=2), ..., ¥y =2a,.

n

Portanto, a ordem das componentes é relevante (ao contrdrio do que ocorre com
conjuntos).

Definic¢ao 18 (Produto cartesiano / produto direto). O produto cartesiano, ou produto
direto, dos conjuntos Xy,...,X, €

Xy x oo x Xy ={(x1,...,2p) |x; € X; parai=1,...,n}.
No caso particular em que X1 =--- = X,, = X, escreve-se X" := X x--- x X.
Proposicao 19. Se n ¢€ finito, entdo
Xi X x X, #4290 < X;#3 para todo i.

Observacdo 20. Para familias infinitas (X;)icr, a implicagio ([Lic; Xi # @ = X; #
@ Vi) é sempre vdlida. A implicagio reciproca (X; # @ Vi = [lie; Xi # @), contudo,
em geral so € vdlida mediante o uso do axioma da escolha. Trata-se de uma disting¢ao
importante, embora frequentemente técnica: para produtos finitos, o axioma da escolha
ndo € necessdrio; para uma quantidade arbitraria de fatores, em geral, ele é necessdrio.

Definigao 21 (Projegoes). Para cada i € {1,...,n}, define-se a i-ésima projecao por

me Xy X x X, — X, Wi(xl,...,xn)::xi.

14
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Observagao 22. Se X| x---x X,, # &, entdo w; € sobrejetiva em X;: para cada y € X;,
existe uma tupla em Xy X --- x X, cuja i-ésima componente é y (em produtos finitos,
podem-se escolher arbitrariamente as demais componentes; em produtos infinitos, a
construgdo de tais tuplas pode exigir o axioma da escolha).

Definicao 23 (Familias e sequéncias). Seja I um conjunto arbitrdario (conjunto de
indices). Uma aplicag¢io

o: I — X, iz = (1),

¢ denominada uma familia indexada de elementos de X. FEssa familia é denotada
abreviadamente por (x;);er. Se I =N, entdo (z;)ien € denominada uma sequéncia.

Observagao 24. Ao contrdrio de um subconjunto X' C X, uma familia (z;);e; contém
também a informacdo relativa d correspondéncia entre os indices i e os elementos x;:

o E permitida a ocorréncia repetida de um mesmo elemento (por exzemplo, x; = x;
para i # j).

e A ordem ou, mais geralmente, os rétulos i sdo relevantes.

o A imagem o(I) = {z; |i € I} é um subconjunto de X, mas, em geral, ao se passar
para esse simples subconjunto, perde-se a informagdo sobre a correspondéncia
entre indices e elementos.

Definigao 25 (Funcao de escolha). Seja C um conjunto de conjuntos nao vazios (por
exemplo, C = {X;};cr). Uma funcao de escolha é uma aplica¢io

c:C—JcC, C i c(C) e C,
que associa a cada conjunto C' € C um elemento ¢(C) € C.

Observacgao 26. A questdao de saber se existe uma funcdo de escolha para toda familia
de conjuntos ndao vazios € precisamente o axioma da escolha. FEsse axioma jd foi
mencionado na discussdo sobre aplicacoes inversas e produtos e desempenha um papel
fundamental em muitas dreas da matemdtica; contudo, para muitos fins praticos (em
particular, em construgdes finitas), ele ndo é necessdrio.
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1.2.9 Graficos e relagoes

Definigao 27 (Gréfico de uma aplicagdo). Seja f: X — Y wma aplicagao. O gréfico
de f € o conjunto

Gr={(z,f(z)) e XxY |ze X} CXxY.

O gréfico Gy é, portanto, precisamente o conjunto de todos os pares ordenados que
indicam qual elemento y € Y esta associado a cada elemento x € X. A aplicagdo f
pode ser completamente descrita por seu grafico, e, reciprocamente, o grafico determina

f.

Representacao grafica: Em geral, representa-se o gréfico Gy em um sistema de
coordenadas, no qual cada par (z, f(x)) é marcado como um ponto no plano (z,y).
Um exemplo simples e ilustrativo é dado por f(z) = 22, considerando-se alguns valores
de z. A figura a seguir apresenta uma representagao esquemaética desse tipo:

(-2,4) ; (2,4)
2.4 2.4
40

N f
20
1<
(_171) (171)
+ + + + X
-2 -1 1 2

Projecao sobre a primeira componente: Considere a projecao
Tx: X XY — X, mx(z,y) == x.
A restri¢ao Tx|g,: Gy — X é bijetiva:

o Sobrejetiva: Para todo x € X, tem-se (z, f(z)) € Gy; logo, mx/|g, assume todo
valor x € X.
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o Injetiva: Se 7x(z, f(z)) = nx(2/, f(2')), entdo z = 2/. Como os pares

pertencentes ao grafico sdo univocamente determinados pela primeira componente,
segue que (z, f(x)) = (2, f(27)).

Intuitivamente, a projecdo sobre X “ignora” a segunda componente; entretanto, quando
restrita ao grafico, ela estabelece uma correspondéncia biunivoca entre os pontos do
grafico e os elementos de X.

Unicidade da imagem / Teste da reta vertical: O grifico Gy de uma aplicacao
nunca associa a um mesmo valor de x dois ou mais valores distintos de y. Formalmente,
para cada x € X, existe um tnico y € Y tal que (z,y) € Gy. Geometricamente, isso
significa que nenhuma reta vertical x = const intersecta o grafico em mais de um ponto
(esse é o conhecido teste da reta vertical).

Definigao 28 (Relagao). Uma relagao em um conjunto X é um subconjunto R C X x X.
Para (x,y) € R, escreve-se frequentemente x ~r y, ou simplesmente x ~ y, e diz-se
que “x estd relacionado com y”.

Exemplos de relagées: (Em cada caso, escolha adequadamente o conjunto X.)
1. A relagao de ordem < em R: (z,y) € R se, e somente se, z < y.
2. A relagdo de divisibilidade | em N: (a,b) € R se, e somente se, a | b.

3. A relagao “ter o mesmo comprimento” no conjunto de todas as palavras sobre
um alfabeto: (u,v) € R se, e somente se, |u| = |v].

1.2.10 Relagoes de equivaléncia

Defini¢ao 29 (Relagdo de equivaléncia). Uma relagio ~ sobre X € denominada relagao
de equivaléncia se, para todos x,y,z € X, forem satisfeitas as sequintes propriedades:

1. (Reflezividade) x ~ x.
2. (Simetria) x ~y =y ~ x.
3. (Transitividade) x ~y ey ~ 2z = x ~ 2.

Exemplos de relagoes de equivaléncia:
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1. A igualdade = em qualquer conjunto X.
2. A congruéncia médulo n em Z: a = b (mod n) se, e somente se, n | (a — b).

3. “Pertencer ao mesmo bloco de uma particao”: se X estiver particionado em blocos
(subconjuntos) dois a dois disjuntos, entao dois elementos serdo equivalentes
quando pertencerem ao mesmo bloco.

1.2.11 Exercicio

Seja X = {1,2,3,4}. Para cada uma das relagoes a seguir sobre X, verifique se ela é
uma relacdo de equivaléncia. Justifique sua resposta.

1. Ry ={(1,1),(2,2),(3,3), (4,4),(1,2),(2,1)}.
2. Ry ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,3)}.

3. R3={(a,b) € X x X |a=0b (mod 2)} (“mesma paridade”).

Solugao-modelo:

1. Verificacio da reflexividade, da simetria e da transitividade: Reflexividade: Todos
os pares (x,x), com z € X, pertencem a R;y. Logo, R; é reflexiva. Simetria: (1,2)
pertence a R; e (2,1) também pertence a Rj; para os demais pares nao diagonais,
nao ha outra condicao a verificar, pois existe apenas o par 1 +> 2. Portanto,
Ry é simétrica. Transitividade: Consideremos as cadeias relevantes: de 1 ~ 2 e
2 ~ 1 segue 1 ~ 1, que pertence a relagdo. Nao ha uma cadeia da forma 1 ~ 2 e
2 ~ 3, portanto ndo surge nenhuma condi¢do adicional nao satisfeita. Assim, Ry
é transitiva. = R; é uma relacdo de equivaléncia; suas classes de equivaléncia

sao {1,2}, {3} e {4}.

2. Reflexividade: Sim, todos os pares (z,x) pertencem a Rs. Simetria: (1,2) € Ro,
mas (2,1) ¢ Ry. Portanto, Ry ndo é simétrica e, consequentemente, ndo é uma
relagdo de equivaléncia. (Desse modo, ndo é necessario concluir a verificagdo das
demais propriedades.)
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3. Mesma paridade (par ou impar): Reflexividade: a = a (mod 2) para todo a €
X. Simetria: Se a = b (mod 2), entdo b = a (mod 2). Transitividade: Se
a=b (mod2)eb=c (mod 2), entdo a = ¢ (mod 2). = R3 é uma relagao de
equivaléncia. Suas duas classes de equivaléncia sdo {1,3} (ntimeros impares) e
{2,4} (ntimeros pares).

1.2.12 Classes de equivaléncia

Uma vez definida uma relagdo de equivaléncia ~ em um conjunto X, é possivel agrupar
elementos “equivalentes” e representéd-los por um tnico objeto novo. Desse modo,
abstraem-se diferencas irrelevantes.

Definicao 30 (Classe de equivaléncia). Seja ~ uma relagio de equivaléncia em X.
Para a € X, define-se a classe de equivaléncia de a por [a] :=={z € X |z ~a}. Un
subconjunto A C X € denominado classe de equivaléncia com respeito a ~ se satisfaz
as sequintes condigoes:

1. A+ o,
2. para todos x,y € A, vale x ~ vy,
3. sex € A ey e X satisfazem y ~ x, entdo y € A.

Teorema 31. As classes de equivaléncia formam uma particio de X: cada a € X
pertence a exatamente uma classe de equivaléncia. Em particular, dadas duas classes
de equivaléncia A, A’, tem-se A= A" ou ANA =a.

Demonstragio. Fixado a € X, seja A :=[a] = {x € X | x ~ a}. Como ~ é reflexiva,
a € A, de modo que A # @. Se z,y € A, entdo x ~ a e y ~ a; pela simetria e pela
transitividade, segue que x ~ y. Além disso, se x € A e y € X satisfazem y ~ x, entdo
x ~ a e, pela transitividade, y ~ a, isto é, y € A. Portanto, A satisfaz as condicoes (2)
e (3) da definigdo. Sejam agora A e A’ duas classes de equivaléncia tais que AN A" # @.
Escolha z € AN A’. Para todo = € A, vale x ~ z, pois z € A; como z € A’, a condicao
(3) implica x € A’. Logo, A C A’. Trocando-se os papéis de A e A, obtém-se A’ C A,
e, portanto, A = A’. Assim, duas classes de equivaléncia distintas sao disjuntas. Como
cada a € X pertence a classe [a], conclui-se que pertence a exatamente uma classe de
equivaléncia. ]
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Definicao 32 (Conjunto quociente e proje¢do canonica). O conjunto das classes
de equivaléncia é denominado conjunto quociente e denotado por X/~ ou X/R.

A aplicagao m: X — X/ ~, m(a) := [a] é denominada projegdo candnica (ou
aplicagio quociente). Ela é sobrejetiva, e as pré-imagens de seus valores sio precisamente
as classes de equivaléncia: 7 '([a]) = [a]. Cada elemento a € [a] é denominado

representante da classe [a].

Exemplo 33 (Congruéncia médulo n). Em Z, para um n € N> fizo, define-se a
relacao
a=b (modn) <= n|(a—D0).

Essa é uma relagao de equivaléncia. O conjunto quociente Z/nZ é constituido pelas n
classes

[0]7 [1]7 ) [n - 1]7

sendo, por exemplo, [1] ={...,=2,1,4,7,...} quando n = 3. Essas classes constituem
exemplos tipicos de classes de equivaléncia; cada elemento de uma classe é um de seus
representantes.

1.3 Exercicios e solugoes

Os exercicios a seguir abrangem os conceitos introduzidos até aqui: conjuntos e operagoes
entre conjuntos, aplicagoes (injetividade, sobrejetividade e bijetividade), composigao,
graficos, relacgoes, relagoes de equivaléncia, classes de equivaléncia e conjuntos quocientes.
As solugbes propostas sdo apresentadas de forma concisa; como exercicio, recomenda-se
que os estudantes desenvolvam integralmente as demonstragoes.

Exercicio 1 (Operagoes fundamentais): Sejam
A=1{1,2,3}, B=1{23,4}, C=1{34,5)

Determine:

AUB, AnB, (AuB)NnC, A\C.

Solugao proposta 1: AUB = {1,2,3,4}. AnB = {2,3}. (AuB)nC
(1,2,3,4) N {3,4,5} = {3,4}. A\ C ={1,2,3}\ {3,4,5} = {1,2}.
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Exercicio 2 (Familias indexadas de conjuntos): Para I =N = {0,1,2,...} e
X; =[-i,i) CR, com i € I, calcule

Uxi, X

i€l i€l

Solugao proposta 2: Para todo z € R, existe i € I tal que |z| < i; portanto,
Uier Xi = R. Como Xy = [0,0] = {0} e Xo C X; para todo i € I, segue que
ﬂz‘el X = {0}

Exercicio 3 (Propriedades de uma aplicagao): Considere f: {1,2,3} — {a,b},
definida por f(1) = a, f(2) = a, f(3) = b. A aplicagao f é injetiva? Sobrejetiva?
Bijetiva?

Solugao proposta 3: A aplicacdo f nao é injetiva, pois f(1) = f(2) = a, embora
1 # 2. A aplicagdo f é sobrejetiva, pois f({1,2,3}) = {a,b}, que coincide com o
contradominio. Como ndo ¢é injetiva, f também nao ¢é bijetiva.

Exercicio 4 (Composicao e aplicacao identidade): Dé um exemplo concreto
de conjuntos X,Y e de aplicagdes f: X — Y, g: Y — X tais que go f = idy,
mas fog # idy. O que a igualdade g o f = idx permite concluir sobre f
(injetividade/sobrejetividade)?

Solugao proposta 4: Considere X = {1,2} e Y = {a,b,c}. Defina f(1) =
a, f(2) = b e escolha g(a) = 1, g(b) = 2, g(c) = 1. Entdo, go f = idx, pois
g(f(1)) = g(a) = 1, e analogamente para o outro elemento de X. Entretanto, fog
envia ¢ em f(1) = a; portanto, f o g # idy. Da igualdade g o f = idx, segue que f é
injetiva (pois possui uma inversa a esquerda) e que g é sobrejetiva (pois possui uma
inversa a direita).

Exercicio 5 (Imagens, interse¢ées e unioes): Demonstre que:
f(U Mi) =J r(), f(ﬂ Mi) C ) f(M5).
icl icl el icl

Solugdo proposta 5: Primeira igualdade: seja y € f(U; M;). Entao, existe
x € U; M; tal que y = f(z). Logo, existe algum ¢ para o qual x € M;; assim,
y € f(M;) C U; f(M;). Reciprocamente, se y € |J; f(M;), entdo existem ¢ e z € M;
tais que y = f(z). Portanto, x € |J; M; e y € f(U; M;). Segunda inclusdo: seja
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y € f(N; M;). Entao, existe z € (", M; tal que y = f(x). Como x € M; para todo ¢,
tem-se y € f(M;) para todo i; logo, y € (), f(M;). (A inclusdo inversa pode ser falsa
em geral, por exemplo, quando f nao ¢é injetiva.)

Exercicio 6 (Preimagens e operagées com conjuntos): Mostre que:

! (U Nj) = vy,

JjeJ jeJ

7 (ﬂ Nj) = fH (V).

jeJ jeJ

Solugao proposta 6: As duas inclusdes que compoem cada igualdade decorrem
diretamente da definicdo f~1(N) = {x | f(x) € N} e das relagdes légicas entre os
quantificadores 3, V e os conectivos V, A. (Formalmente, f(z) € U; N; & 3j : f(z) €
N; & 3j:x € f~1(N;). Para a intersegio, procede-se de modo analogo, utilizando V.)

Exercicio 7 (Grafico de uma aplicagdo): Seja f: X — Y uma aplicagao.
Mostre que, para cada x € X, existe exatamente um par (z,y) € Gy. A partir desse
fato, explique o teste da reta vertical.

Solugao proposta 7. Por defini¢ao, Gy = {(z, f(x)) | + € X}. Para cada x fixado,
existe o par (z, f(z)) e, pela unicidade de f(x), ndo pode haver no grafico outro par
(z,y') com y # f(x). Geometricamente, isso significa que a cada x corresponde no
maximo um y (e, pela defini¢do de aplicagdo, exatamente um); portanto, nenhuma reta
vertical intersecta o grafico em mais de um ponto.

Exercicio 8 (Relagdes e relagdes de equivaléncia): Para X = {1,2,3,4},
verifique se as relacoes a seguir sdo relagoes de equivaléncia:

1. Ry = {(1,1),(2,2),(3,3), (4,4),(1,2), (2,1)}.
2. Ro={(1,1),(2,2),(3,3), (4,4),(1,2), (2,3)}.

Solugao proposta 8: R;: a reflexividade é satisfeita. Quanto a simetria, tanto
(1,2) quanto (2,1) pertencem a relacao; logo, ela é simétrica. A transitividade é
verificada mediante a andlise dos casos nao triviais (por exemplo, de 1 ~ 2 e 2 ~ 1
resulta 1 ~ 1, que pertence a relagdo). Portanto, R; é uma relacado de equivaléncia,
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cujas classes sao {1,2}, {3} e {4}. Ra: a reflexividade ¢ satisfeita, mas a simetria nao,
pois (1,2) € Ra, enquanto (2,1) ¢ Ry. Portanto, Rs ndo é uma relagdo de equivaléncia.

Exercicio 9 (Classes de equivaléncia e conjunto quociente): Em Z, defina
a ~ b se, e somente se, a = b (mod 4). Determine as classes de equivaléncia e o conjunto
quociente Z/47. Indique trés sistemas distintos de representantes.

Solugao proposta 9. As classes de equivaléncia sao [0] = {...,—8,—4,0,4,8,...},
[1], [2] e [3]. Portanto, Z/4Z = {[0], [1], [2], [3]}. Trés possiveis sistemas de representantes
sao {0,1,2,3}, {4,5,6,7} e {0,—3,—2,—1}.

Exercicio 10 (Conjuntos finitos e principio da casa dos pombos): Seja
X um conjunto finito com |X| = n, e seja f: X — X. Mostre que f injetiva —-
f sobrejetiva. (Sugestao: principio da casa dos pombos, também conhecido como
principio das gavetas ou principio de Dirichlet.)

Solugao proposta 10. Se f é injetiva, entdo as n imagens f(z), com z € X, sdo
duas a duas distintas; logo, f(X) possui n elementos. Como f(X) C X e X possui
apenas n elementos, segue que f(X) = X. Portanto, f é sobrejetiva. Em termos do
principio da casa dos pombos: se n objetos sdo distribuidos em n compartimentos sem
que dois objetos ocupem o mesmo compartimento, entdao todos os compartimentos
estao ocupados.

Exercicio 11 (Axioma da escolha): Seja (X;);c; uma familia de conjuntos nao
vazios. Formule, em palavras, a questao respondida pelo axioma da escolha e indique
se esse problema ocorre quando I é finito.

Solucao proposta 11. A questdo é: existe sempre uma aplica¢do c¢: I — ;e X
tal que ¢(i) € X; para todo i € 17 Isso equivale precisamente & existéncia de uma
funcéo de escolha. Quando o conjunto de indices I é finito, sempre se pode construir tal
func¢ao, escolhendo-se um elemento de cada X;. A questdo surge para familias infinitas
e, em sua forma geral, é resolvida pelo axioma da escolha; em modelos da teoria dos
conjuntos nos quais esse axioma nao é assumido, tal funcdo nem sempre precisa existir.

Observacgao 34. Esta coletanea pode ser utilizada como lista de exercicios em uma
disciplina ou em aulas de tutoria. Os exercicios 1—4 tém cardter mais diretamente
computacional ou conceitual; os exercicios 5=7 concentram-se em técnicas de demons-
tracdo; e os exercicios 8—11 combinam a compreensdo conceitual com observacoes
mais aprofundadas sobre quocientes e o axioma da escolha. Para trabalhos extraclasse,
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recomenda-se uma combinacao de problemas simples e de dificuldade intermedidria; em
avaliagoes, podem ser utilizadas, por exemplo, variantes dos exercicios 3, 4, 5 e 10.
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Capitulo 2

Grupos

2.1 Operagao binaria / composigao

Defini¢do 35. Uma operacao (ou composigdo, operagdo bindria) sobre um conjunto
G € uma aplica¢do

x:GxG—G, (a,b) — axb,
que associa a cada par ordenado (a,b) € G x G um elemento bem determinado axb € G.

Observagoes importantes:

e A condigio * : G x G — G é denominada fechamento: o resultado da operacao
entre dois elementos de G deve pertencer novamente a G.

e Para representar operagoes, utilizam-se frequentemente notagoes infixas concisas,
como a x b, ab, ou simbolos usuais, como a + b e a - b. Dependendo do contexto,
também se escrevem a o b ou a ® b.

e Algumas propriedades das operacdes que serdo importantes posteriormente na
teoria dos grupos sao, por exemplo, a associatividade, (a *b) x c = a* (b*c), a
existéncia de um elemento neutro e a existéncia de elementos inversos. Essas

propriedades conduzem a definicdo de grupo, apresentada na préxima secao.

Exemplos de operagoes binarias:
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1. Adicao no conjunto dos nimeros inteiros:
+ : ZXZ—Z, (a,b) — a+b.
Essa operacao ¢é fechada, associativa e comutativa.
2. Multiplicagdo no conjunto dos niimeros reais:
- RxR—=R, (a,b) — a-b.

Também nesse caso, a operacao ¢é fechada e associativa; além disso, a multiplicacao
de niimeros reais é comutativa.

3. Multiplicag¢ao de matrizes em My, (R) (o conjunto de todas as matrizes n X n com
entradas reais):

% 0 My(R) x Mo(R) — Mp(R),  (A,B)+— A-B.

A operagao é fechada e associativa, mas, em geral, ndo é comutativa. Esse é um
exemplo importante de estrutura ndo comutativa.

4. Composigdo de aplicagoes de um conjunto X em si mesmo:
o : Abb(X, X) x Abb(X, X) — Abb(X, X),
(f,9)— fog.
Essa operacao é fechada e associativa, mas, em geral, ndo é comutativa.

5. Concatenagao de palavras sobre um alfabeto A: em A* (o conjunto de todas as
palavras finitas), define-se

AT X AT - AT (u,v) — uv
pela justaposi¢cdo das palavras. Essa operacéo é fechada e associativa.
6. Ou exclusivo em {0,1}:
@ : {0,1} x{0,1} — {0, 1}, (a,b) »a®db

com0p0=0,001=1,190=1, 141 = 0. Essa operagio ¢é fechada,
associativa e comutativa.
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7. Subtragdo no conjunto dos nimeros inteiros:
— 1 LX7Z—1Z, (a,b) — a —b.

Essa operacao é fechada em Z, mas ndo € associativa; portanto, ndo constitui um
exemplo adequado para muitas estruturas algébricas que exigem associatividade.
(Em N, além disso, a subtragao nao é fechada.)

Observagoes:

o Ao estudar uma nova operagao, deve-se verificar sistematicamente: (i) A operagao
é fechada? (ii) E associativa? (iii) Existe um elemento neutro? (iv) Os elementos
possuem inversos? (v) A operagdo é comutativa? Essas verificagbes preparam
para a definicdo formal de grupo.

e Apresentamos tanto exemplos simples e comutativos quanto exemplos nao
comutativos; estes dltimos ajudam a evitar intuicbes equivocadas.

o Convém empregar uma notagao consistente: na teoria dos grupos, frequentemente
se adota uma tnica forma de escrita (por exemplo, ab em vez de a * b), a fim de
tornar as féormulas mais claras.

2.2 Definicao

Grupos sdo conjuntos munidos de uma operacao que satisfaz determinadas propriedades
fundamentais. Apresentamos inicialmente uma defini¢ido precisa.

Defini¢ao 36 (Grupo). Sejam G um conjunto e x: G x G — G uma operagio. O par
(G, %) € denominado grupo se os sequintes axiomas forem satisfeitos:

1. Fechamento: Para todos a,b € G, tem-se axb € G.

2. Associatividade: Para todos a,b,c € G, tem-se

(axb)xc = ax(bxc).

3. Existéncia de um elemento neutro: Eziste um elemento e € G, denominado
elemento neutro, tal que, para todo a € G, exa =a = a * e.
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4. Existéncia de inversos: Para cada a € G, existe um elemento a~! € G,

denominado inverso de a, tal que axa ' =e=a"! xa.

Se, adicionalmente, a * b = b * a para todos a,b € G, o grupo é denominado abeliano
(ou comutativo).

ExplicacGes e observagoes:

e As vezes, o simbolo da operacdo é omitido e escreve-se ab em vez de a * b; nesse
caso, utiliza-se a notagao multiplicativa. Na notagdo aditiva, escreve-se a + b, o
elemento neutro é denotado por 0 e o inverso de a é chamado de oposto de a e
denotado por —a. Para grupos cuja operagao é naturalmente comutativa, como
(Z,+), é usual empregar a notacgao aditiva.

e O fechamento foi exigido explicitamente, pois a operacdao deve produzir um
resultado que pertenca ao proprio conjunto.

e Diversas consequéncias importantes podem ser deduzidas diretamente dos axiomas,
como a unicidade do elemento neutro e dos inversos, as leis de cancelamento e
a regra do inverso (ab)~' = b~ 'a~!. E fundamental exercitar a demonstracio
desses resultados.

Demonstragoes breves de consequéncias fundamentais:

Proposig¢ao 37 (Unicidade do elemento neutro e do elemento inverso). Em um grupo
(G, *), o elemento neutro é tnico e, para cada a € G, o elemento inverso a~! também
€ unico.

Demonstracio. Sejam e, e’ dois elementos neutros. Entao, e = e x ¢/ = ¢’. Logo, e = €’
Sejam b, b’ dois elementos inversos de a. Entdo, b=bxe=bx* (axb) = (bxa)xV =

exb =10. Logo, b=1"V. O

Proposicao 38 (Regra do inverso e leis de cancelamento). Em um grupo, para quaisquer
a,b € G, vale (ab)~! = b~ta~t. Além disso, valem as leis de cancelamento: de ax = ay
seque x =1y, e de Ta = ya seque T =Y.

Demonstragido. Multiplicando ab por b~!a~!, obtemos (ab)(b=ta=!) = a(bb~')a~! =
aea”' = aa~! = e. De modo anélogo, demonstra-se que (b~'a~!)(ab) = e. Portanto,
b=ta~! é o inverso de ab. Quanto ao cancelamento, de ax = ay, multiplicando ambos
os membros & esquerda por a”!, segue que = y. A lei de cancelamento & direita é
demonstrada de maneira analoga. O
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2.3 Convengoes

e FEscolha da notagdo: Na pratica, emprega-se, conforme o contexto:

— Notacao multiplicativa: produto ab, elemento neutro e e inverso a~!.

— Notagao aditiva: soma a + b, elemento neutro 0 e inverso aditivo —a.

Uma vez fixada uma convencgao, deve-se manté-la de forma consistente ao longo
de cada secao.

e Omissao de parénteses: Em virtude da associatividade, podem-se omitir os
parénteses em produtos com varios fatores, como a * b * ¢ x d, pois seu significado
¢é inequivoco.

o Intuicdo multiplicativa e aditiva: Muitas demonstragdes podem ser formuladas em
ambas as notagoes; deve-se escolher aquela mais adequada a aplicagdo considerada
(por exemplo, a notacdo aditiva para espagos vetoriais).

2.4 Exemplos de grupos e de estruturas que nao sao
grupos

Exemplos de grupos
1. (Z,+): o conjunto dos niimeros inteiros com a adigdo (grupo abeliano).

2. (Q@*,+): o conjunto dos niimeros racionais nao nulos com a multiplicagdo (grupo
abeliano).

3. (R*,) e (C*,-): os conjuntos dos numeros reais e complexos nao nulos,
respectivamente, com a multiplicagdo (grupos abelianos).

4. O grupo linear geral GL(n,R): o conjunto das matrizes invertiveis de ordem n
com a multiplicagdo de matrizes (em geral, ndo abeliano).

5. O grupo simétrico S,: o conjunto das permutac¢bes de um conjunto com n
elementos, munido da composi¢do (nao abeliano para n > 3).

6. O grupo ciclico Z/nZ, formado pelas classes de congruéncia médulo n, com a
adi¢do mddulo n (grupo abeliano finito).
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