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Éléments du raisonnement 
mathématique
1 
Vocabulaire ensembliste et logique
L’essentiel du cours
Démontrer
 Démontrer, c’est partir d’une vérité admise pour aboutir, à l’aide d’un 
raisonnement, à une nouvelle vérité. On enchaîne des déductions de la forme: 
si Proposition1 alors Proposition2, d’où Proposition3, donc Proposition4, par 
conséquent Proposition5,etc.
  Chaque proposition est une condition nécessaire pour que la précédente soit 
vraie. Elle n’est pas toujours suffisante pour l’affirmer.
 Chaque enchaînement constitue une propriété. Elle doit se justifier par 
un calcul, un axiome (propriété universellement admise) ou un théorème 
(propriété préalablement démontrée). Certaines propriétés sont vraies quelle 
que soit la valeur de la variable ou le point choisi. D’autres ne sont vérifiées  
que pour quelques valeurs ou quelques points.
Vocabulaire
 L’égalité (x+2)(x—1)=x
2
+x—2 est vraie quel que soit le nombre réel x. 
C’est-à-dire qu’en remplaçant x par n’importe quel nombre réel dans le membre 
de gauche et dans le membre de droite, on obtient le même résultat. Pour le 
 prouver, on développe le membre de gauche.
 « Quel que soit » est un quantificateur universel.
 L’égalité x
2
=2x n’est pas vraie pour x=4, mais elle est vraie pour x=2. On 
peut donc affirmer qu’il existe un nombre réel x tel que l’égalité soit vraie.
« Il existe » est un quantificateur existentiel.
 Dans la déduction « Si le quadrilatère est un rectangle alors il possède  
deux angles droits », la proposition « il possède deux angles droits » est une 
condition nécessaire pour la proposition « le quadrilatère est un rectangle ».
 Elle n’est pas suffisante car un quadrilatère qui a deux angles droits peut 
être seulement un trapèze rectangle.
 Pour que la condition soit suffisante il faut, par exemple, la proposition « il 
possède quatre angles droits ».
Rappels  
de  
seconde
Fiche
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 La proposition « Si ABC est un triangle rectangle enA, alors BC
2
 =AB
2
 + AC
2
 » 
permet de calculer la mesure d’un côté d’un triangle rectangle connaissant la 
mesure des deux autres.
 Sa réciproque « Si BC
2
 =AB
2
 + AC
2
, alors ABC est un triangle rectangle en A » 
fournit un outil pour prouver qu’un triangle est rectangle.
 Sa contraposée « Si BC
2
 ≠ AB
2
 + AC
2
, alors ABC n’est pas un triangle rectangle 
en A » permet d’établir, par un calcul, qu’un triangle n’est pas rectangle.
 L’énoncé réciproque de la propriété « Si P alors Q » est « Si Q alors P ».  
Sa contra posée est « Si non Q alors non P ».
 Lorsque l’énoncé direct et l’énoncé réciproque sont vrais, on dit que les  
propositions sont équivalentes.
Méthodes
 L’énoncé « Pour entier naturel n on a (n+2)
2
=n
2
+4 » est faux. On peut le 
prouver en remplaçant n par 1 : (1+2)
2
=3
2
=9 et 12+4=5.
 Pour montrer qu’une propriété n’est pas toujours vraie, on montre à l’aide  
d’un contre-exemple qu’elle est fausse dans l’un des cas.
 La proposition contraire de P « le nombre n est impair » est la proposition 
non P « le nombre n est pair ». Pour établir qu’un nombre est impair on peut 
raisonner par l’absurde en montrant qu’il est impossible que n soit divisible par 2.
 Plus généralement, pour montrer qu’une proposition P est fausse, on peut 
prouver que supposer non P vraie conduit à une impossibilité.
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R
 et ses sous-ensembles (1)
2 
Vocabulaire ensembliste et logique
L’essentiel du cours
Démontrer
 ℕ est l’ensemble des nombres entiers ou entiers naturels. ℕ=
{
0;1;2;3;4;…
}
.
 ℤ est l’ensemble des nombres entiers relatifs.  ℤ=
{
… ;
—
3;
—
2;
—
1;0; 
1;2;3;4;…
}
.
 𝔻 est l’ensemble des nombres décimaux, qui peuvent s’écrire sous la forme
a
10
n
 avec a
∈
ℤ et n
∈
ℕ; ils ont un nombre fini de chiffres après la virgule.
 ℚ est l’ensemble des nombres rationnels. Ce sont les nombres qui peuvent 
s’écrire sous la forme 
a
b
 avec a
∈
ℤ et b
∈
ℤ*.
 ℝ est l’ensemble des nombres réels.
 Cet ensemble comprend des nombres irrationnels. Ex.: π, 
2
.
 Ces ensembles de nombres vérifient les inclusions: ℕ
∈
ℤ
∈
𝔻
∈
Q
∈
ℝ.
 Pour reconnaître la nature d’un nombre:
  – on simplifie au maximum son écriture;
  – dans le cas d’un quotient irréductible 
a
b
, on effectue la division. Si elle
    se termine (si le reste est nul), 
a
b
 est un décimal; si elle ne se termine pas, 
    on obtient une écriture périodique et 
a
b
 est un rationnel qui n'est pas
    un décimal;
  –  si on ne peut pas écrire le nombre comme un quotient d’entiers, alors c’est  
    un irrationnel.
Méthodes
Les intervalles
 Soit a et b deux réels tels que a≤b.
  – L’intervalle fermé [a;b] est l’ensemble des réels x tels que a≤x≤b.
  – L’intervalle ouvert ]a;b[ est l’ensemble des réels x tels que a<x<b.
  – L’intervalle ouvert ]
—
∞
;a[ est l’ensemble des réels x tels que x<a.
  – L’intervalle semi-ouvert (ou semi-fermé) [a;b[ est l’ensemble des réels x
    tels que a≤x<b.
Rappels  
de  
seconde
Fiche
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 On définit de même les intervalles ]a;b], ]
—
∞
;a], [a;+
∞
[, ]a;+
∞
[.
L’ensemble ℝ lui-même peut être noté ]
—
∞
;+
∞
[.
 L’intersection de deux intervalles I et J est l’intervalle constitué des nombres
qui appartiennent à la fois à I et à J.
 La  réunion de deux intervalles I et J est l’ensemble des nombres qui 
appartiennent à I ou à J (le «ou» est inclusif : on prend les nombres qui 
appartiennent à I, à J ou aux deux intervalles). Si I et J ont un point en commun, 
alors +
∞ 
est un intervalle.
Exemple : Si I=[
—
1;9] et J=]6;12[, alors : I
∩
J=]6;9] et I
∪
J=[
—
1;12[.
La valeur absolue
 Définition: la distance entre deux réels a et b est la différence entre le plus 
grand et le plus petit. Cette distance est notée 
|
a
—
b
|
 ou encore 
|
b. 
|
a
—
b
|
 se 
lit «valeur absolue de a moins b».
 Interprétation graphique: sur une droite graduée d’origine O, notons A  
le point d’abscisse a et B le point d’abscisse b. 
|
a
—
b
|
 est la longueur AB.
 Remarque: la distance entre deux réels est un nombre positif. 
Conséquence: 
a
2
 est la distance entre le réel a et le réel 0.
 Définition: pour tout réel a, 
a
2
=
|
a
|
Démonstration par disjonction de cas: a positif puis a négatif.
Exemple : 
|
2019
|
=2019;
|
—
2019
|
=2019.
 Propriété: soit a un réel, r est un réel strictement positif. 
|
x
—
a
|
≤r si et  
seulement si x appartient à l’intervalle [a
—
r;a+r].
a
—
r a+ra
�
�
 Définition: Un réel x a pour valeur approchée à 10
—
n
 près le décimal a 
lorsque: 
|
x
—
a
|
≤10
—
n
.









 

[image: ]ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
ࠚࠚ
R
 et ses sous-ensembles (2)
3 
Vocabulaire ensembliste et logique
L’essentiel du cours
Valeurs approchées
  Lorsque l’on veut écrire un nombre réel dans le système décimal et que celui-
ci n’est pas un nombre décimal, on doit utiliser une valeur approchée.
Par exemple, 
1
3

≈
0,3333333. Il n’y a pas égalité car les « 3 » continuent à l’infini.
 Une valeur approchée peut être définie par défaut ou par excès. On parle 
de valeur approchée à 10
—
P
 près, où p est un entier, quand la différence entre  
le nombre et sa valeur approchée est inférieure à 10
—
P
.
Comparaisons
  Dire que a est inférieur ou égal à b signifie que la différence b
—
a est positive
ou nulle. On écrit que a≤b est équivalent à b
—
a≥0.
Autrement dit, pour comparer deux nombres, on se ramène à un problème de 
signe.
 Quelques règles fondamentales à connaître :
  – Deux nombres ont le même signe si et seulement si leur produit est positif.
  – Si a>1, alors : 
a
<a<a
2
<a
3
.
  – Si 0<a<1, alors : 
a
> a>a
2
>a
3
.
  – Pour tous réels a, b et c, si a≤b et b≤c, alors a≤c.
Les inégalités
 Il s’agit de savoir comment « transformer » une inégalité à l’aide des 
opérations élémentaires. Ici, a, b, c et d désignent des réels quelconques.
 Ajouter (ou soustraire) un nombre aux deux membres d’une inégalité 
conserve l’ordre. Si a≤b, alors a+c≤b+c.
 Multiplier (ou diviser) par un nombre strictement positif conserve l’ordre.  
Sia≤b et k>0, alors ka≤kb.
 Multiplier (ou diviser) par un nombre strictement négatif change l’ordre. 
Si a≤b et k<0, alors ka≥kb.
  Ajouter membre à membre deux inégalités de même sens donne une inégalité 
de même sens. Si a≤b et c≤d, alors a+c≤b+d.
 Si les nombres sont positifs, multiplier membre à membre deux inégalités  
de même sens, donne une inégalité de même sens. Si 0<a≤b et 0<c≤d, alors 
ac≤bd.
Rappels  
de  
seconde
Fiche
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Représentations et méthodes
Valeurs approchées
  Pour déterminer la valeur approchée d’un nombre réel positif à n décimales:
  – par défaut, on effectue la troncature à n décimales de ce nombre (cela 
    revient à supprimer les décimales qui suivent les n premières décimales);
  – par excès, on prend la valeur approchée par défaut et on ajoute 1 à la
    dernière décimale (cela revient à ajouter 10
—
n
 à la valeur approchée par
   défaut).
  Pour déterminer la valeur approchée d’un nombre réel négatif à n décimales:
  – par excès, on effectue la troncature à n décimales de ce nombre ;
  – par défaut, on prend la valeur approchée par excès et on ajoute 1 à la
    dernière décimale.
 Pour calculer l’arrondi d’un nombre réel à n décimales, on considère la 
troncature du nombre à n décimales, puis:
  – si la n+1-ième décimale est 0, 1, 2, 3 ou 4, alors l’arrondi est la troncature;
  – si la n+1-ième décimale du nombre réel est 5, 6, 7, 8 ou 9, alors on obtient
    l’arrondi en ajoutant 1 à la dernière décimale de la troncature.
Comparaisons
 Pour comparer:
  – deux nombres a et b: on étudie le signe de leur différence;
  – deux fractions: on les réduit à un même dénominateur positif et on
    compare leurs numérateurs comme indiqué ci-dessus;
  – deux radicaux: on peut comparer leurs carrés.
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Suites (1)
4 
Algèbre
L’essentiel du cours
Intuitivement, une suite réelle est une liste ordonnée de nombres réels.
Définition 1
 Soit n
0

∈
ℕ. Une suite numérique est une fonction définie pour tout entier 
naturel n≥n
0
 à valeurs dans ℝ. La suite est notée (u
n
) et elle associe à chaque 
entier naturel n≥n
0
 un nombre u(n) de la suite.
Exemple:
La suite des entiers naturels impairs u
0
=1, u
1
=3, u
2
=5 ... rangés dans l’ordre 
croissant est une suite.
Définition 2
 On dit qu’une suite est définie par une relation explicite, si on connaît une 
expression de son terme général u
n
 en fonction de n. Ainsi pour tout entier 
naturel n, u
n
=f(n) où f est une fonction.
Dans ce cas, on peut calculer facilement n’importe quel terme de cette suite.
Exemple :  
v
n
=3n+2 et alors v
0
=3×0+2=2 et v
5
=3×5+2=17.
Définition 3
 Une suite est définie par une relation de récurrence, quand elle est définie 
par la donnée de:
  – son premier terme (ou ses premiers termes);
  – d’une relation qui permet de calculer chaque terme en fonction du  
    (ou des) terme(s) précédent(s).
  – On a alors une expression de u
n+1
 en fonction de u
n
.
  – Dans ce cas, on doit calculer chaque terme de cette suite les uns après 
    les autres pour obtenir celui qui est souhaité.
Exemple:
w
n+1
=3w
n
+2 et w
0
=4 alors pour obtenir w
3
 on doit calculer w
1
 et w
2
.
w
1
=3w
0
+2=3×4+2=14; w
2
=3w
1
+2=44 et w
3
=3w
2
+2=134 .
Variations d’une suite
Définition 4
 Soit n
∈
ℕ.
  –  Une suite (u
n
)
n
∈
ℕ
 est dite croissante, si pour tout entier naturel n, on a u
n+1
≥u
n
.
  – Une suite (u
n
)
n
∈
ℕ
 est dite décroissante, si pour tout entier naturel n, u
n+1
≤u
n
.
  – Une suite est dite monotone à partir d’un rang n
0
 lorsqu’elle est soit
    croissante, soit décroissante à partir de ce rang n
0
.
Fiche
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Représentations et méthodes
Observation : dans le plan muni d’un repère, les points du nuage représentant une 
suite de terme général u
n
=f(n) où n
∈
ℕ, sont situés sur la courbe représentative 
de la fonction f . Ce sont donc tous les points de coordonnées (n;u
n
).
Application : soit v la suite définie 
sur ℕ par v
n
= 2 n+1. On représente 
ses premiers termes dans le 
graphique ci-dessous.
Remarque: si une suite est définie 
par une relation de récurrence, 
on ne peut calculer un terme 
qu’après avoir calculé tous les 
termes précédents. On utilisera alors souvent des algorithmes ou le tableur.
Méthodes pour déterminer le sens de variation d’une suite (u
n
)
n
∈
ℕ
  1•On étudie le signe de la différence u
n+1

—
u
n
.
Si pour tout entier n, on a u
n+1

—
u
n
>0, alors la suite est croissante.
Si pour tout entier n, on a u
n+1

—
u
n
<0, alors la suite est décroissante.
 2•On étudie les variations de la fonction f .
Si pour tout entier n, la suite u
n
 est définie par u
n
=f(n), alors les variations de la 
fonction f sur [0;+∞[ seront également les variations de la suite u
n
.
 3•On étudie le quotient 
u
n+1
u
n
 lorsque les termes de la suite sont strictement 
positifs.
Si pour tout entier n, on a 
u
n+1
u
n
>1, alors la suite est strictement croissante.
Si pour tout entier n, on a 
u
n+1
u
n
<1, alors la suite est strictement décroissante.
Exemple:
Soit (u
n
)
n
∈
ℕ
 la suite définie par u: n
↦
n².
  1•On calcule : u
n+1

—
u
n
=(n+1)
2

—
n
2
=n
2
+2n+1
—
n
2
=2n+1. Comme n
∈
ℕ, 
on en déduit que 2n+1>0 et donc que u
n+1

—
u
n
>0.
La suite (u
n
)
n
∈
ℕ
 est donc strictement croissante.
 2•Pour tout entier n, la suite u
n
 est définie par u
n
=f(n), avec f(x)=x². 
La fonction carré est croissante sur [0;+∞[ donc la suite u
n
 est strictement 
croissante.
 3•Comme la suite est définie par une expression dont tous les termes sont 
strictement positifs pour n
∈
ℕ*, on calcule : 
u
n+1
u
n
=
(n+1)
2
n
2
=
n
2
+2n+1
n
2
=1+
2
n
+
1
n
2
. 
Comme n
∈
ℕ, on en déduit que 
2
n
+
1
n
2
>0, soit 1+
2
n
+
1
n
2
>1, 
et donc que 
u
n+1
u
n
>1.
La suite (u
n
)
n
∈
ℕ
 est donc strictement croissante.
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Suites (2)
5 
Algèbre
L’essentiel du cours – généralités sur les suites
arithmétiques
Définition 1
 Soit n
∈
ℕ.
Une suite (u
n
) est une suite arithmétique lorsqu’il existe un nombre réel r tel 
que u
n+1
=u
n
+r.
 Dans ce cas, le nombre r s’appelle la raison de la suite (u
n
).
Propriété 1 – Terme général (expression de u
n
 en fonction de n)
 Soit n
∈
ℕ et p
∈
ℕ.
Si (u
n
) est une suite arithmétique de raison r, alors u
n
=u
p
+(n
—
p)r.
En particulier, on a également u
n
=u
0
+nr.
Propriété 2 – Somme d’une suite arithmétique
 Pour tout entier naturel n, non nul, on a : 1+2+3+…+n=
n(n+1)
2
.
Propriété 3 – Variations d’une suite arithmétique
 Soit n
∈
ℕ.
Si (u
n
) est une suite arithmétique de raison r, alors : elle est croissante si r>0 ; 
elle est décroissante si r<0; elle est constante si r=0.
Généralités sur les suites géométriques
Définition 2
 Soit n
∈
ℕ.
Une suite (u
n
) est une suite géométrique lorsqu’il existe un nombre réel non nul 
q tel que u
n+1
=q×u
n
. Dans ce cas, le nombre q s’appelle la raison de la suite (u
n
).
Propriété 4 – Terme général (expression de u
n
 en fonction de n)
 Soit n
∈
ℕ et p
∈
ℕ.
Si (u
n
) est une suite géométrique de raison q, alors u
n
=q
n
—
p
×u
p
.
En particulier, on a également u
n
=q
n
×u
0
.
Propriété 5 – Somme d’une suite géométrique
  Pour tout entier naturel n non nul et tout nombre réel q≠1+q+q
2
…+q
n
=
1
—
q
n+1
1
—
q
.
Propriété 6 – Variations d’une suite géométrique
 Si (u
n
) est une suite arithmétique de raison q, avec u
n
>0 pour tout entier 
naturel n, alors: elle est croissante si q>1; elle est décroissante si 0<q<1; elle 
est constante si q=1.
Remarque : lorsque la raison q<0, la suite alterne entre une valeur positive et 
une valeur négative, elle ne peut donc pas être monotone.
Fiche
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Représentations et méthodes
Suites arithmétiques
Méthode 1
 Pour montrer qu’une suite (u
n
) est arithmétique, il faut:
 – calculer la différence u
n+1

—
u
n
;
 – obtenir un résultat constant et indépendant de l’entier naturel n.
Exemple:
 Soit (u
n
) la suite définie pour tout entier naturel n par u:n
↦

—
3n+5.
 – On calcule : u
n+1

—
u
n
=
—
3(n+1)+5
—
(
—
3n+5)=
—
3n
—
3+5+3n
—
5=
—
3.
 – La suite (u
n
) est bien une suite arithmétique de raison r=
—
3 
    et de premier terme u
0
=
—
3×0+5=5.
 – Dans ce cas, comme r>0, on sait que cette suite est strictement croissante.
Méthode 2
 Pour calculer la somme des termes d’une suite (u
n
) arithmétique, il faut: 
 – faire apparaître la somme 1+2+3+…+n en factorisant l’expression 
    (et en la modifiant) ; 
 – bien compter le nombre de termes pour ne pas en oublier; 
 – utiliser la formule du cours.
Exemple:
 On souhaite calculer la somme 20+24+28+…+144.
On a: 20+24+28+…+144=20+(20+4)+(20+4×2)+…(20+4×31)=
20×32+4×(1+2+3+...+31)=640+4×
31×32
2
=2624.
Suites géométriques
Méthode 3
 Pour montrer qu’une suite (u
n
) est géométrique, il faut :
 – calculer u
n+1
 et l’exprimer en fonction de u
n
 ;
 – en déduire la valeur de la raison q de cette suite.
Exemple:
 Soit (v
n
) la suite définie pour tout entier naturel n par v:n
↦
u
n
+5 et 
 avec u
n+1
=2u
n
+5 et u
0
=3.
 – On calcule : v
n+1
=u
n+1
+5=(2u
n
+5)+5=2u
n
+10=2(u
n
+5)=2×v
n
.
 – La suite (u
n
) est bien une suite géométrique de raison q=2 
    et de premier terme v
0
=u
0
+5=8.
 – Dans ce cas, comme q>1 et que tous les termes de la suite sont 
    strictement positifs, on sait que cette suite est strictement croissante.
Méthode 4
 Pour calculer la somme des termes d’une suite (u
n
) géométrique, il faut :
 – faire apparaître la somme 1+q+q²+…+q
n
 en factorisant l’expression 
    (et en la modifiant);
 – utiliser la formule du cours.
Exemple:
 – On souhaite calculer la somme 6
—
36+216
—
1296+7776.
 – On a : 6
—
36+216
—
1296+7776=6×(1
—
6+36
—
216+1296)=6×((
—
6)
0
   +(
—
6)
1
+(
—
6)
2
+(
—
6)
3
+(
—
6)
4
)=6×
1
—
(
—
6)
4+1
1
—
(
—
6)
=6×
1
—
(
—
6)
5
7
=6666.
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