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Avant-propos

Cet ouvrage s’adresse a vous, étudiants de la filiere PCSI, mais est
aussi adapté plus largement aux autres publics scientifiques des CPGE, a
quelques détails de programme pres.

Son but n'est pas de se substituer au cours de votre enseignant de
mathématiques mais plutdt de devenir un support, un compagnon de
route, tout au long de cette aventure que représente la premiére année
de classes préparatoires. Je I'ai voulu a la fois le plus concis possible afin
de dédramatiser la somme des notions a acquérir, tout en garantissant
I'exhaustivité, balayant I'intégralité des nouveaux programmes.

C’est en quelque sorte le livre que j'aurais aimé avoir en tant qu’étu-
diante, une boite a outils que I'on a sous la main pour apporter un regard
pratico-pratique en complément a la rigueur de la théorie.

Cette fagon tres particuliere d’aborder le cours sous forme de tableaux
vient certainement d’'un besoin de trier, classer, ordonner tout ce qui
traine autour de moi afin de me faciliter la vie. Mettre les idées dans des
cases, c’est un peu les agencer dans des tiroirs et ainsi y avoir acces rapi-
dement. Si I'on sait ol les choses se trouvent, on les récupeére aisément
et il en est de méme dans un raisonnement mathématique. Lorsque les
idées sont claires ainsi que la fagon dont elles doivent s’enchainer, on les
intégre mieux et on parvient a les réinvestir.

Le fond est essentiel mais je suis convaincue que la forme n’est pas
a négliger, surtout si 'on souhaite se faire comprendre du plus grand
nombre, ce qui est bien entendu le but poursuivi ici.

Chaque chapitre se présente de la méme maniére : une page de
cours/commentaires suivie d'une page d’énoncés d’exercices liés direc-
tement aux thématiques abordées dans la page de cours, la colonne des
"focus" venant donner quelques coups de pouce a leur résolution.

Ainsi, une feuille recto/verso peut étre traitée en toute autonomie et je
conseille d’ailleurs d’envisager le travail d’'un chapitre en fractionné afin
de ne pas se sentir submergé par le volume des savoirs et savoir-faire a
maitriser.

La régularité plutot que la quantité, telle est ma devise : peu, mais tou-
jours!

Les tableaux de cours sont présentés en deux colonnes : celle de gauche
contient les définitions, théoréemes ou propriétés, celle de droite est
consacrée aux commentaires et permet de traiter en détails un exemple,

d’énoncer en termes plus courants un théoreme un peu difficile a
appréhender ou encore d’entrer dans une démonstration.

Les exercices sont pour la plupart ciblés sur une compétence précise
mais ceux de fin de chapitre font souvent appel a I'ensemble des themes
abordés dans les diverses rubriques.

A la suite des 26 chapitres, se trouvent les démonstrations 2 mon
sens incontournables et qu’il faut savoir refaire en partant d’'une page
blanche. S’ensuit un résumé de tous les savoirs de I'année réunis en
quelques pages dans I'esprit de "fiches".

Enfin, les questions/réflexes rassemblent les idées phares a avoir face
a un énoncé précis d’exercice et sont illustrés a chaque fois par un
exemple détaillé. Cela peut étre un bon moyen de s’assurer que vous
étes a l'aise sur le programme de PCSI mais ces questions peuvent aussi
étre abordées ponctuellement dans le but de révisions au cours de la
deuxiéme année.

Bonne lecture, dans la joie de faire des mathématiques!






Chapitre O - Bases d'algébre

Chapitre 1 - Un peu de logique

Chapitre 2 - Ensembles et applications
Chapitre 3 - Calculs dans R

Chapitre 4 - Equations et inéquations
Chapitre 5 - Les complexes

Chapitre 6 - Le point sur les fonctions
Chapitre 7 - Limites et continuité de fonctions
Chapitre 8 - Bijections

Chapitre 9 - Equations différentielles
Chapitre 10 - Dérivation

Chapitre 11 - Suites et limites

Chapitre 12 - Les matrices

Chapitre 13 - Arithmétique et dénombrement
Chapitre 14 - Développements limités

Chapitre 15 - Les polyndmes

15
29
35
47
63
79
99
15
127
139
153
173
187
193
199

Chapitre 16 - Intégration sur un segment
Chapitre 17 — Espaces vectoriels
Chapitre 18 - Applications linéaires

Chapitre 19 - Matrices et déterminants, des outils
d'algébre linéaire

Chapitre 20 —Espaces probabilisés finis

Chapitre 21 - Variables aléatoires réelles discretes
finies

Chapitre 22 - Couples de variables aléatoires réelles
discrétes finies

Chapitre 23 - Les séries
Chapitre 24 - Espaces préhilbertiens réels

Chapitre 25 - Fonctions de deux variables

Les fondamentaux a connaitre
Démonstrations incontournables
L'essentiel de la PCSI

Questions/Réflexes

21
225
239

249
263

269

277
289
299
315

325
339
361






1. Les nombres

Chapitre 0 - Bases d'algébre

COURS

1.1 Nature d’'un nombre

R : ensemble des nombres réels.

N =1{0,1,2,...} : ensemble des entiers naturels.
Z=1..,-2,-1,0,1,2,..} : ensemble des entiers relatifs.

@ : ensemble des nombres rationnels = ensemble des quotients
d’entiers.

D : ensemble des nombres décimaux = ensemble des rationnels
dont le dénominateur est une puissance de 10.

R\ @Q : ensemble des nombres irrationnels = ensemble des réels
qui ne sont pas rationnels.

METHODES ET COMMENTAIRESW

« Les entiers naturels sont les entiers positifs, zéro compris.

« Les entiers relatifs sont les entiers naturels ou négatifs.

» Les nombres rationnels sont ceux qui peuvent s’écrire sous la
forme { avec a et b entiers et b # 0.

¢ Les nombres décimaux sont ceux de la forme 1 avec a et p
entiers. Ils ont une écriture décimale (a virgule) finie.

* Les nombres irrationnels sont les nombres qui ne peuvent pas
s’écrire sous la forme % avec a et b entiers et b # 0 (V2 et 7 par
exemple)

1.2 Diviseurs d’un nombre entier non nul

ddiviseN
destdiviseurdeN| . . .
o signifieque:
Nestdivisiblepard

Nestmultipleded

N=dxk avec k entier

N est divisible :

e Par 2 si N finit par 0, 2, 4, 6 ou 8 (IV est pair).

« Par 3 si la somme des chiffres de N est divisible par 3.

o Par 4 si le nombre formé par les deux derniers chiffres de N est
divisible par 4.

e Par 5si N finit par 0 ou 5.

 Par 6 si N fest divisible par 2 et 3.

« Par 9 si la somme des chiffres de N est divisible par 9.

1.3 Valeur approchée d’un réel

On donne une valeur du nombre avec arrét a la décimale deman-
dée.

e par défaut : au plus bas

e par exces : au plus haut

« sans précision : on prend au plus pres, cela s’appelle I’arrondi.

La valeur approchée s’applique essentiellement a des nombres
dont I'écriture a virgule a une infinité de décimales.

Exemple : % =0.4285714... Une valeur approchée au milliéme est
e par défaut : 0.428 e par exces : 0.429

e I'arrondi : 0.429 car apres le 8 des milliemes il y a un 5 donc on
arrondit par exces (cela aurait été le cas pour 6 ou 7 ou 8 ou 9).

Chapitre O - Bases d'algebre



EXERCICES

Exercice 1 Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses en justifiant :

a) —0.5 est un nombre rationnel.

b) % est un nombre décimal.

c) % est un nombre décimal.

d) Le produit de deux nombres rationnels est un nombre rationnel.
e) Le produit de deux nombres irrationnels est un irrationnel.

Exercice 2 a) Donner les diviseurs de 10485 compris entre 1 et 10.
b) Méme question avec 372.
c) Donner tous les diviseurs de 72.

Exercice 3 Soit N un entier naturel.
a) Comment peut-on écrire N si N est pair?
b) Méme question si N est impair.

Exercice 4 a) Donner une valeur approchée a 10~* preés de 7
par excés puis par défaut, enfin 'arrondi.
b) Méme question avec v/2 4107 pres.

FOCUS

N

e Pour répondre a un QCM (Questionnaire a
Choix Multiples) dans lequel on doit répondre
par VRAI ou FAUX en justifiant :

- si la réponse est VRAI, vous devez argumenter
par une démonstration ou éventuellement un
schéma lorsque cela s’y préte.

- si la réponse est FAUX, il faut fournir un
contre-exemple, c’est a dire une situation dans
laquelle I'affirmation n’est pas vérifiée.

e Lorsque vous cherchez tous les diviseurs
d’'un nombre N, soyez méthodique : vous com-
mencez par 1 (le plus petit) auquel "correspond”
le diviseur N (le plus grand), puis vous examinez
si 2 est diviseur, si c’est le cas, g Pest aussi. Vous
progressez ainsi jusqu’a la partie entiére de v'N.



2. Les puissances

3. Les racines carrées

COURS

2.1 Regles sur les puissances

aetbréels, net mdans N

a"=axaxa..xa(nfacteurs)  a° =1 par convention
a "= % a™ x g = gm*n Z_;: —gh—m

(@™" = ™" (ab)" = a" x b" (%)n:Z_Z
10° = 100000 (5 zéros) 1073 =0,001 (3 chiffres apres la virgule)

METHODES ET COMMENTAIRESW

« Appliquer correctement toutes les regles au sein d’un calcul, si
vous étes tentés d'utiliser une "regle" qui ne se trouve pas dans le
cours, c’est qu’elle n’existe pas!

e Penser a écrire certains nombres comme des puissances
pour simplifier multiplications ou quotients (par exemple 8 = 23).

2.2 Ecriture scientifique d’'un nombre décimal
On dit qu'un nombre décimal est écrit en notation scientifique
lorsqu’il est sous la forme :

ax10"

o1 a estunréel avec un chiffre avantla virgule entre 1 et9, et n € Z.

Pour obtenir I'écriture scientifique, on déplace la virgule pour se
ramener a un nombre décimal avec une partie entiére entre 1 et 9
et on “compense” par une puissance de 10.

Exemple : 0,00275 = 2,75 x 1073,

Cette écriture permet de comparer les ordres de grandeur entre
plusieurs décimaux (en chimie notamment).

3.1 Propriétés fondamentales
« Si a un réel positif ou nul alors /a est bien définie telle que :

vaz=0et(Va3’=a

evVa*=asiaz0et —asia<0
eVab=\axvVbaveca=0eth=0
. %:ﬁavecaZOetb>0

Vb

o Il faudra garder a I'esprit lorsqu’on aura une expression algé-
brique (avec des x) sous une racine, qu’elle doit étre positive ou
nulle.

e Pour simplifier une racine carrée, on décompose le radi-
cande (le nombre sous la racine) en faisant apparaitre un carré
(on essaie 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81...).

Exemple: v8=2v2car vV8=v4x2=V4xv2=2y2.

3.2 Calculs avec des racines carrées

« Par principe on ne laisse pas un résultat avec une racine carrée
au dénominateur.

e Pour tout a =0, a = a’ et donc ﬁ = a‘%, une racine carrée
est donc une puissance.

e xva+yva=(x+y)vaavecx, yetadesréelseta=0.

e Pour "enlever" une racine carrée lorsqu’elle est au dénomina-

teur, on multiplie dénominateur et numérateur par la racine.
A1 vV2_ 2

Exemple : N AN AN A

¢ On ne peut pas additionner des racines si ce ne sont pas
les mémes (du méme nombre).

Chapitre O - Bases d'algébre



EXERCICES

Exercice 5 Simplifier sans calculatrice :

A=08%  B=120  Cc=@4,1° D=&)"x)*
3 2
_(2x3) 408 x30% x 15% (=87 x(-9)
3 - 4,092 «53 T 8313 (1473
36 20975 (16)" % (%)
27" x 2 x 4" x 3071 ! .
I= ounezZ J=2""1_2"ouineN

3><2"+2><9”
K=4"143%x(2"2-7x22"oineN

Exercice 6 Ecrire en notation scientifique :

a) 368,451 b) 4081 c) 0,1098 d) 0,000099
Exercice 7 Simplifier au maximum :

A=(2v2? B=V405 C=V112 D=,\/% E=
F=+v32-v108+6v50 G=2v63-3v567+3v343

E=(4x1073)3

10

FOCUS

e Pour simplifier une écriture fractionnaire
avec des puissances, on décompose d’abord
numérateur et dénominateur en produit de
puissances de nombres premiers (puissances de
2,3,5,7etc...)

e Dans une expression ou il y a des puis-
sances d'un méme nombre a simplifier, on
factorise par le terme a la plus petite puissance.

Exemple : 3"+2 -3 +3" =37(32-3+1) = 7x 3"



4. Développer et factoriser

7

5. Equations simples

COURS

4.1 Développer une expression algébrique
a, b, c et d des réels.
1) Par les regles de distributivité.

a(b+c)=ab+ac

(a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd

2) Par les identités remarquables.

(a+b)? =a®+2ab + b

(a-b)?=a*-2ab+b?

(a-b)(a+b)=a*-b?

METHODES ET COMMENTAIRESW

o Il est nécessaire de développer lorsque I'on ne peut pas calculer
davantage a l'intérieur de parentheses.

e Chaque terme a, b, ¢ ou d est considéré avec son signe
(donc peut étre négatif).

o Il faut apprendre par coeur les identités remarquables afin
d’aller plus vite dans un calcul.

e La troisieme identité remarquable sert notamment a sim-
plifier des fractions avec au dénominateur une somme ou
différence de deux radicaux; il faut alors multiplier numérateur
et dénominateur par “I'expression conjuguée”. Par exemple, si on
a au dénominateur 1+ v/2, alors I'expression conjuguée est 1 —v/2
(voir exercice 10).

4.2 Factoriser une expression algébrique

On reprend les formules du 4.1 que I'on écrit "a I'envers”, cela
permet de factoriser :

1) Par la mise en évidence de facteur(s) commun(s).

2) Par la reconnaissance du résultat d’identités remarquables.

 Pour le 1) on factorise le membre que I'on retrouve en commun
dans chaque terme de la somme.

« Pour le 2) on reconnait I'une des trois formes :
a® +2ab + b? ou a® —2ab + b? ou a® - b? et on peut donc les
remplacer par (a+ b)? ou (a - b)? ou (a—b)(a+b).

5.1 Equations du premier degré

e Pour résoudre une équation du premier degré ou x est I'incon-
nue, on isole les x a gauche de 1'égalité et tout ce qui ne contient
pas de x a droite.

e Linconnue pourra étre n'importe quelle lettre de l'alpha-
bet (méme grecque sil’on veut).

(E)ax+b=0aveca,betxréels,a#0
b
S ={-=}
a
5.2 Equations "produit nul"
(E) (ax+b)(cx+d)=0aveca,b,c,det xréels,a#0etc#0

b d

F={-—;——}

a ¢

* On se rameéne a une équation “produit nul” en :

- passant tous les termes a gauche de I'égalité (par additions et
soustractions)

- factorisant le membre de gauche

» Ce qui permet de résoudre c’est qu'un produit de facteurs est
nul si et seulement si 'un au moins des facteurs est nul.

Chapitre O - Bases d'algébre



EXERCICES

Exercice 8 Développer et réduire :
A=(3x-3)7  B=(-2x+3)3x+2)
E=2x(vV2x-1? F=(4Vv3-3)4V3+3)

C=(GFx+3)? D=(-ix+4)?

G = (3v5-2V3)?

Exercice 9 Deux nombres ont pour somme 314 :
De combien augmente leur produit si on ajoute 9 a chacun d’eux?

Exercice 10 Simplifier les fractions :

A= 2+V5 B_\/ﬁ+1+\/_—1

2-v3 T Vn-1 yn+1
Exercice 11 Factoriser :
A=3x*+9x B=3x’-ix
D=4x*>+4x+1

E=3x%2-12x+12
H=4x*+12x+9 [=2x*>-4

ouneN,n=2

C=0Bx-7?%-4x+1)Bx-7)
F=x*-7 G=Q2x+1)2%-2-x)?
J=x*-x* K=*+2vV2x+1)>%-1

Exercice 12 Résoudre les équations :

(En): —6x+7=3-2x  (B»): Y2 =2y+1 (By):2i-1)=t-1
Exercice 13 Résoudre les équations :

(E1): —x%+ ax =0 (x est 'inconnue)

(Ep): 4y2 —-b?=0 (y estl'inconnue)

(E3): 9a? =6a—-1

FOCUS

« Identités remarquables.

(a+b)?=a*+2ab+b?

(a-b)?=a*-2ab+b?
(a-b)(a+b)=a*-b?

e Pour factoriser, dans l'ordre on cherche
d’abord le(s) facteur(s) commun(s) puis, quand
on les a épuisés, on regarde si c’est une identité
remarquable.

e A part pour les équations de degré 1, pour
celles de degré 2 ou plus, on passe tous les
termes d'un c6té du signe =, afin de résoudre
A(x) =0. On cherche alors a factoriser A(x).



CORRIGES DU CHAPITRE 0

Exercicela)car -0,5= _71 b)car%: %.
c) car 10 n’est pas divisible par 3.

3 a c _ ac ] ac
d)car 7 X d=bd av'ec a, b, c et d des entiers, b #0, d # 0 donc bd
est bien une fraction d’entiers avec bd # 0.

e) car par exemple V2 est un irrationnel (sera démontré au
chapitre suivant) et pourtant V2 x /2 =2 et 2 est un rationnel (2 = %).

Exercice 2 a) Diviseurs de 10485 compris entre 1 et 10:(1;3 ;5 ;9

1 (divise tout nombre entier)
3car1+0+4+8+5=18et 18 est divisible par 3.

5 car 10485 termine par 5.

9car1+0+4+8+5=18et 18 est divisible par 9.

Par ailleurs, ne sont pas diviseurs de 10485 :

2 car 10485 n’est pas pair.

4, 6, 8 et 10 car 2 n'est déja pas diviseur.

7 car on essaye et cela ne marche pas!

b) Diviseurs de 372 compris entre 1 et 10 :
c) Tous les diviseurs de 72 :
1;2;3;4;6;8;9;12;18;24;36; 72

"petits diviseurs" "grands diviseurs"

11 faut chercher les diviseurs de facon méthodique : le plus petit est
1 auquel correspond 72 car 72 = 1 x 72, puis le suivant est 2 auquel
correspond 36 car 72 = 2 x 36 etc ...

Exercice 3 a)‘ N est pair < 3JkeN, N=2k |

b)|Nestimpair = 3keN,N=2k+1|

Exercice 4 a) 7 = 3,14159... donc:
7=3,14162107* pres par exces ‘

7=3,1415a210"4 pres par défaut, I'arrondi de 7 a 10~4 est 3,1416 ‘
b) V2 =1,414213... donc:
V2 =1,41422 2 1072 pres par exces ‘

V2=1,414212107° pres par défaut, 'arrondi de V224107 est 1,41421 ‘

|B=120=1| C=(4,1)0=1 par convention
7 24
D=3 x ()= L3 =274 x 347 =3 373 = (33 :

i = - 2x3)7 _ 67 _ 6’
E=(4x107)° =43 x (107 =[64x107° | F= & = o675 = & 6]
oo 40° 302 x15* _ (2> x5)° x 3x5x2)* x 3 x5)* :-_27x32x56

24 x 92 x 53 24 x (32)2 x 53

Exercice5| A=0

3 2 B
T Ny
L = 2B [Fr]
= =— = - X'—=[-2/x7
(&) % (%) 2z gz T
10 8 prarapee

g 2T x2 x4t x 377" x2x(@)"x3"  guin1i1o2m « pl+2n-n=2

3 x 2n+2 x gn
on=1,32n-2

3 x 2n+2 x (32)n

donc| I= ]:2"*1—2”=2"(2—1)=

K=4"143x(2M2-7x221 = 2212 43x 221 _7x22" = 221 (22 +3-7) 5 0]

Exercice 6 a) 368,451 =| 3,68451 x 102 b) 4081 =| 4,081 x 103
) 0,1098 =| 1,098 x 101 d) 0,000099 =| 9,9 x 10>

Exercice7| A= (2v/2)2=8 B =1/405=/81x5=81x5=|9v/5
%7 — . _ . [f25 _ V25 |5
7“/EX‘/7— D_\/St—ﬁ—

a
1l
—
—
)
Il
iy
=)
X

E=2=2,Y3_/2/8
V3 V3T V3 3
F=1+/32-1108+6v50 = V16 x 2— /36 x 3+6+/25 x 2 = 4y/2—6+/3+30v/2

G=263—-3v567+3V343=2y/9x 7381 x7+3v49x7
donc‘ G:G\/7—27\/7+21\/7:0‘

Exercice 8 A= (%x—S)? =

B=(-2x+3)(3x+2)=-3x> —4x+x+6= ~2x*~3x+6

2 9

3
+1x+16

C=(Gx+32=d0?+2xF0x3+3)? < Lx

D=(-3x+4?=(-1n?+2x (-3 x4+42= {x>-8x+16

Chapitre O - Bases d'algebre



E=2x(vV2x-1)2 =2x(2x% = 2v2x+1) = 4x3 —4v2x% + 2x

F=(4V3-3)4v3+3) = 4v3)2-3%=48-9=[39]
G=(6v5-2v3)? = 3V -2x3vE x2v3 + 2v3)? =| 57— 12//15

Exercice 9 On note a et b les nombres cherchés.
(a+9)x(b+9)— axb =ab+9a+9b+81-ab
— =

nouveau produit ancien produit

=9(a+b)+81 =9 x314+81=| 2907

; _24V5  2+V3 _ 4+2V3+2V5+V15 _
Exerc1celOA_2_\/§><2+\/§_—22_[\/§)2 = 4+2v3+2V5+ V15
B Vi+1 . V-1 _ (Jn+1)?+(/n-D? 2n+2 |2(n+1)

T yn-1 n+l (V)2 -12 T n-1 | n-1
Exercice 11 A=3x2 +9x = 3x(x+3) B:%xz—%x: %x(x—%)

C=@Bx—-7)2-(4x+1)(3x-7) = Bx—7)Bx—7—(4x+1)) =| —Bx—7)(x +8)

D=4x%+4x+1= 2x+1)?

E=3x2-12x+12=3(x2—4x+4) =| 3(x—2)2

F=x*-7= (x- V7 (x+V7)
G=02x+1)2-2-0% = [2x+1)+2-0)][Cx+1)—2—-x)] =| (x+3)(Bx—1)

H=4x?>+12x+9=| @x+3)2 | I=2x%2-4=2(x%-2) = 2(x=V2)(x+V?2)
J=x®-x*=x21-x%) = ¥*Q - 01 +x)

K=@x2+2V2x+1)2-1= (%2 +2v2x+1-1)(x%+2v2x+1+1)
donc‘ K =x(x+2v2)((x + v2)? ‘

Exercice 12 (E1): -6x+7=3-2x < —-4x=-4 < |x=1

(Eg):yT_?’:2y+1<=>y—3:2(2y+1)<=>—3y:5<:> y b

=73
(B):2(4-D=t-1 < %t-2=t-1 = -1t=3 = [t=-5

Exercice 13 (E7) : -2 +ax=0 < X(—x+a)=0 < |[x=0o0ux=a
(B2): 4y> -1 =0 < (2y—-b)2y+b) =0 ‘y:%ouyz—b

2

a=

(B3): 9a%=6a-1 < 9a%-6a+1=0 < (Ba-1)2=0 <

Wl



1. Langage de base

Chapitre 1 - Un peu de logique

COURS

1.1 Qu'est-ce qu'une proposition (ou assertion) ?

« Une proposition mathématique est une affirmation qui peut
étre vraie ou fausse.

En revanche, elle est I'un ou I’autre mais jamais les deux a la fois.
« On la note souvent par une lettre majuscule comme proposition
Ppar exemple.

METHODES ET COMMENTAIRESW

* Exemple :

SoitP: "3x* +5x—-2=0".

La proposition P est vraie pour x = —2 et fausse pour x = 0 car
-2 #0.

« Pour montrer qu’une proposition est fausse, on peut donner un
contre-exemple c’est a dire une situation qui la contredit.

1.2 Négation d’une proposition

« Lanégation d'une proposition P est |'affirmation contraire de B,
onl'appelle nonP.

e Lorsque P est vraie, non P est fausse. Lorsque P est fausse, sa
négation est vraie.

e SoitP:"3x*+5x-2=0".

nonP:"3x2+5x—2#0".

Pour x = 0, non P est vérifiée mais P est fausse.

» Pour déterminer la négation d'une proposition, penser que si
I'une est vraie, I’autre est fausse.

1.3 Proposition ET/OU
Soient P et Q deux propositions.

e La proposition "P et Q" est vraie lorsque P et Q sont toutes
les deux vraies.

e La proposition "P ou Q" est vraie lorsqu’au moins 'une des
deux propositions est vraie (I'une, 'autre ou les deux).

« Lois de Morgan :

1) Lanégation de "P et Q" est "non P ounon Q".

2) Lanégation de "P ou Q" est "'non P etnon Q".

SoientP:"x=-1"etQ:"x<2".

ePetQ:"-1<x<2".

Elle est vraie pour x = 0 et fausse pour x = —10 par exemple.
ePouQ:"x=-1loux<?2".

Elle est vraie pour tout x réel car la réunion des intervalles | —oo; 2[
et [-1;+ool est 'ensemble des réels.

e Lanégationde "Pet Q" est"x<—-1oux=2.

Elle est vraie pour x = —2 et fausse pour x = 0 par exemple.

e Lanégationde "PouQ"est"x<—-letx=2".

Elle est fausse pour tout x réel.

1.4 Les quantificateurs

o Les expressions telles que "Quel que soit..." et "Il existe au
moins un..." sont appelées quantificateurs car elles servent a pré-
ciser combien d’éléments vérifient une propriété.

« Notation mathématique :

"Quel que soit..." ou bien "Pour tout..." se notent V

"Il existe au moins un..." se note 3

"Il existe un unique..." se note 3!

« Lorsqu’on dit "Quel que soit x..." cela signifie que la propriété
doit étre vraie pour tous les x (d’'un certain ensemble).

"Il existe au moins un x..." sous-entend que la proposition est vé-

"

rifiée pour un x ou plus d'un ensemble donné.

e Pour démontrer "Il existe au moins un...", il suffit de trouver
UN exemple qui rend la propriété vraie. Par exemple "Il existe au
moins un entier divisible par 3 et 5" est vraie car 15 admet 3 et 5
pour diviseurs.

« Pour prouver "Pour tout...", il faut envisager tous les cas donc un
exemple seul ne suffit plus. Par exemple "x? = 0, pour tout x réel"
est vraie car un carré est toujours positif ou nul.

¢ Pour démontrer que "Pour tout..." est faux, il suffit de trouver un
contre-exemple c’est a dire un cas qui rend la proposition fausse.
« Attention, on ne mélange le langage usuel avec les quantifica-
teurs au sein d'une méme phrase, vous devez choisir entre le tout
mathématiques ou bien le tout francais.

Chapitre 1 - Un peu de logique



EXERCICES

Exercice 1 Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses?

P:"|x—y|=x—y pour tous x et y réels".
Q:"| x% |=| x|? pour tout x réel".

R: "Lorsque a et c¢ sont des réels de signes opposés, a non nul, alors le polynéme

ax? + bx + ¢ admet une ou deux racines réelles".
T : "Tous les nombres premiers sont impairs".

Exercice 2 Donner la négation des propositions suivantes :
Q:"x<2".

R: "x est positif ou nul".

S: "Le triangle ABC est isocele en A".

Exercice 3 Soient les propositions :
P:"2<6"
Q : "Tout rectangle est un carré".

Dire si "P et Q" et "P ou Q" sont vraies ou fausses en justifiant.

Exercice 4 Soit u définie par u,, = 2n*> - n—2.

a) Exprimer u,+1 puis u,+1 — U, en fonction de n.

b) Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses :
P:"Pourtout n €N, uy1 # uy".

Q : "Il existe un entier naturel n tel que u,+; = u, +1".

Exercice 5 Compléter :

non (3x € Etel que P) < ...
non (Vx € E tel que P) <...
non (Vxe A, x<10) <...
non(-1<x<3) ..

FOCUS

« Equations du second degré dans R :

(E) ax®> +bx+c=0

oua,betcréels,aZ0
A = b?—4ac est le discriminant.

-SiA>0alors:
I'équation (E) admet deux solutions réelles
distinctes x; = =% a\/E et Xy = %

-SiA=0alors:

(E) admet une solution réelle (double) xy = 5—3
-SiA<Oalors:

(E) n'admet pas de solution réelle.

e Un entier naturel supérieur ou égal a 2 est
un nombre premier si et seulement s’il n'admet
que deux diviseurs : 1 et lui-méme.



2. Liens entre les propositions

COURS

2.1 Limplication
Soient P et Q deux propositions.

e La proposition P = Q se lit "P implique Q".

Elle est vraie lorsque, si P est vraie alors Q est vraie.

Elle est fausse lorsque, P est vraie mais Q est fausse.

e Lorsque P = Q est vraie, on dit que P est une condition suffi-
sante pour Q et Q est une condition nécessaire a P.

Exemple : "J’habite Bordeaux = J’habite en France" est vraie .
Habiter Bordeaux est une condition suffisante pour habiter en
France (car Bordeaux est une ville francaise) et il est nécessaire
d’habiter en France pour habiter Bordeaux (aucune chance d’étre
bordelais en vivant aux Etats-Unis!).

e P = (Q se traduit aussi par :

"Pour avoir Q vraie, il suffit d’avoir P vraie".
ou encore

"Pour que P soit vraie, il faut que Q soit vraie".

METHODES ET COMMENTAIRESW

« Pour montrer que P = Q est vraie, on suppose que P est vérifiée
et on démontre qu’alors Q est vraie.
Exemple:"x>—-1= v2x+3 > 1" est vraie.

En effet, si x > —1 alors 2x > -2 donc 2x+3 > 1. Ainsi vV2x+3>1
car la fonction racine carrée est strictement croissante sur [0; +oo].
« Pour montrer que P = Q est fausse, il suffit de trouver un contre-
exemple, c’est a dire une situation dans laquelle P est vraie mais
Q est fausse.

Exemple : "x? = 4 = x = 2" est fausse car si x = —3 alors x> = 9
donc x? = 4 est vérifiée mais x = 2 est fausse.

» Un exemple d’implication vraie est le théoréme de Pythagore :
"Si ABC est un triangle rectangle en A alors BC? = AB? + AC?".

o Aretenir :

P = Q
condition condition
suffisante nécessaire
@Q @p)

e "Pour que ... il faut que ..." : =

"Pour que ... il suffitque ..." : <

2.2 La contraposée d’'une implication

« La contraposée de P = Q est: non Q = non P.

« Une implication et sa contraposée sont toutes les deux vraies ou
toutes les deux fausses.

Exemple : la contraposée de : "J’habite Bordeaux = J’habite en
France" est "Je n'habite pas en France = Je n’habite pas Bor-
deaux". Ces deux propositions sont vraies.

« La contraposée du théoreme de Pythagore est :
"Si dans un triangle ABC on a
BC? # AB? + AC? alors ABC n'est pas rectangle en A".

» Nous verrons plus loin que parfois il sera plus facile de dé-
montrer la contraposée plutot que I'implication directe.

2.3 Laréciproque d’'une implication

e Laréciproque de I'implication P = Q est Q = P.

« Lorsque P = Q est vraie, sa réciproque peut étre vraie ou fausse.
Exemple : "J’habite Bordeaux = J’habite en France" est vraie mais
" est

N

sa réciproque "J’habite en France = J’habite a Bordeaux'
fausse car je peux trés bien habiter Strasbourg!

La réciproque du théoréme de Pythagore est :

"Si dans un triangle ABC,

BC? = AB? + AC? alors ABC est rectangle en A".

Ici le théoreme et sa réciproque sont vrais, mais c’est loin d’étre le
cas pour tous les théorémes qui consistent en une implication.
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EXERCICES

Exercice 6 Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses en justifiant
éventuellement par des arguments graphiques.

a) Si ax? + bx + ¢ < 0 pour tout x réel, alors A <0.

b) Si A <0 alors ax? + bx + ¢ < 0 pour tout x réel.

c) Sila fonction f est définie sur R par f(x) = 2x3 +4x+5 alors f est dérivable sur R
et la droite d’équation y = 4x +5 est la tangente a sa courbe au point d’abscisse 0.
d) Sila fonction f est une fonction dérivable sur R dont la courbe admet pour tan-
gente au point d’abscisse 0 la droite d’équation y = 4x + 5 alors f(x) = 2x3 +4x +5.

Exercice 7 Compléter par le symbole d'implication dans le bon sens :

-3 n
-2

a) cosx wX=%.

b) (m, E) =k2n, ke Z ..les points A, M et B sont alignés.
c)sinx=0... x€[0;m].

Exercice 8 Déterminer la négationde: "P = Q".

Exercice 9 Dans un repeére du plan, soit (d) la droite d’équation 2x -3y +7 =0.
Enoncer la contraposée de :

"Si2xp —3ym +7 =0 alors le point M (xys; ya) appartient a la droite (d)".
Cette contraposée est-elle vraie?

Exercice 10 La proposition P suivante est-elle vraie?
P:"Six= %” + k2m, k € Z alors sinx = %".

Enoncer la réciproque de cette proposition P
Cette réciproque est-elle vraie?

FOCUS

Eléments de trigonométrie :
¢ (0;1,]) repere orthonormé direct.
%€ le cercle trigonométrique.

x €Ret M le point de € image du réel x.
cos x est I'abscisse du point M.
sinx est son ordonnée.

* Angles opposés
Vx€eR, cos(—x) =cosx etsin(—x) = —sinx

e Périodicité : VxeR,Vke Z
cos(x + k2m) = cosx et sin(x + k2m) = sin x.

Le sinus et le cosinus sont 27-périodiques.

» Tableau des valeurs élémentaires :

3
x [0[Z[5[Z[E[x]F[en
cosx 1| Bl v2 S 0|10
i L1 V2| v3 _
SmXOzTTlO 10




3. Différents types de raisonnements

COURS

3.1 Démontrer une équivalence

Soient P et Q deux propositions.

e La proposition P < Q se lit "P équivalente a Q" ou encore

"P si et seulement si Q".

« Si P & Q est vraie, cela signifie que P = Q et Q = P sont vraies.
Exemple : "ABCD est un parallélogramme si et seulement si ses
diagonales se coupent en leur milieu" est vraie.

» Lorsque P et Q sont équivalentes, P est une condition nécessaire
et suffisante a Q (et Q est une condition nécessaire et suffisante a
P).

METHODES ET COMMENTAIRESW

» Pour démontrer que P < Q est vraie, on procede en deux étapes
lorsque le résultat n'est pas "trivial" (car le cerveau ne peut pas
fonctionner dans deux sens en méme temps!).

1) On montre que P = Q est vraie, P condition suffisante a Q.

2) Puis on montre que Q = P est aussi vérifiée, autrement dit P est
une condition nécessaire a Q.

« En revanche, pour les équations ou inéquations, on pourra di-
rectement écrire des équivalences.

Exemple:x*=4 & x> —4=0doncx* =4 o (x-2)(x+2) =0
doux’=4e x=2oux=-2.

3.2 Démontrer une implication par sa contraposée

On a vu dans la rubrique concernant la contraposée d'une im-
plication que lorsque P = Q est vraie, sa contraposée I'est aussi,
donc on a toujours le choix de montrer une implication ou bien
sa contraposée.

Cette démarche est a suivre quand I'implication directe P = Q est
moins facile que de montrer la contraposée.

Par exemple, pour prouver que : "Si x? + x < 0 alors x < 0"

on montre 'implication bien plus immédiate :

"Six=0alors x> +x=0".

3.3 Raisonner par 'absurde

Le principe du raisonnement par I’absurde est le suivant :

Pour montrer qu'une proposition P est vraie, on montre que la né-
gation de P conduit a une absurdité.

Autrement dit, on cherche a montrer le contraire de la conclusion
voulue et on aboutit a une impasse.

Prouvons la véracité de la proposition :

"Si A et B sont deux points distincts du plan et C un point n’ap-
partenant pas a la médiatrice de [AB], alors le triangle ABC n’est
pasisoceleen C".

Sile triangle ABC était isocele en C, alors C serait équidistant des
points A et B i.e sur la médiatrice de [AB], ce qui est absurde.

3.4 Démontrer par disjonction des cas

« Lorsque 'on doit démontrer une proposition dans laquelle il y a
un quantificateur "Pour tout x...", il est parfois judicieux de faire
la démonstration en distinguant les diverses possibilités d’appar-
tenance de x.

« Ce type de raisonnement est trés fréquent en arithmétique lors-
qu’on doit montrer un résultat valable pour tout » entier naturel,
on pourra étre amenés a distinguer les cas n pair et n impair.

Exemple : on se propose de démontrer "Vn €N, n(n+ 1) est pair".
ler cas: n pair alors n =2k avec ke N
doncn+1=2k+1letnn+1)=2kk+1)

n(n+ 1) est divisible par 2 donc pair.

2d cas: nimpair alors n=2k+1avec keN
doncn+1=2k+2etn(n+1)=02k+1)2k+2)=22k+1)(k+1)
n(n+ 1) est divisible par 2 donc pair.
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EXERCICES

Exercice 11 Soit m un nombre réel.
On se place dans un repére orthonormé du plan.

1+m —(2+m
m-—4 m+1

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que TZ(

soient orthogonaux.

Exercice 12 Soit la fonction f définie par f(x) = V—x2 +4x+5 et A(2;0).

a) Déterminer Dy.

b) Montrer qu'un point M(x;y) appartient a la courbe représentative de f si et
seulement si AM? =9ety=0.

¢) En déduire la nature de 6.

Exercice 13 Déterminer la négationde: "P < Q".

Exercice 14 Démontrer que, si le carré d'un entier naturel n est pair, alors n
est lui-méme pair.

On pourra pour cela exprimer cette assertion en langage mathématique, puis
considérer la contraposée.

Exercice 15 En s’aidant de l'exercice sur le carré d'un entier naturel et en rai-
sonnant par I'absurde, montrer que v/2 est un nombre irrationnel.
Indication : tout rationnel peut s’écrire % avec p et g des entiers premiers entre-eux

(C’est a dire sans diviseur commun autre que 1).

Exercice 16 Montrer que pour tout 7 € N, 2 + 2 n’est pas multiple de 4.
Exercice 17 Soient A, B et C trois points distincts du plan.

Montrer que AB.AC = AB.AH et préciser la valeur en fonction de AB et AH,

ol H est le projeté orthogonal de C sur la droite (AB).
On distinguera pour cela les cas BAC aigu, droit ou obtus.

20

FOCUS

« Produit scalaire dans le plan :

Soient % et ¥ deux vecteurs du plan 22.

1) Le produit scalaire de U et U est le réel
noté 71. vV défini par:

— — —_ — - —
lullx|v|xcos(u, v) siuetvnonnu

—_ —
u.v = .
0 sinon

— =, - =
avec (u, v) I'angle entre les vecteurs u et v.

2) Critere d’orthogonalité :

Lorsque % et U ne sont pas nuls, on a I'équiva-
o =2
lence: u.v =0 u et v orthogonaux.

NuUv=v.u
U (V+kw)=U.V +ku.wou k est réel
(V+kw)u=7v.u+kw.u

/
4)Siu (;) etv (;,) sont deux vecteurs dans un

repere orthonormé, alors :

UV =xx"+yy et|ull=/x2+y?

e Un polynéme du second degré a coefficients
réels ax? + bx + c est toujours du signe de a sauf
quand A > 0 et que x est entre les racines.



COURS

3.5 Démontrer par récurrence simple

Le cadre : On doit démontrer la véracité d'une propriété dépen-
dant d’'un entier naturel n pour n = ny.

On note &/ (n) cette proposition.

Pour démontrer que < (n) est vraie pour tout n € N, cela se fait en
trois étapes :

« Initialisation : on montre que </ (ny) est vraie.

« Hérédité : on suppose que pour n un entier fixé dans N, n = ny,
on a ./ (n) qui est vérifiée. C’est ce que I'on appelle 'hypothése de
récurrence notée (HR).

On montre alors que </ (n + 1) est nécessairement vraie.

« Conclusion : de proche en proche, par récurrence, on a ainsi
montré que &/ (n) est vraie pour tout n € N, n = ng.

Remarque : I'initialisation est a vérifier pour la plus petite valeur
de n possible (cela peut étre 0, 1, 2...).

METHODES ET COMMENTAIRESW

Exemple : Posons pour n € N*

1
An):"1+2+..+n= n(nT-o-)

Démontrons par récurrence que la propriété <f (n) ci-dessus est
vérifiée pour tout n € N*.

« Initialisation : Pour n =1

w =1 donc &/ (1) vraie.

» Hérédité : soit n € N* tel que </ (n) est vraie, c’est a dire :
1+2+4+...+n= @ (HR) (c’est ’hypotheése de récurrence)
Alors, d’apres (HR), on a:
1+2+..n+n+1)=280 4 (n41)=
donc & (n +1) est vérifiée. Ainsi of (n) = </ (n+1).

» Conclusion : &7 (1) est vraie et «/ (n) = <« (n+1) donc on a prouvé
parrécurrence:1+4+2+..+n= @ pour tout n € N*.

nn+)+2(n+l) _ (n+1)(n+2)
2 - 2

3.6 Démontrer par récurrence double

Soit &/ (n) une proposition écrite pour un entier naturel n = ng
vérifiant :

o Initialisation : o/ (ng) et «f (ng + 1) sont vraies.

e Hérédité : Pour un n fixé, n = ng, on a &/ (n) et &/ (n + 1) vraies
implique que </ (n + 2) I'est aussi.

» Conclusion : alors par récurrence </ (n) est vérifiée pour tout
nz=nyp.

Remarque : : il existe aussi une récurrence forte out 'on sup-
pose dans 'hérédité que <«/(n) est vraie pour tout k tel que
ny < k < n et on prouve alors que </ (n + 1) I'est aussi.

Exemple : soient a et b deux entiers relatifs et (u,),s0 la suite
réelle définie par up =a, uy =betVneN, uyi2 = 3”3”1 —5u,+2.
Montrer que pour tout n €N, u, € Z.

démo : on pose </ (n) : u, € Z.

o Initialisation : up = a€ Z et u; = b € Z donc «/(0) et </ (1) sont
vraies.

o Hérédité : on suppose que u, € Z et up4) € Z, alors : upi2 =
3u,, —5up+2.0ru?,, € Z et u, € Z par (HR) donc upn2 € Z en
tant que combinaison linéaire de relatifs.

« Conclusion : «/(0) et o/ (1) sont vraies, puis

(o#(n) et o/ (n+1) = of (n+2)) donc par récurrence double, </ (n)
est vraie pour tout 7 € N.

3.7 Démontrer par analyse-synthese

Le cadre : On doit démontrer I'existence et éventuellement I'uni-
cité d'une solution a un probléeme. Cela se fait en deux étapes :

« Analyse : on suppose |'existence d’'une solution c’est a dire que
I'on analyse ce que cela implique (condition nécessaire).

« Synthése : on montre que la ou les solutions trouvée(s) a 'étape
de I'analyse convient au probleme (condition suffisante).

¢ Lorsque l'étape d’analyse induit une unique possibilité alors
cela garantit Punicité de la solution recherchée.

Si cette étape fait émerger plusieurs candidats, la synthése per-
mettra de déterminer lesquels on "garde" car ils répondent a
toutes les contraintes imposées aux solutions.

« Détape de synthese permet d’obtenir existence de la solution
(ou des solutions si plusieurs conviennent) au probléme.

21
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EXERCICES
Exercice 18 Montrer que pour tout 7 e N* :

nn+1)2n+1

Exercice 19 Démontrer par récurrence que 2" = n+1, VneN.
Exercice 20 Inégalité de Bernoulli

Pour x un réel tel que x > 0, on considére «/(n) :" (1+x)" =1+ nx"
Montrer que & (n) est vraie pour tout entier naturel n.

Exercice 21 Soit la suite (1) ,en définie par ug =1let VreN, uyy = 1—n2
+ nus
a) Calculer uq, uy et us.

b) Conjecturer I'expression de u, en fonction de » puis le montrer par récurrence.

Exercice 22 a) Soit n € N, déterminer les valeurs de 2" et n? pour n variant
de4all.

b) Emettre une conjecture sur 'ordre de 2" et n? pour n = 4.

La démontrer par récurrence.

Exercice 23 Soit (1) 50 définiepar ug =1, uy =letVneN, uyio = Ups1 + Up.

Prouver que pour tout n € N :
7
Up < (Z)n
Exercice 24 Soit (1) p>0 telleque up =0, uy =1 etVneN, Uyt = Uy + Upi1-
Montrer que pour tout n € N :
- L(”‘/g)"_i(l_‘/g)"
T2 N
Exercice 25 Montrer que pour toute fonction f de R dans R, il existe un unique

couple de deux fonctions g et h de R dans R, I'une paire et 'autre impaire telles
que:

f=g+h

Remarque : 'ensemble des fonctions de R dans R est noté & (R, R).

22

FOCUS

 Raisonnement par récurrence simple :

A montrer :

1) o/ (ng) est vraie (initialisation)

2) A (n) => o (n+1) (hérédité)

On déduit :

&/ (n) est vraie pour tout n = ny (conclusion)

 Raisonnement par récurrence double :

Il faut y penser quand une suite est caractérisée
par une relation donnant u,. en fonction des
termes Uy, et uy)

A montrer :

1) o/ (ng) et «f (ng + 1) sont vraies (initialisation)
2) (L (n) et (n+1))=> o (n+2) (hérédité)

On déduit :

&/ (n) est vraie pour tout n = ny (conclusion)

» Raisonnement par analyse-synthese :

(y penser quand on nous demande de montrer
qu'il existe...tel que...)

On suppose que l'objet cherché existe et on
analyse alors a quoi il ressemble forcément.
La syntheése n'est que la vérification du fait
que le ou les candidats trouvés a I'analyse se
conforment a toutes les conditions imposées au

départ.

e Une fonction f est dite paire (respective-
ment impaire) lorsque :

1) Son domaine de définition D est centré en 0.
2) Vx € Dy, f(-x) = f(x) (respectivement
f(=x) = —f(x) pour impaire).



CORRIGES DU CHAPITRE 1

Exercice 1 ¢ par exemple avec x = -8 et y=2,0na

| x—y|=|—-10|= 10 or x — y = —10. De facon générale, des que x < y, P
sera rendue fausse.
Qestvraie |car | x x y|=| x| x | y| pour tous x et y réels.

R est vraie | car a étant non nul, le polyndme est du second degré avec
A = b? —4ac donc si a et ¢ sont de signes opposés alors ac <0 d’oit A = 0.
Le polynéome ax? + bx + c admet une ou deux racines réelles.

. car 2 est le plus petit nombre premier or il est pair.
Cependant, a part 2, tous les nombres premiers sont impairs (sinon ils
seraient divisibles par 1, 2 et eux-mémes).

Exercice2nonQ:"x=2" nonR:"x<0"
non S : "Le triangle ABC n’est pas isocele en A".

Exercice 3 | "P et Q" est fausse | car Q est fausse donc P et Q ne sont

pas toutes les deux vraies.

car il suffit que I'une d’entre elles soit vraie ce qui est

le cas de P

Exercice 4 a) uy+1 :2(n+1)2—(n+ 1)—2:2n2+3n—1

donc u +1—un:2n2+3n—1—(2n2—n—2):4n+ 1.
b)carVnEN,4n+1>Odonc4n+17£0,i.e Up+1 # Un.
Wcarpournzo, onatups) —uUp=1donc upi; =up+1

Exercice 5 non (3x € E tel que P) <= Vx € E, non P
non (Vx € E tel que P) <= 3Ix € E, non P

non (Vxe A, x<10) < 3dxe A, x>10
non(-l<x<3)<= x>3oux<-1

Exercice 6 a) car si la parabole d’équation y = ax? + bx + ¢
est en dessous de l'axe des abscisses, elle ne 'intercepte pas donc
I'équation ax? + bx + ¢ = 0 ”'admet aucune solution réelle, ainsi A < 0.
b) car si A <0, alors la parabole d’équation y = ax?+bx+cne
coupe pas l'axe des abscisses, elle est donc au-dessus ou en dessous de
celui-ci, donc ax? + bx+c¢ >0 pour tout x réel ou bien ax’+bx+c<0
pour tout x réel.
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c) : f est dérivable sur R en tant que polynome

etVxeR, f/(x) =6x2+4donc f/(0)=4et f(0)=5

donc Ty : y = f(0)(x—0) + f(0) = 4x +5.

d) car par exemple la fonction f définie sur R par f(x) =4x+5
convient (sa courbe est sa propre tangente en tout point).

Exercice 7 a)| x= % = cosx = @

b) (m,/ﬁ) = k2m, k € Z = les points A, M et B sont alignés

c)‘xe[O;n]:sinx>0|

Exercice 8‘ non "P = Q" est "P etnon Q"

Exercice 9 La contraposée de "Si 2xp; —3yp + 7 = 0 alors le point
M (xpr; yM) appartient a la droite (d)" est :

’ "Si2xp —3ypm +7 #0, alors le point M (x)py; yp) 0appartient pas a la droite (d)."

Cette contraposée est vraie car I'implication directe de départ est vraie.

Exercice 10 car Vk € Z, sin(%” + k2m) = sin(%”) = @
par 27-périodicité du sinus.

La réciproque de P est :

V2

"Si sin(x) = 5, alors x = %Tﬂ + k2w, k€ Z" |, cette réciproque est fausse.

V2

En effet, pour x = % par exemple, on a sin(x) = %5, pourtant % n’est pas
de la forme %’ + k2m.

—(1+ —[2+ = =
Exercice 11 u ") et T " orthogonaux <= u.v =0
m-—4 m+1

= 1+m2+m+(m-4)(m+1)=0 < m2-1=0

—[(1+m
donc u(

—(2+m
et v orthogonaux < m=1oum=-1
-4 m+1

Chapitre 1 - Un peu de logique



Exercice 12

a) Condition sur x: —x2 +4x+5=0 A=36,x]1=5etxy=-1

Le polynéme —x2 +4x+5 est du signe de a = —1 donc négatif a I'extérieur
des racines et positif entre les racines, d’ott Df =[-1;5].

b) M(x;y) €6 < y=V-x2+4x+5avec x€ [-1;5]

or AM? = (xp1 — x0)% + (Yar— ya)2 = (x—2)2 + 2

donc AM? =9ety>0 < (x-2)2+y2=9ety=0

= y2 =42 +4x+5ety>0 = y=V-x2+4x+5et—x2+4x+5=0
d’aprésa),—x +4x+5=0 < x€[-1;5],doncon abien:

‘ M(x;y) € <€f si et seulement si AM? =9 et y=0 ‘

) AM?=9ety>0 < AM=3ety=0
‘ K3 f est le demi-cercle de centre A(2;0) et de rayon 3 au- dessus de (Ox) ‘

Exercice 13 non(P < Q) est "non (P = Q) ou non (Q = P), c'est-a-
dire| (P etnon Q) ou (Q et non P) |

Exercice 14 Soit 72 € N, on veut montrer 722 pair = n pair.

Pour cela, on montre la contraposée : n impair = n? impair.

Supposons n impair, alors il existe p € N tel que n = 2p + 1, ainsi
2= @2p+1)?% = 4p?+4p+1 = 22p> +2p) +1 = 2N + 1 avec

N =2p? +2p e N. On obtient bien que 72 est impair.

On a donc n impair = n? impair donc n? pair = n pair

Exercice 15 Raisonnons par l'absurde en supposant que v/2 est un
rationnel. Il existe alors p et g deux entiers naturels non nuls, premiers
entre eux, tels que V2 = E (on écrit la fraction sous forme irréductible
d’ou p et g de plus grand gmseur commun egal a 1)

Alors \/Eq = p et par suite (\/_q)2 = p — 2q = p ()

p? est donc pair, et d’aprés I'exercice 14, on en déduit que p est pair.

1l existe alors k dans N* tel que p = 2k. On reprend (*) ce qui donne :
2q% = 4k?* = g? =2k?, donc g pair et par suite ¢ pair.

On obtient donc p et g pairs, ce qui est absurde car cela signifierait que 2
est un diviseur commun a p et g (contredit p et g premiers entre eux).

Ainsi| v/2 est irrationnel
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Exercice 16 On distingue les cas n pair et n impair.
Si n pair : 3k € N, n = 2k donc n? +2 = 4k? + 2. Si n? était multiple de 4,
alors il existerait N € N tel que N2 +2=4k>+2=4N < 2=4(N-k?)
~— 1 =2(N- k2), ce qui est absurde

N~ N——

impair pair
donc 12 + 2 n'est pas multiple de 4 dans le cas  pair.
Si nimpair: 3keN, n=2k+1 donc n?+2=4k®+4k+3.

De méme que précédemment, n? + 2 n'est pas multiple de 4.

Conclusion :| Vn €N, n? + 2 n'est pas multiple de 4

Exercice 17 On distingue les trois cas BAC aigu, droit ou obtus.
Si BAC aigu: H € [AB) ol H est le projeté orthogonal de C sur (AB).

Alors AB.AC = AB.(AH + HC) = AB.AH + AB.HC, or AB.HC = 0 car les
vecteurs AB et H C sont orthogonaux, donc :

’AB AC=AB.AH = AB x AH x cos0= AB x AH

Si BAC droit: H = A o1 H est le pr0]ete orthogonal de C sur (AB).

Alors AB. AC =0 car Ie les vecteurs AB et AC sont orthogonaux et par
ailleurs AB.AH = AB.0 = 0,on adonc:

| 4B.AC = AB.AH =0

Si BAC obtus : H ¢ [AB) o1 H est le projeté orthogonal de C sur (AB).
Alors on montre de méme que dans le premier cas :

| AB.AC=AB.AH = ABx AHx cost = —ABx AH




nn+1)2n+1
Exercice 18 Soit| </ (n) : M24024  tpf= %"
—_——

A —
B

On va montrer par récurrence que </ (n) est vraie pour tout N*.

11+1)@2x1+1 6
-Initialisation:Pourn:I,A:12:1etB:L:—:1

6 6
A= B estdonc «/(1) est bien vraie.

 Hérédité : Supposons qu'il existe un 7 fixé dans N* tel que </ (n) soit
vraie, c’est a dire :

nn+1)2n+1)

12+22+. . +n2= (HR) hypothese de récurrence.

On va alors montrer que 7 (n + 1) est vérifiée, c’est-a -dire :
(n+1)(n+2)2n+3)

12422+ +n2+(n+12%= 5

Or, d’apres (HR) ona:

nn+1)2n+1)

12+22+...+nz+(n+1)2:#+(n+l)2
N —

_ nn+1)@2n+1)+6(n+1)>2 _ (n+1D[n2n+1)+6(n+1)]

- 6 - 6

_(n+1)[2n®+7n+6]

B 6

Et on développe : (n+2)(2n +3) =2n? +3n+4n+6=2n%+7n+6

(n+1)(n+2)2n+3)

Onadonc 12+22+ .. +n? + (n+ 1)2 = ce qui est

6
exactement «f (n+1).

e Conclusion :

</ (1) vraie

2 . *
A1) = (n+1) }donc par récurrence </ (n) vraie pour tout n € N

Exercice 19 Soit‘ An):"2"=n+1"

On va montrer par récurrence que < (n) est vraie pour tout N.

« Initialisation : 20 =1 et 0+ 1 = 1,1 =1 donc </ (0) est bien vraie.

» Hérédité : Supposons que pour un 7 fixé dans N, &/ (n) soit vraie, c’est-
a-dire: 2" = n+1 (HR) hypothése de récurrence.

On va alors montrer que </ (n + 1) est vérifiée, c’est-a -dire : 2+l 5 4o
Or, d’apres (HR) ona: 2" = n+1 donc 2" (x2) = (n+1)(x2)

Ce qui donne 2"+ > 2pn +2
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mais n=0donc 2n = npuis2n+2 = n+2.Ainsi 2"l > 2n+2>n+2et
par transitivité ontl s g 2, ce qui est exactement ./ (n + 1).
» Conclusion :

</ (0) vraie

A () = A (n+1) }donc par récurrence </ (n) vraie pour tout n € N

Exercice 20 Soit‘ pour x e RT™*, o/ (n) : "1+ x)"* =1+ nx"

On va montrer par récurrence que & (n) est vraie pour tout 7 € N.

o Initialisation: (1+x)°=1et1+0xx=1ona 1= 1 donc </ (0) vraie.

» Hérédité : Supposons que pour un 7 fixé dans N, &/ (n) soit vraie, c’est-
a-dire: (1+x)" =1+ nx (HR) hypothése de récurrence.

On va alors montrer que </ (n+ 1) est vérifiée, i.e : (1+ x)”+1 =1+(n+1x
On remarque que (1 +x)"**!1 = 1+ x)(1 + x)"

Or d’apres (HR) (1+x)" = 1+ nx. Par ailleurs, x >0 donc 1+ x>1>0
Donc (1+x)" x (1+x) = (1+nx) x (1 +x),i.e 1+x)" =1+ (n+1)x+nx?
De plus nx? =0donc 1+ (n+1)x+nx?>=1+(n+1)x

Ainsi, par transitivité : (1 + x)”Jrl =1+ (n+1)x,cequiests/(n+1).

» Conclusion :

</ (0) vraie
An) —=>A(n+1)

. up u 1 1
Exercice2la) uj=—5 =up=| 1 Wp=———F=——=|=
1+0x u 1+1u2  1+1 |2

1
uz 2

3= 2= 1
1+2u2 1+2X1

}donc par récurrence </ (n) vraie pour tout n € N

1

3

=ix

ol | rol—
wiro

. . 1 , ,
b) Au vu des premiers termes, on conjecture que u, = — (ce n'est qu'une
n
hypothese, rien n’est démontré!)

1
Soit| o/ (n) : "up=—"
n

On va montrer par récurrence que < (n) est vraie pour tout N*.

o Initialisation : u#; =1 et il =1 donc «/(1) vraie.

Chapitre 1 - Un peu de logique



« Hérédité : Supposons que pour un 7 fixé dans N*, &/ (n) soit vraie, c’est-

1
a-dire : up = — (HR) hypothese de récurrence.
n

1
On va alors montrer que </ (n + 1) est vérifiée, i.e : uy41 = T
n
PP Up 1
Par définition u,+1] = —— et par (HR), u,, =
1+nu n
1 1"
T n 1 1
dottupy; = —2—=-"1_=_« = ,cequiestof(n+1).
e 1+nx# ol gt n+l n+l 4

e Conclusion :

o/ (1) vraie

. . *
L) = A (n+1) }donc par récurrence < (n) vraie pour tout n€ N

Exercice 22
n 4 5 6 7 8 9 10 11

a)| 2 | 16 | 32 | 64 | 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048
n? |16 | 25 | 36 | 49 64 81 100 121
b) On conjecture au vu du tableau que : 2" > n® pour n =4

Posons| </ (n) : "2" = n2"

On va prouver par récurrence que < (n) est vraie pour tout n €N, n = 4.

« Initialisation : Pour n = 4, 2* = 16 et 42 = 16, 2* = 42 on a bien 2* > 42
donc «f (4) est vraie.

» Hérédité : Supposons que pour un 7 fixé dans N, n > 4 on ait <« (n) vraie,
c'est-a-dire : 2" = n? (HR)

On veut alors montrer que </ (n + 1) est vérifiée, i.e : 2ntl 5 (n+ 1)2

Or 21 =2 x 27 et par (HR) 2" = n? donc 2 x 2" = 2n2 donc 2"+! > 252
2n? n'est pas le terme que 1'on voudrait a droite de I'inégalité mais on va
prouver que 2n? > (n+ 1)2 auquel cas, on aura 2ntl 5052 5 (n+ 1)2 d’ou
par transitivité 21 > (n+1)2 ce qui est o (n + 1).

Tout consiste donc a établir que 2n? = (n+1)2.

On effectue la différence 2n% — (n+ 1)2 =2n% — (n2 +2n+1) =n?-2n-1.
On veut que n?-2n-1 =0pourn=4.

Posons P(x) = x2 —2x—1, A= (-2)2 —4 x (=1) = 8 = (2/2)?

2-2 2+2v/2
2\/_—1—\/_t2— 2\/_:1+\/§

X1 =
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P(x) du signe de a = 1, c’est-a-dire positif pour x > 1 +v2 et x <1— /2.
Orl++v2=24,ainsipour n=4>1+v2onan?-2n-1>0

donc2n? —(n+1)% > 0, c'est-a-dire 202> (n+1)?, ce qui est «/(n+1).
Conclusion :

<f (4) vraie

A () = L (n+1) }donc par récurrence </ (n) vraie pour tout n € N, n =4

Remarque : Pour comparer deux quantités (ici 2n? et (n+ 1)2), il suffit de
les soustraire et d’étudier le signe de la différence, ce qui est plus facile a
faire, pensez-y!

Exercice 23 Soit o/ (n) : "up < ()"
On va montrer par récurrence double que <7 (n) est vraie pour tout N.

7
« Initialisation : ug = 1 et (Z)O =1, onabien 1< 1, donc </ (0) vraie.

up=1let (Z) = 471’ onabienl< 4, donc /(1) vraie.
o Hérédité : Supposons que pour un n fixé dans N, </ (n) et «/(n + 1)
soient vraies, c’est-a-dire : uy < (Z)" et Upt] < (;)"Jrl (HR)

On va alors montrer que </ (1 +2) est vérifiée, i.e : U2 < (z]n+2
Or Up42 = Upy1 + Up, donc d’aprés (HR) 1o < (Z)n + (Z]n+1

Onvoudraltmontrerque( )"+ )"+1 [4)"+2

%
Or(g):w}?)"“j(g"*z = (;)"” 5( =G0
— (Z)"[(Z)Z—Z—l] = (Z) X — >0 ce qui estvrai VneN

7\n+l 7 n+2
) <(4)

)n+2

7
On en déduit que 1,42 < (4)"

Ainsi, par transitivité : u,4o < ( ,cequiestsf(n+2).

s+

» Conclusion :

</ (0) et </ (1) vraies

A et (n+1) = o (n+2) }doncd(n)vralepourtoutnel\l



Exercice 24 Soit| </ (n) : 1Jr‘/_)" = ‘/_)""

On va montrer par récurrence double que < (n) est vraie pour tout N.
« Initialisation : up =0 et \/_(H‘/_)O \/_(1 ‘/_)0 =0, donc «/(0) vraie.

ul:let\/_(H‘/_)1 \/_(1 ‘/_)1—1 donc «/(1) vraie.
» Hérédité : Supposons que pour un n dans N, «f(n) et «/ (n + 1) vraies :

un:%(lzﬂ)n \/_(1 V) op gy = \/_(1+\/_)n+1 \}5(1—2\/5)%1
On va alors montrer « (n+2) : Up42 = \/-(H‘/_)"Jr2 S(I—T\/%)mz
Or Up+2 = Up+1 + Uy, donc d’apres (HR) :
un+2_\[(l+\/_)n \[(1 \/_)n \f(l+\/_)n+l \[(1 \/_)rH—l
= ez = LA« 14 155) - L AySync 14 1505)
— un+z—\/—(1+‘/_)"><[3+\/_] LB < 25

1+\/" 2 _ 1+2V5+5 _ 3+\/" 1- \/"z 1-2v5+5 _ 3-v5

2 ) =T et(—>) & =2

donc w49 = %(HT\/%)MZ— %(%)”*2, ce qui est o (n+2).

» Conclusion :

o/ (0) et o/ (1) vraies

A et (n+1) = o (n+2) }doncd(n)vralepourtoutneN

Exercice 25 E = Z (R, R) est ’ensemble des fonctions de R dans R,

22 'ensemble des fonctions paires de R dans R et .# 'ensemble des fonc-
tions impaires de R dans R.

Le résultat a montrer est alors :

‘erE (g hePx.9 telque f:g+h‘

On va raisonner par analyse-synthese.
Soitdonc f € E.

geP
hes
Pour trouver ces deux fonctions g et  on fait une recherche de conditions
nécessaires, c’est 'analyse :

On veut montrer |'existence de { tellesque f =g+ h .
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geP
« Analyse : Soient g et h vérifiant < h € &

f=g+h
Nous allons voir ce que cela implique sur g et h.
On adonc:
VxeR f(x)=gx +hx) @

Ainsi, on en déduit Vx € R f(-x) = g(—x) + h(—x) et comme g est
paire et h impaire, il en résulte :

VxeR f(-x) = glx) — h(x) ()
La somme des deux relations (1) et (2) donne alors : g(x) = W
et la différence des deux relations (1) et (2) donne : h(x) = w

Ce qui définit completement de maniere unique les fonctions g et h.
Doncssi g et h répondent au probléme, elles ne peuvent étre que les deux
fonctions définies ci-dessus.
C’est la fin de I'analyse, on a trouvé des conditions nécessaires uniques
sur g et h, ce qui démontre par la-méme 'unicité.
« Synthese : Vérifions alors que ces conditions nécessaires sont suffi-
santes, c’'est-a-dire que les deux fonctions g et h définies comme ci-
dessus répondent bien au probléme, c’est la syntheése.

— Lafonction g est bien paire, en effet :

VieR glox) = fEN+fEED) | fO+f(=x) - e
2 2
— Lafonction & est bien impaire, en effet :
VXeR Tiex) = f(=x) = f(=(=x)) _ f=x)- f(x) - _h)
2 2
— Onabien f = g + h puisque:
VxeR g(x) + hx) = fx) +2f(—x) . fx) —zf(—x) = f)

« Conclusion : g et h ainsi établies répondent bien au probleme et sont
définies de maniere unique, donc on a bien le résultat.

Chapitre 1 - Un peu de logique






1. Vocabulaire des ensembles

Chapitre 2 - Ensembles et applications

COURS

1.1 Appartenance et inclusion

* Un ensemble E est une famille d’éléments.

x appartient a un ensemble E si et seulement si x est un élément
de E et on note x € E, sinon, x ¢ E.

@ est 'ensemble vide qui ne contient aucun élément.

Le cardinal de E, noté card(E), est son nombre d’éléments quand
il est fini.

¢ On dit que A est un sous-ensemble de E ou que A est inclus
dans E, noté A c E, si et seulement si Vx € A, x € E. On dit aussi
que E contient A.

Exemple:NcZcQcRcC.

« Soient a et b deux entiers relatifs tels que a < b. Lintervalle d’en-
tiers [a; b] estle sous-ensemble de Z : [a; b] = {a;a+1;...;b—1; b}.
Par extension [a; +oo[={a;a+1;a+2;...}.

e 2 (E) estl’ensemble des parties de E.On a ¢ € Z?(E) et E € Z(E).

METHODES ET COMMENTAIRESW

« On note plus particuliérement :

N* =1{1;2;3;...}

R* = {x e R/x # 0}

Rt ={xeR/x=0}

R™={xeR/x<0}

doncR** = {xeR/x >0}

e Pour tout ensemble E,ona@ c Eet ECE.

» Pour montrer que A c E, on prend a € A et on prouve que né-
cessairement a € E.

Pour établir I'égalité de deux ensembles, on montre la double in-
clusion c’est-a-dire que :

A=E<s (AcEetEcA).

 Les éléments de Z22(E) sont les parties de E.

Exemple: Si E = {1;2;3}

alors 22 (E) vaut {@; {1}; {2}; {3}; {1;2};{1;3}; {2; 3}; {1, 2; 3}}.

1.2 Opérations sur les ensembles

« Intersection : An B est]’ensemble des éléments de E qui appar-
tiennent alafoisa Aeta B.Si AnB = @, A et B sont dits disjoints.
e Union : AU B est 'ensemble des éléments de E qui appar-
tiennenta AouaB.Ona: Ac AUB,Bc AuBet AnBc AUB.

« Différence : A\B est 'ensemble des éléments de A qui ne sont
pas dans B.

« Complémentaire : le complémentaire de A dans E noté A, est

I'ensemble des éléments de E qui ne sont pas dans A, i.e A= E\A.
» Regles sur les opérateurs :

1) (AuB)uC=Au(BuC)et(AnB)NnC = An(BnC) associativité
2) AuUB=BuUAet An B = BN A commutativité
3AUP=A AN =0, AUE=E, AnE=A.

4) (AuB)INC=(AnCQ)u(Bn(O)

et (ANnB)uUC =(AUC)n(BUQC) distributivité

5) AUB=AnBet AnB = AU B lois de Morgan

e Produit cartésien : Soient E et F deux ensembles, on note ExF
leur produit cartésien défini par E x F = {(x,y)/x€ Eet y € F}

Si E = F, on note E? au lieu de EXE.

* Deux ensembles disjoints n’ont alors pas d’élément en commun.
e Laréunion U de deux ensembles correspond au "ou" en langage
courant. En revanche, ce "ou" est dit inclusif car il signifie I'un,
l'autre ou les deux.
« Lintersection N correspond au "et", c’est-a-dire les deux a la fois.
o Il découle de la définition du complémentaire que AU A = E et
AnA=¢.Deplus A= A.
* On généralise 'union et I'intersection a plus de deux ensembles :
n n
VneN* AjnAxn...nA,= ) Aretxe N Ao Vke[l;n], xe A
k=1 k=1
n n
AjUAU..UA,= U Aretxe U A < TJke[l;n], xe A
k=1 k=1

» On peut généraliser le produit cartésien : Vn e N*
Ay x Apx...xAp ={(x1,X2..., X)) IVk € [1; n] xi. € A}
Exemples usuels :

R? = {(x,y)/x€R, y e R}

RS ={(x,),2)/x€R, yER, z€ R}

et R" = {(x1, X2..., Xxp) IV k € [1; n] x. € R}.
eOna(x,y) =, y)eox=x"ety=y
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EXERCICES

Exercice 1 Soit A I'’ensemble des entiers naturels multiples de 6 et B I'’ensemble
des entiers naturels pairs.
a) Montrerque AcB.  b)A-t-on A=B?

Exercice 2 On note E l'ensemble des points de coordonnées (x,y) du plan
rapporté a un repere (O; 7, 7).

Soit 2 ={(x,y) € E/3x+2y=0}etP, ={(x,y) € E/Jte Ravec x =2¢—4, y = —-31+6}.
Montrer que 2, = 2.

Exercice 3 Soit a, b, ¢, d réels et E = {a; b; c; d}.
Déterminer les éléments de 22(E) qui ont un cardinal impair.

Exercice 4 Formules de Morgan généralisées :
Soit une suite d’ensembles (Ag) en- -
a) Montrer par récurrence que :

n n
vneN*, M Ac=U Ak
k=1 k=1

b) En déduire, sans récurrence :

n n
vneN*, |J A=) Ak
k=1 k=1

Remarque : pour n = 2, ce sont les lois de Morgan du cours (donc admises).

Exercice 5 On considére deux ensembles A et B tels qu'il existe un troisiéme
ensemble X vérifiant :

AnX=BnXetAuX=BUX

Montrer que A = B.
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FOCUS

e Pour montrer I'inclusion A < B de I’ensemble
A dans I'ensemble B, on prend un élément x de
A et on montre que nécessairement x € B.

e Lorsque des ensembles sont définis par des
équations (exercice 2), pour prouver l'égalité
entre les deux ensembles, on peut directement
raisonner par équivalence.

e Penser quun élément de Z?(E) est une
partie de E donc un ensemble.

o Les lois de Morgan disent que, par le complé-
mentaire, une intersection est "transformée" en
union des complémentaires et réciproquement.



2. Langage des applications

COURS

2.1 Vocabulaire et notations

E et F deux ensembles.

 f est une application de E dans F si et seulement si, a tout élé-
ment x de E est associé un unique élément f(x) € F appelé image
de x par f. E est 'ensemble de départ, F est 'ensemble d’arrivée.
E — F

x = y=f

x est un antécédent de y = f(x) et {(x, f(x))/x € E} : graphede f.
o Z(E,F) ou FE est'ensemble des applications de E dans F.

« Lapplication nulle est celle qui & tout élément x de E associe 0.
« Lapplication identité de E est telle que Vx € E, Idg(x) = x.

« Restriction d'une application : Soit f : E — F une application.
Si E’ est une partie de E, on appelle restriction de f a E’, 'appli-
cation notée f; définie par: Vx € E', fip(x) = f(x).

« Composition des applications : Soient E, F et G trois ensembles,
f:E—Fetg:F—G,alors go f,selit "grond f", c'est 'applica-
tion de E dans G telle que: Vx € E, go f(x) = g(f(x)).

Lapplication f se note f :

METHODES ET COMMENTAIRESW

* Une fonction est une application avec E = 2 (domaine des x
pour lesquels on peut calculer f(x)) et F =R.

Exemple : Posons f(x) =In(1+x). 27 = {x € R/1+x > 0} =]-1; +ool.
» Deux applications f et g sont égales si et seulement si, elles
ont méme ensemble de départ et d’arrivée E et F, et que Vx € E,
fx) =gx).

« La restriction d'une application f est la méme application mais
regardée avec un ensemble de départ plus "restreint" E' c E.
Exemple : Soit f(x) = In(x?). Alors 27 =R" et fj-1;1y est 'applica-
tion nulle.

o Attention a l'ordre dans une composition d’applications car
dans la plupart des cas f o g # go f. D’autant plus que parfois on
pourra construire f o g mais pas go f a cause des ensembles de
départ et d’arrivée.

« Soit A une partie de E et f : E — E définie par :

1 sixeA
fx)= { 0 St f estla fonction indicatrice de A notée 14

six¢g A

2.2 Applications particuliéres
f + E — F une application.
« f estdite injective < (¥ (x1,x2) € E%, f(x1) = f(x2) = x1 = X2)
— (V(xl,xg) €E% x1 #x > flx) # f(xz)) contraposée
* f est surjective < Vye F, dxe E tel que y = f(x).
* f est bijective < Vye F, Jlx€ E tel que y = f(x).
Lorsque f est bijective, on peut définir la bijection réciproque :
f':F — E
y +— xtelquey= f(x)
Onaalors f~lo f=idpet fof '=idp.
e Soient f: E— Fetg: F— G deuxapplications:
1) f et g injectives = go f injective, idem avec surjective(s).
2) Si f et g bijectives alors g o f bijective et (go f)~! = flog™l.
« Si ¢ et ¥ sont deux applications telles que poy = ywop = id,
alors ¢ bijective et ! = .
¢ Soit f : E — F une application, AcEet BC F:
f(A) ={f(x)/x € A} Pimage directe de A par f.
f~Y(B) = {x € E/ f(x) € B} Fimage réciproque de B par f.

«Si f : E — F est injective, un élément de F ne peut pas avoir plus
d’'un antécédent dans E (aucun ou un antécédent).

Alors que pour f : E — F surjective, tout élément de F admet au
moins un antécédent dans E (un ou plusieurs antécédents).
Lorsque f est bijective, tout élément de F admet un unique an-
técédent dans E par f.

« Ftre bijective est une propriété forte car 'application doit étre a
la fois injective et surjective. Il suffit donc qu’elle ne soit pas injec-
tive ou pas surjective pour ne pas étre bijective.

Exemple : Soit f(x) = x2.

f est bijective de R* dans R et f~!(x) = v/x pour x = 0. Mais f
n'est pas bijective de R* dans R (non surjective car les négatifs
n’'ont pas d’antécédent).

» Nous verrons apres le théoréme de la bijection pour montrer la
bijectivité des fonctions réelles.

¢ Si f(x) =cosxalors f(R) =[-1,1].

Si f(x) = x?> et A=[-1,3] alors f(A) = [0,9].

 Si fo f =id, ondit que f est une involution.
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EXERCICES

Exercice 6 Soient f et g définies par
f)=In(l+eetgx)=x+In(1+e™*)

a) Justifier que f et g sont des applications de R dans R.
b) Montrer que f et g sont égales.

Exercice 7 Soit
vx—1
x2—6x+9

fx)=

Déterminer Dy.

Exercice 8 Soient f et g deux applications définies pour tout réel x par :
a) f(x)=x?et g(x)=x+1.

Déterminer f o g puis go f. A-t-on égalité?

b) f(x) =In(1 +e*) et g(x) = —x.

Déterminer f o g puis simplifier: Vx e R, f(x)— (f o g)(x) (utiliser I'exercice 6).

Que dire de I'application f — fog?

Exercice 9 Soit f de R? dans lui-méme, définie pour tous (a, b) € R? par :
fla,b)=(a+b,a-Db)

Montrer que f est une bijection et déterminer sa bijection réciproque

Exercice 10 Soit f définie par:

1-x
f(x)—m,x¢—1

Déterminer f o f et en déduire que f est une bijection de R\{—1} dans R\{-1}.
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e Le domaine de définition d'une fonction f
noté Dy est 'ensemble des réels pour lesquels
f(x) existe. En particulier :

1) ﬁ est défini pour les x tels que u(x) #0.

2) Vu(x) est défini pour les x tels que u(x) = 0.
3) In (u(x)) est défini pour x tel que u(x) > 0.

e Pour que deux applications ne soient pas
égales, il suffit qu’elles n'aient pas la méme
image pour un x de leur ensemble de définition
commun.



CORRIGES DU CHAPITRE 2

Exercice 1 a) Montrons A c B.
Soit x € A, alors Ak e N, x =6k, donc x =2 x3k=2N avec N € N.
Ainsi, x est multiple de 2 donc pair, x € B et par suite| Ac B

b) B ¢ A car 2 par exemple est dans B mais pas dans Adonc| A# B

Exercice 2 Ici on peut raisonner directement par équivalences car il
s’agit de vérifier des équations.
(x,) €2y < dtecRtelquex=2t—-4ety=-3t+6

<> 3JteRtelquer=2ftetr= & =

— x§r4 G_J/ = 3x+2y=0 < (x,y)e%,donc

Exercice 3 Les éléments de 22(E) ayant un cardinal impair sont les
parties de E a 1 ou 3 éléments.

{a}, {b}, {c}, {d}
Parties de E a 3 éléments : | {a,b,c},{a,b,d}, {a,c,d}, {b,c,d}

Parties de E a 1 élément :

Exercice 4 a) On pose pour n € N*, | o/ (n) : " ﬂ Ay = U A"
k=1 =1

o Initialisation : pour n=1, r'] A= Al et U Ak A1 donc <f (1) vraie.
=1

o Hérédité : Supposons que pour un n ﬁxe dans N*, &/ (n) soit vraie,

c’est-a-dire : ﬂ Ap= U A (HR) .
k=1 k=1
n+l
On va alors montrer que <« (n + 1) est vérifiée,i.e: N Ag = U Ak
k=1 k=1

n+1

Or ﬂ A = ﬁ ArNAp+1 et en appliquant les lois de Morgan pour
k=

deux ensembles avec A = ﬂ ApetB=Au41, AnB=AuBdonc:
k=1

ArNA = A
ﬂ kﬂ n+l= ﬂ kU n+l(HR

donc An+1) est Vrale

n+l___

n - -
U ArUAp+1= U Ag
) k=1 k=1
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» Conclusion :

</ (1) vraie
An) = A (n+1)

*

}donc &/ (n) vraie pour tout n € N

b) D’apres a) appliqué aux Ay, : r"| A= U Ak— U Ag.
=1

On prend alors les complementalres des deux cotes de I'égalité :

n ___ n n n ___
N Ar= U Ap dott| VreN*, U A= N A
k=1 = k=1 k=1 k=1

Exercice 5 « Montrons A c B.

Soit x € A, on doit aboutir a x € B. Faisons une disjonction de cas selon si
x estdans X ounon:

lercas: xe Xalorsxe AnX,or AnX =Bn X donc x € B.

2nd cas: x¢ X alors on a tout de méme x € AU X puisque x € A, or
AuX=BuXdoncxeBuUXavecx¢ X, dou x € B.

On conclut que dans les deux cas x € A= x € B donc

e Montrons B c A.

Les roles de A et B étant symétriques, cette inclusion est vérifiée de
méme que la précédente.

o Ainsi

Exercice 6 a) YxeR, e¥ >0

donc 1+e*>0etl+e ¥ >0donc Dy = Dg =R, f et g sont bien des
applications de R dans R.

b) f et g ont le méme domaine de définition donc pour qu’elles soient
égales, on doit prouver que Vx € R, f(x) = g(x).

OrVxeR, f(x) =In(e*(e”* +1)) car e x el =ettbeted =1

donc f(x) =In(e*) +In(e™* +1) car V(a, b) €]0; +00o[2, In(ab) =Ina+Inb
d’'ou f(x) = x+In(e™* +1) = g(x).

On conclut que| f et g sont égales

Chapitre 2 - Ensembles et applications



Exercice 7 Conditions : (1) x—1 =0 (a cause de laracine) <— x=>1
2) x2—6x+9 # 0 (a cause du dénominateur)

Pour résoudre (2), on écrit X —6x+9=0 < (x— 3)2 =0 < x=3
donc 2) < x#3

On conclut que| Dy = [1;3[U]3; +oo]

Exercice8a) VxeR, f(x) = x2 et gx)=x+1.

f et g sont définies sur R car ce sont des polynomes.

VX ER, fog(x) = f(gx) = flx+1) = (x+1)?

etgof(x)=g(f(x) =gx?) =x>+1

| fogetgo fnesont pas égales ‘ car par exemple fo g(l) = 4 mais
gof=2.

b) f(x) =In(1 +e*) et g(x) = —x.

Vx € R, 1 +e* > 0 donc f est définie sur R et g I'est aussi en tant que
polyndme (ou fonction linéaire).

Vx€eR, fog(x)=f(gx)=In1+e"¥)

donc f(x) - fog(x) = In(1+e*) —In(1 +e™¥), or d’apres I'exercice 6 :
In(1+e*)=x+In(e™*+1), d’olt f(x)— fog(x) = x.

Ainsi: VxeR, (f—fog)(x) =x donc‘ f — fog=idg l'application identité ‘

Exercice 9 on veut montrer que V(a, ) € Rz, 3'(a, b) € R2, fla,b) =(a, B)
Or, (o, ) = f(a,b) < (a,p)=(a+b,a—b) < a+b=aeta-b=f
on obtient: (a,B) = f(a,b) < a= aTJrﬁ etb= QT%.

On a bien trouvé pour tout élément (a, B) dans 'ensemble d’arrivée, un
unique antécédent (a, b) dans I'’ensemble de départ.

Donc| f est bijective et £~ : (e, f) — (%ﬂ’ “T_ﬁ)

. _ 1-(1=)
Exercice 10 Vx # —1, fo f(x) = f(f(x) = f(h—i) = 1+({*_’_§).
1+
En multipliant le numérateur et le dénominateur par (1 4)-( x), on obtient :
_ (+x)-(0-x) _ 2x _
JofMW=Tora=n =32 =%
Donc Vx # —1, fo f(x) = x, on en déduit que fo f =idp\(-1}.

En conclusion, | f est bijective de R\{—1} dans R\{-1} et f~1 = f
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1. Opérations dans R

Chapitre 3 - Calculs dans R

COURS

1.1 Définitions et propriétés

¢ R est muni de deux opérations dites internes, ’addition + et la
multiplication x.

Pour tous x, y et z réels, on a les régles suivantes :

- Laddition :

1) (x+y) € R loi interne

2) (x+y)+z=x+ (y+ z) associativité

3) x+ y = y + x commutativité

4)x+0=0+x=x 0 élément neutre

5) x posséde un unique opposé, noté —x, tel que x + (—x) = 0.

- La multiplication :

1) (x x y) € R loi interne

2) (x x y) x z=x x (y x z) associativité

3) x x y = y x x commutativité

4)xxl=1xx=x 1 élément neutre

5) Si x # 0 alors x posséde un unique inverse , noté % ou x7!, tel
que x x % =1.

6) x x (y+ 2) = x x y + x x z distributivité de x par rapport a +

¢ Inégalités dans R :

On définit la relation "<" sur R par :

pour tous x et yréels, x<y < x-y<0.

Pour z € R on a les propriétés suivantes :

1) x < x réflexivité

2) (x<yetys<x) < x=y antisymétrie

3) (x< yety<z)= x< z transitivité

4) x<y < x+z<y+zlinégalité < est compatible avec +

5) (@a= b et x =0) = ax = bx l'inégalité < est compatible avec x
pour les positifs

6) On généralise la propriété 4) par :
n n
SiVie[l;n] a;<b;alors Y a; < Y. b;
i=1 i=1
cest-a-dire:a;+az+...+a,<by+by+..+ by
Cela permet de majorer/minorer des sommes en majo-

rant/minorant chaque terme sommé.

METHODES ET COMMENTAIRESW

* Une loi * est dite interne sur un ensemble A si et seulement si
V(x,y) € A%, xx y€ A

C’est-a-dire qu’en mettant en oeuvre la loi sur deux éléments de
A, le résultat donne un élément de A.

¢ R muni de I'addition, noté (R, +) est appelé un groupe commu-
tatif car 'addition vérifie les propriétés de 1) a 5).

De plus (R,+, x) est un corps commutatif car + et x vérifient
toutes les propriétés de gauche

e La soustraction et la division se définissent naturellement
sur R par : pour tous x et y réels, x—y = x+ (—y)
etsiy#0, 3 =xxy!

e Pour la relation "<" les propriétés 1), 2) et 3) en font ce
que I'on nomme une relation d’ordre sur R. On dit d’ailleurs que
R est totalement ordonné car on peut toujours comparer deux
éléments quelconques.

e On peut additionner des inégalités lorsqu’elles sont dans le
meéme sens.
Exemple: x<lety<-3=>x+y<-2.

 La propriété 5) de <, dit que I'on peut multiplier entre-elles des
inégalités dans le méme sens sur des nombres positifs.
Exemple: x>3et 47 >3 = 25 >3,

Attention cependant :

1) On ne divise jamais des inégalités entre elles.

2) Lorsqu’on multiplie ou I'on divise une inégalité par un nombre

négatif, cela en change le sens.

« Pour comparer deux quantités, on peut faire leur différence et
étudier son signe.

Dans le cas d’expressions positives, les comparer est équivalent a
comparer leurs carrés.
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EXERCICES

Exercice 1 Par rapport a R, quelle propriété des opérations (+, x) ne vérifie pas Z?
On dit alors que (Z, +, x) n’est pas un corps.

Exercice 2 Comparer les nombres :

ty

ety=
(0.9997)2 (1.0003)2

Exercice 3 a) On sait que x < 1. Donner le signe de A(x) = -3(x—1) + 2.

b) Si x > %, déterminer le signe de B(x) = x‘_—ll
2

1

Exercice 4 Valeur approchée de 1~

a) Démontrer que, pour x # —1:

1 x?
—=1-x+—
1+x 1+x
1 1.
b) Prouver que pour tout —3 < x< 3 :
x? )
0< <2x
1+x

¢) Déduire des questions précédentes que pour tout réel —% <Xx< %

1 - x est une valeur approchée de ﬁ 4 2x? prés par défaut.
d) AT'aide de cette méthode, donner une valeur approchée ainsi que la précision

5 ; D |
obtenue des réels suivants : 1507 59993 -

A= YoVZ g V2B

Exercice 5 Comparer sans calculatrice les nombres

36

FOCUS

e La fonction carré est strictement croissante
sur [0; +oo[ donc conserve le sens des inégalités
sur cet intervalle. La fonction inverse est stricte-
ment décroissante sur ]0;+oo[, donc change le
sens des inégalités sur les positifs stricts.

e Penser que lorsque deux nombres ou ex-
pressions sont positives, pour les comparer, il
suffit de comparer leurs carrés.



COURS

METHODES ET COMMENTAIRESW

1.2 Les sommes : symbole X dit "sigma"
* Sommes simples
Soient (ay) ken et (by) ke deux suites réelles.

m et n deux entiers naturels tels que m < n, alors :
n n
Day+ar+..+a,=> aretam+ams1+...+ap,= 3, ag
k=0 k=m

2) Linéarité : soit A € R alors Z (ar +Aby) = Z ap+A Z by
k:m =m k=m
n+p
3) Changement d’indice : Z Akip Y aj
k=m j=m+p

4) Relation de Chasles: VpeNtelque m<p<n-—

n P n
Yoag= Y ap+ Y ag
k=m k=m k=p+1

n
5) Télescopage: Y. (ar+1— ax) = An+1— am

=m
* Sommes doubles
ler cas : les indices de sommation sont indépendants, alors on

n p P n
peut intervertir les sommes d'ott 3 ¥ a;;= Y ¥ a;
i=0j=0 j=0i=0

2ndcas : les indices sont liés alors il faut faire attention
Z(Z dz,j)—Z Zal]_ )3 ai,j
i=0 j=i O<isjs<n

« Sommes a connaitre : (se montrent par récurrence)

n
1 l1=1+1+..41=n—-p+1,oup<n
) X p p

k=
P n-p+1 fois

2)14+2+..4n= 3 k= ¥ k=20t
k=1 k=0

3)12+22+..+n?= z K= Z k2 = Blatl@nil)
k=1 k=0
l_xn+1

n
4)Pourx#l,ona:l+x+x*+..+x"= ¥ xk=152

k=0
_ )c”—xf"*'“’1 _ 1°terme écrit—1°"non écrit
1-x - 1-x

XP + xPL 4 xPH = ): x*
k=p
e Le nombre de termes dans une somme vaut :

dernier indice — premier indice +1

28
Exemple:Dans ) cosk,ilya28—-10+1=19 termes.
E— k=10

n
e Lavariable k dans la somme ) est dite "muette” car on peut la
k=0
changer en une autre lettre sans modifier la somme.

e Pour les sommes doubles, si les indices de sommation sont dé-
pendants, on ne peut pas intervertir sans précaution.

n Lo
Exemple : Z Z ): Z =Yy l_ﬂJT‘fU = n(r2+3)
i=1j= l j=li= l] Jj= 1]

1.4 Les prodults : symbole II dit "pi"

e Produits simples :
n n
Dayxayx..xa,= 1] aret am x ams1 x...xap= [1 ax
k=0 k=m

n
2) Pour n € N*, on appelle factorielle n 'entier n! = ] k
k=1
avec pour conventlon 0' =1.AlorsVneN*, nl=nx(n—-1)!

3)(H ak)(H bj) = H ayby
] m
alc+1 “n+1

4) Produit télescopique : H

» Produits doubles : mémes notations que les sommes doubles.

» Lorsque l'on travaille avec des nombres réels (a;) jen strictement

n n

positifs on a : In(]] a;) = ¥ Ina;. Autrement dit, le logarithme
i=0 i=0

transforme un produit en somme, y penser!

De méme, exp( ): a;) = H exp a; avec les a; réels quelconques.

i=0 i=0
» Dans les calculs de produits, les factorielles sont tres souvent

sous-jacentes.

2n+1
H (2k+1)x H (Zk) k

Exemple : H 2k+1) = =
e i

(2 k)

u’:]:w

n
donc [] @k+1) = &zl
k=1

2"n!

37

Chapitre 3 - Calculs dans



EXERCICES

Exercice 6 Calculer les sommes suivantes :
(certaines nécessiteront une transformation avant calcul)

a)S= f (2k+1)
k=0

b)S:a7(a+1)+(a+1)(a+2)+...+(a+p)(a+p+l)otlaetpdansl\l
2p

9S=y i dS=¥ In(1+4) e S= S ak<n 0S=3
i=p k=1 j=k j=

3j+1
2]
12

=

n

g) S= kgz k21—1c' Montrer d’abord que pour k=2 : ﬁ = ﬁ -

n

h)S= )Y  hk (onpourra utiliser 'égalité }_ k3= [%]Z)
1sh<ks<n k=1

DsS= X (@(-J pS= X @G-j
1< i,j <n 1sisjsn

Exercice 7 Formule de Bernoulli

Montrer que V(a,b) € R? et n € N* :

n-1
a"-b"=(a-b) ) akpn-1-k
k=0

En particulier a® — b = (a— b)(a+ b) et a® — b® = (a— b)(a® + ab + b*) Aretenir

Exercice 8 n et p sont des entiers naturels. avec n > 1
Calculer les produits suivants :
n

n
aP= I «k oulspsn byP=1]] a ou0spsn
k=n-p+1 k=p

n n n n—1
oP=TJlek dP=11ke?* eP=ICketP=]]RCk+1)
k=1 k=1 k=1 k=0
HP=11 £

fel k+1

n
Exercice 9 Calculer V,, = Y. kk!avec n € N* (on pourra écrire k = (k+1) —1).
k=1
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FOCUS

* Propriétés calculatoires de 'exponentielle :
VxeR,e*>0.

e'=1 el=27 e*>1ex>0
Pourtousréels xet yetne Z:

1) eV =e*xe¥ 2)er= elx

3) e* Y = :_; 4) (e¥)" = e"*

* Propriétés calculatoires du logarithme :
In1=0 Ine=1 Inx>0< x>1.
Pourx>0ety>O0réelsetneZ:

1) In(xy)=lnx+Iny 2) ln(%):—lnx
3) ln(i) =lnx-Iny 4)In(x") = nlnx

5) In(v/x) = %lnx

e Si dans un calcul, ce n'est pas l'une des
sommes du cours, c’est que 'on a un télesco-

page.

e Dans une somme double, on a deux choix de
calcul. Lorsque les indices sont indépendants,
ce choix n'a pas d'importance, en revanche
lorsque les indices dépendent 'un de I'autre, la
somme "intérieure" doit étre celle la plus facile
a calculer.



COURS

1.4 Les coefficients binomiaux
Soient k et n dans N.

On appelle "k parmi n", noté (}), le nombre de parties a k
éléments dans un ensemble a n éléments.

n| K n| n! k<
k =0sik>net k —mm <n

« Propriétés des "k parmi n" :

1) Valeurs usuelles : () =1 (M=n (M=1 (0= n(n-1)

2) Symétrie : Pour k < n, ="

3) Triangle de Pascal : Pour k< n, (1) +(,")) = ("+")

4) Formule du capitaine : Pour 1 < k< n, k(}) = n(z:%)

Cette formule est hors programme mais tres utile (a connaitre et
savoir démontrer).

e Formule du bin6me de Newton :
Soient n € N et (a, b) € R2.

(a+b)" =Y (Z)akb”_k =) (Z)bka"_k

k=0 k=0

L (n — &y k n-k _ n_on
Exemple: Y ()= X (})11 1+D"=2
- k=0

Cette somme est le nombre de parties que 'on peut prendre dans
un ensemble a n éléments.

METHODES ET COMMENTAIRESW

* (}) est aussi appelé coefficient binomial a cause de la formule
du bindme de Newton. C’est le nombre de facons de choisir k
objets distincts parmi n objets donnés avec k < n.

Lordre du choix est indifférent.

Exemple : si on joue une grille de loto ol1 'on coche 6 numéros
sur 49 possibles, ily a (469) grilles différentes et le nombre de grilles
comportant 4 bons numéros sur 6 gagnants est (5) x (%).
e Le triangle de Pascal permet de calculer les coefficients bi-
nomiaux de proche en proche :

e La formule du capitaine permet de calculer des sommes
avec k(Z) pour "enlever" le k devant le coefficient binomial.

e Le bindbme de Newton est une généralisation des identités
remarquables dans le but de développer ou factoriser (enlever le
symbole sigma).
Exemples: 1) (a+b)® = a® +3a?b+3ab® + b.
2) (a-b)* = a* —4a®b+6a*b® - 4ab® + b*.
3) (1+3x)% =1+ 12x+54x% +108x> + 81x%.
4) 2x-1)5 =32x° - 90x* + 80x> — 40x? + 10x - 1.
n n n

53 [=%(0-()= 3 @arkoa=2n

k=1 k k=0
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Chapitre 3 - Calculs dans



EXERCICES

Exercice 10 Développer les expressions.
A=(1+x° B=@2-30* C=x-1°

Exercice 11 Montrer la formule du capitaine :
n n-1
k =

Exercice 12 SoitneN, n=2et x e R.
Simplifier :

pourl<sks<netneN*.

snzf(Z) Tn(x):i(;cl)xk Ry (x) = i( )kxk i

k=3 k=0

On pourra chercher un lien entre R, et T;, concernant la dérivée ou bien utiliser la
formule du capitaine.

Exercice 13 Exprimer en fonction de n e N* :

n+1 n n n n 1.ln
Up=) Va=) k W,=) (-D"'k
k iz \k k=1 k

k=2
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()=t (M=n  ()=1 ()=

n
1
Pourk<n, (}) = (n ) (symétrie)
(M +(.") = ("t (triangle de Pascal)
k() =n(i- 1), 1 < k < n (formule du capitaine)

e Formule du bindme de Newton :
Soient n € N et (a, b) € R?

(a+bh)"=3)" (Z)akb"_k =y (Z)bka"_k

k=0 k=0

« Si on nous demande de calculer une somme
dans laquelle il y a des coefficients binomiaux,
c’est le plus souvent un bindme de Newton.

e Les contraintes quand on doit factoriser
un bindme de Newton (formule lue de droite a
gauche du signe égal) sont :

1) On ait bien (}) et non pas (./;) ou (")
(auquel cas on fait un changement d’indice
j=k+louj=k-1).

2) La somme commence a 0 et termine a 7.



