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Avant-propos

Préparation à l’agrégation. L’année de préparation à l’agrégation est riche
en émotions et en découvertes. Elle marque un temps durant lequel la grande
liberté laissée à l’agrégatif peut devenir un obstacle : il faut gérer de front l’ap-
prentissage de contenus théoriques nouveaux, la préparation d’écrits techniques,
l’entraînement aux épreuves de modélisation et la cartographie d’une immense
bibliographie requise pour pouvoir présenter pas moins d’une centaine de leçons
spécialisées à l’oral. L’ambition de ce livre est d’accompagner le candidat dans
ce cheminement en proposant une gamme variée de développements de mathé-
matiques et d’informatique taillés pour les oraux de l’agrégation externe. Les
thèmes d’étude proposés illustrent de manière vivante et originale les concepts, en
couvrant toutes les leçons du programme et en proposant des ouvertures dans de
nombreuses directions d’approfondissement.

Prise de recul. Préparer l’agrégation ne revient pas à accumuler des connais-
sances érudites sans liens les unes avec les autres. Bien au-delà de la liste de
leçons et de chapitres au programme, cette préparation constitue l’occasion d’une
prise de recul fondamentale pour le futur enseignant. Que ce soit sur des sujets
élémentaires abordés en première année d’université, tels que les espaces vectoriels
ou les suites numériques, ou des sujets plus élaborés, comme les algèbres de Lie
ou les variétés différentielles, l’agrégatif se doit d’acquérir une aisance tant théo-
rique que pratique. L’objectif, bien sûr, n’est pas de devenir un expert de chaque
domaine. Cela n’est ni possible compte tenu du temps disponible, ni souhaitable.
L’évaluation porte sur la maîtrise des idées présentées : le candidat reste libre de
choisir le niveau de difficulté de ses leçons et l’ampleur de leurs contenus, l’élément
essentiel pris en compte étant indubitablement la maîtrise du corpus présenté et
la clarté de l’exposition.
Ainsi, il vaut mieux (pour le candidat comme pour l’auditoire, qu’il s’agisse d’un
jury d’agrégation ou d’une classe d’étudiants) présenter une leçon très élémentaire
de façon vivante et parfaitement maîtrisée, illustrée par des exemples et des
applications et faisant apparaître avec clarté l’enchaînement et l’entrelacement
des idées, plutôt qu’un exercice de haute voltige technique et conceptuelle mal
exécuté. L’un des défis de la préparation à l’agrégation est donc de trouver un
chemin heureux entre le niveau de compréhension de l’étudiant, qui découvre
pour la première fois les notions présentées, et celui de l’expert. Ce défi constitue
aussi celui du présent ouvrage qui, loin d’une introduction au programme de
l’agrégation, tisse des liens entre les différentes parties du programme et invite à
prendre de la hauteur sur les notions déjà connues.



Ouverture culturelle. L’année passée à préparer le concours est également
l’occasion d’une grande ouverture culturelle. Le candidat, qu’il sorte de quelques
années d’études ou qu’il soit déjà professeur, n’a pas nécessairement eu l’occasion
de lire des myriades d’ouvrages, de revenir sur des cours passés ou d’explorer des
résultats et des domaines moins classiques bien qu’ils soient tout à fait accessibles.
Dans ce livre, nous avons eu à cœur d’ouvrir autant de portes que possible vers
de tels horizons.
Les auteurs, agrégés et pour la plupart docteurs dans différentes branches des
mathématiques ou de l’informatique, ont voulu mettre à profit leurs cultures
particulières ainsi que leur goût pour la pédagogie de sorte à proposer un corpus
polychrome de développements originaux. Ceux-ci, souvent construits à partir
de la littérature spécialisée, ont été sélectionnés pour leur pertinence ou leur
importance, puis adaptés au format de l’épreuve orale. De nombreux thèmes
généralement absents des contenus de l’agrégation, mais pourtant tout à fait
naturels pour illustrer les leçons et mettre en contact des idées trop souvent
séparées, sont ainsi développés : théorie analytique des nombres, utilisation de
l’analyse complexe en algèbre linéaire, actions de groupes en géométrie, études de
permutations aléatoires, principes d’incertitude pour les groupes, analyse p-adique,
ou encore étonnantes relations entre nombres premiers et polynômes irréductibles,
parmi tant d’autres merveilles. Lorsque le thème s’y prête, nous présentons des
développements à l’interface avec d’autres disciplines, peu abordées dans un cursus
universitaire de mathématiques et donc rarement connues des agrégatifs, comme
l’économie, la théorie des jeux, la biologie, la physique ou l’épidémiologie.

L’oral de l’agrégation. Le format des oraux de l’agrégation (3 heures de
préparation, 6 minutes de présentation du plan, 15 minutes de développement et
40 minutes de discussion et questions environ) ne doit pas mener à apprendre par
cœur des dizaines de développements pointus et des condensés entiers de théorie,
mais exige une aisance certaine avec les idées présentées et la bibliographie. La
longue durée de préparation avant l’oral, avec un accès à une bibliothèque et à
des livres personnels, donne clairement le ton de l’épreuve : en consultant une
démonstration, l’agrégatif doit se remettre en tête en quelques dizaines de minutes
la marche des idées et l’enchaînement des arguments qui forment la preuve. Il
ne faut pas s’y tromper : la réussite de l’épreuve ne dépend pas seulement du
niveau en mathématiques du candidat, mais également de sa capacité à mobiliser
efficacement des sources sur lesquelles fonder son travail.
Dans l’optique de servir au mieux les candidats y compris le jour de l’oral, nous
avons souhaité proposer un outil pensé pour cette épreuve, regorgeant de références
internes. Si chaque développement est autocontenu, les notations et définitions
moins habituelles restent toujours rappelées, des chapitres thématiques organisent
les différents sujets, une table de correspondances relie leçons et développements,
et un index complet des notions abordées permet de retrouver rapidement les
passages recherchés.
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Avant-propos

L’espoir de ce livre. Sans exiger de l’agrégatif qu’il passe une année à naviguer
à travers une éclectique bibliographie spécialisée, nous souhaitons partager des
résultats que nous trouvons intéressants et enthousiasmants tant sur le plan
mathématique que pédagogique, en les regroupant dans un ouvrage qui nous a
semblé faire cruellement défaut pendant notre préparation à l’agrégation.
Nombre de livres considérés comme des sources classiques de développements
sont soit obsolètes, soit introuvables, soit cantonnés aux rappels de cours, et ne
proposent que très peu de développements dans un format directement exploitable
pour l’oral. Nous espérons que ce nouvel ouvrage, constitué de 131 développements
pensés comme tels, saura suppléer à ce manque et apporter une solution pratique
et efficace pour beaucoup d’agrégatifs. Ainsi, chaque leçon du programme actuel
de l’agrégation s’y trouve illustrée par au moins trois développements, et souvent
davantage. L’informatique n’a pas été oubliée, toutes les leçons étant illustrées
par au moins deux développements, de sorte à constituer une référence unique à
partir de laquelle préparer un plan de bataille pour les oraux.

Par-delà le public des agrégatifs, le taupin curieux trouvera indubitablement dans
ce livre un bon entraînement pour les notions qui le concernent, l’enseignant de
premier cycle universitaire en tirera des idées pour faire vivre des concepts de
manière originale, et tout amoureux des mathématiques pourra se régaler de ces
lectures brèves mais intenses.

Investissement personnel de l’agrégatif. L’existence de ce livre, comme de
tout autre recueil de développements que l’on trouverait sur les étals ou sur Internet,
ne saurait dispenser l’agrégatif d’un travail fondamental : celui d’appréhender
chaque développement de manière consciencieuse et personnelle. C’est également
une saine discipline d’apprentissage : les développements proposés mobilisent des
mathématiques en tout genre, jetant souvent des ponts entre différents domaines
et utilisant des résultats et arguments plus ou moins classiques. Certains lecteurs
seront à l’aise avec des arguments qu’ils estimeront même trop détaillés sur tel
thème, et devront reconstruire toute la démarche pourtant standard sur tel autre.
La préparation à l’agrégation constitue l’occasion parfaite d’orienter ses efforts et
d’investir du temps pour comprendre et assimiler les sujets les moins maîtrisés,
jusqu’à pouvoir présenter les développements associés avec aisance et conviction.
Seule la maîtrise des détails des développements permettra, lors de la préparation
de l’épreuve, de retrouver les idées sans encombres et de ne pas devoir redécouvrir
les difficultés qui étaient restées cachées.
Nul livre ni professeur ne saurait suppléer à cette quête d’une compréhension
profonde et personnelle qui doit être ultimement transmise à l’oral. Il est naturel de
passer plusieurs heures à découvrir et à digérer un développement. Comprendre les
mathématiques ou savoir faire les calculs ne sont pas les seuls ingrédients pour une
présentation claire et convaincante. Nous mettons fortement en garde contre cet
écueil et espérons que ce livre sera un juste compagnon en ce sens : une référence
qui donnera des idées et des sujets, mais qui n’empêchera pas le lecteur d’adapter
la présentation de chaque développement avec ses propres mots et moyens, et
l’aidera à affronter ses difficultés de compréhension grâce aux commentaires et
aux exercices.
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La rédaction de cet ouvrage. Ce livre arrive au terme d’une aventure de
nombreuses années. Nous avons souhaité que chaque développement soit finement
abouti, calibré en termes de longueur et de difficulté, rédigé de manière limpide et
complète, et éclairé de plusieurs commentaires et questions d’approfondissement.
Pour cela, chaque développement a été affiné par au moins trois phases de
relectures indépendantes par les auteurs ou par des collègues et professeurs
extérieurs. Ces échanges, représentant une grande partie du travail de rédaction,
ont suscité de nombreuses discussions critiques et constructives qui ont contribué
à la richesse et à la qualité du contenu final de l’ouvrage. Cette dialectique a
permis de parfaire la rédaction des développements, de clarifier des arguments
passés sous silence, d’approfondir certains sujets par des commentaires utiles
(parfois susceptibles de constituer des développements à part entière) et d’enrichir
l’exposition par des remarques culturelles et heuristiques. Tous ces compléments,
nous l’espérons, permettront au lecteur de prendre le recul nécessaire sur les sujets
et les méthodes abordés sans avoir à consulter de nombreux autres ouvrages.
Nous sommes donc infiniment reconnaissants, pour les nombreuses propositions et
discussions qu’ils ont permises, à nos relecteurs et relectrices : Vincent Bansaye,
Lilian Besson, Maxence Brévard, Mathias Déhais, Clarence Kineider, Thomas
Lévy, Julie Parreaux, Luc Pellissier, François Wawrzyniak et David Xu.
Certains développements ont été rédigés par des contributeurs extérieurs avec le
même soin que nous avons passé à rédiger les autres développements ; ce livre ne
serait pas complet sans leurs contributions, et nous témoignons donc notre sincère
gratitude à Benjamin Dadoun, Julie Gauthier, Marc Pegon, Marcin Pulkowski,
Antonin Riffaut et François Wawrzyniak.
Notre reconnaissance va enfin aux soutiens et conseils mathématiques et typogra-
phiques de Simon Coste, Benjamin Dadoun et Vojislav Petrov, qui ont permis
à ce livre de voir le jour sous une forme bien meilleure qu’elle ne l’aurait été
originellement.

Si les efforts et le cœur mis dans la rédaction de cet ouvrage permettent aux
lecteurs, agrégatifs et curieux, d’enrichir leur culture et d’embrasser certains sujets
d’un regard un peu plus élevé, de trouver des chemins de traverse moins fréquentés
pour explorer les mathématiques, ou de rendre la préparation à l’agrégation plus
naturelle, efficace et aisée, les années passées à peaufiner ce livre auront été
couronnées de succès.
Nous espérons que vous profiterez pleinement de cette année de préparation à
l’agrégation et vous souhaitons une belle réussite au concours.

Bon courage et bonne lecture !

Le 12 juin 2020,
à travers le monde,

Pierre Le Barbenchon, Didier Lesesvre,
Pierre Montagnon et Théo Pierron
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Organisation de ce livre

Chapitres thématiques. Cet ouvrage a été organisé dans l’optique de faciliter
sa consultation. Les développements sont regroupés par chapitres thématiques, qui
correspondent essentiellement à la classification des leçons dans le programme. Ce
choix d’organisation a été dicté par le thème principal et les méthodes mobilisées.
Il ne restreint toutefois pas les développements au thème indiqué : un chapeau
plus précis détaille la façon dont chaque sujet s’insère dans les différentes leçons
qu’il est susceptible d’illustrer.

Structure des développements. Les développements ont été rédigés sous
forme d’exercices, ce qui nous a paru pertinent pour plusieurs raisons. Le découpage
en questions permet de donner une vision à plus haut niveau de la structure de
la preuve et de l’enchaînement des arguments. Il est primordial pour l’agrégatif
qui étudie un développement de trouver un juste milieu entre son apprentissage
par cœur et sa relecture complète le jour de l’oral. Présenter le développement
sous forme d’exercice permet d’éviter ces extrêmes : le candidat qui prépare
le développement pendant l’année est invité à s’appuyer sur ces jalons pour
le comprendre, et ces questions fournissent à leur tour un moyen efficace de
retrouver la trame du développement lors de l’épreuve. Nous espérons ainsi avoir
choisi un mode de présentation pédagogique et pratique, forçant à condenser
chaque démonstration en l’enchaînement de quelques étapes clés scandées par les
questions.

Chaque développement est suivi de commentaires tantôt mathématiques, tantôt
culturels, ou discutant de l’organisation de la présentation au tableau et des
variations possibles. Ces commentaires ont été écrits dans l’esprit d’ouverture que
nous souhaitons conserver : chacun demeure libre de présenter différemment chaque
résultat, par exemple en ne sélectionnant qu’une partie de l’exercice proposé ou
en développant plus avant un point abordé en commentaire. Nous ne pouvons
qu’encourager ces divergences, qui participent à une présentation plus personnelle
et donc plus adaptée.

Enfin, des exercices sont présents à la fin de chaque développement, et représentent
des questions qui pourraient être posées par le jury. Notre but est d’aider le lecteur
à s’assurer de sa bonne compréhension des détails du raisonnement, notamment
lorsque la correction passe un peu rapidement sur un point ou contourne une
difficulté dont il est important d’être conscient. Les questions posées invitent
donc tantôt à éclaircir un argument classique utilisé dans la preuve, tantôt à en
proposer une variation, et parfois, à des fins d’approfondissement, à considérer
une question indépendante mais sur le même thème. Nous nous sommes également



efforcés de donner une indication lorsque les arguments nécessaires à la résolution
de la question posée nous ont semblé moins immédiats.

Niveau de difficulté. Nous avons déjà souligné que la grande liberté laissée
lors des épreuves orales peut — et doit — mener à de nombreuses disparités de
niveau quant aux contenus présentés. C’est la raison pour laquelle nous avons
choisi de faire figurer un niveau de difficulté indicatif pour chaque développement,
entre F et FFF. Un développement de niveau F est élémentaire en tout point,
dans son objet comme ses arguments, sans être particulièrement long et sans
faire intervenir d’astuce ; nous avons par ailleurs fait un effort particulier pour
détailler chaque étape du raisonnement dans ce cas. Un développement de niveau
FFF est plus difficile, souvent à cause d’aspects techniques ou de passages sur
lesquels il est nécessaire de passer rapidement pour se concentrer sur le cœur
de la preuve, et parfois à cause de prérequis non triviaux ou moins classiques.
Ces choix demeurent bien sûr subjectifs, et certains pourraient trouver ardu un
développement marqué F portant sur des notions avec lesquelles ils sont peu
familiers, ou aisé un développement marqué FFF et mobilisant des idées et
techniques qu’ils maîtrisent déjà.

Par ailleurs, de nombreuses déclinaisons de chaque développement sont possibles :
on peut choisir de n’en exposer qu’une partie, de varier le niveau de détails ou,
dans certains cas, d’utiliser les commentaires fournis pour présenter une preuve
alternative. Ces modulations peuvent changer le niveau de difficulté, et nous
incitons le lecteur à consulter des développements sur des sujets ou leçons qui
l’intéressent indépendamment du niveau de difficulté indiqué. Ainsi, certains
développements indiqués comme étant de niveau FFF contiennent des parties
autonomes ou admettent des variations de preuves fournies en commentaires
qui pourraient constituer un développement F ou FF, et réciproquement. Les
choix de rédaction ont été faits pour respecter un équilibre entre les niveaux de
difficulté à l’échelle du livre, de sorte que celui-ci puisse proposer à chacun des
développements intéressants et adaptés à son niveau. Il fait toutefois partie du
travail de chaque agrégatif de juger par lui-même du niveau auquel il souhaite
placer sa présentation et de revisiter chaque développement à son gré.

Correspondances entre développements et leçons. L’objectif principal
de ce livre demeure de permettre à chaque agrégatif de composer son corpus
de développements en fonction de ses préférences et de ses besoins. Chaque
leçon du programme doit être illustrée par au moins deux développements que
le jury pourra demander d’exposer en détails après la présentation de la leçon.
De manière à aider le candidat à faire son choix, comprendre ses possibilités et
déterminer les développements les mieux adaptés pour illustrer ses leçons, nous
avons présenté des tableaux de correspondance entre développements et leçons à
la fin de l’ouvrage. Ainsi, il n’est pas nécessaire de consulter un développement
pour retrouver les leçons correspondantes, ni de parcourir tout l’ouvrage pour
trouver un développement adapté à une leçon donnée. Enfin, une présentation de
cette correspondance a également été fournie sous forme de graphes, permettant
une cartographie différente et utile pour choisir ses développements.
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Liste des notations

Ensembles, fonctions et nombres

δa symbole de Kronecker : 1 si a est le neutre et 0 sinon

δa=b symbole de Kronecker : 1 si a = b et 0 sinon

Γ fonction Gamma d’Euler

Jm,nK ensemble des entiers de m à n

Im(z) partie imaginaire du nombre complexe z

K∗ ensemble K privé de l’élément nul

d·e partie entière supérieure

b·c partie entière inférieure

Pf (E) ensemble des parties finies de l’ensemble E

C, Ck, C∞ ensemble des fonctions continues, de classe Ck, de classe C∞

F(X,Y ) ensemble des fonctions de X dans Y

1X fonction caractéristique (ou : indicatrice) de l’ensemble X

argmax f valeur ou ensemble de valeurs maximisant la fonction f

pgcd(p, q) plus grand commun diviseur de p et q

ppcm(p, q) plus petit commun multiple de p et q

Re(z) partie réelle du nombre complexe z

|X| cardinal de l’ensemble X

ζ fonction zêta de Riemann

A \B ensemble des éléments de A qui n’appartiennent pas à B

f ≡ a fonction identiquement égale à une constante

pk||n puissance de p maximale divisant n, i.e. pk | n et pk+1 - n

Sk somme de Newton

x+ partie positive max(0, x)

x− partie négative max(0,−x)



Y X ensemble des fonctions de X dans Y

Groupes, anneaux, corps

1G élément neutre du groupe G (notation multiplicative)

[E : F ] degré de l’extension de corps E/F

[G : H] indice de H dans G, i.e. nombre de H-classes dans G

K× ensemble des éléments inversibles de K

〈F〉 groupe ou structure engendrée par la famille F

H algèbre des quaternions de Hamilton

g = Lie(G) algèbre de Lie associée au groupe de Lie G

Sn groupe symétrique d’ordre n!

Aut(E) groupe des automorphismes de E (pour la structure considérée)

degP degré du polynôme P ∈ K[X]

degXP (X,Y ) degré partiel du polynôme P (X,Y ) en l’indéterminée X

Gal(L/K) groupe de Galois de l’extension L/K

' isomorphe (pour la structure considérée)

CG(x) centralisateur de l’élément x ∈ G dans le groupe G

D2n groupe diédral d’ordre 2n

E/F extension de corps F ⊂ E

G · x orbite de x sous l’action de G

Gx stabilisateur de x sous l’action de G

Z(X) centre de X, i.e. éléments commutant avec tous les autres

Algèbre linéaire

χA polynôme caractéristique de la matrice A

com(·) comatrice

An(K) espace des matrices antisymétriques de taille n sur K

Dn(K) espace des matrices diagonales de taille n sur K

Mn(K) espace des matrices carrées de taille n sur K

Sn(K) espace des matrices symétriques deMn(K)

S++
n (K) ensemble des matrices symétriques définies positives deMn(K)

L(E) espace des endomorphismes de E
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Liste des notations

L(E,F ) espace des applications linéaires de E dans F

Lc(E,F ) espace des opérateurs linéaires continus de E dans F

diag(a1, . . .) matrice diagonale deMn d’entrées a1, . . .

GLn(K) groupe des matrices inversibles de taille n sur K

Sp(A) spectre de la matrice A ∈Mn(K) sur le corps K

SpL(A) spectre de la matrice A ∈Mn(K) sur le corps L

Vect(F) espace vectoriel engendré par la partie F

µA polynôme minimal de la matrice A

ρ(u), ρ(A) rayon spectral de l’endomorphisme u, de la matrice A

tr(·) trace

In matrice identité de taille n

Jn,r matrice diag(1, . . . , 1, 0, . . . , 0) de taille n× n et de rang r

u∗, A∗ adjoint de l’opérateur u, de la matrice A
tA transposée de la matrice A

Géométrie, formes quadratiques

〈·, ·〉 produit scalaire

On(K) groupe orthogonal deMn(K)

SOn(K) groupe spécial orthogonal deMn(K)

∧ produit vectoriel

Topologie, analyse fonctionnelle

�,Θ domination dans les deux sens : f � g si f = O(g) et g = O(f)

B(a, r) boule ouverte de centre a et de rayon r

B(H) espace des opérateurs bornés d’un espace de Hilbert H

C∞c (I) espace des fonctions de classe C∞ sur I et à support compact

H demi-plan de Poincaré

K(H) espace des opérateurs compacts d’un espace de Hilbert H

supess supremum essentiel d’une fonction

vol(A) volume d’une partie A de Rn pour la mesure de Lebesgue

ωf module de continuité de la fonction f

|||T ||| norme de l’opérateur linéaire continu T

xv



B(a, r) boule fermée de centre a et de rayon r

∂A bord topologique de l’ensemble A, soit ∂A = A\A◦

? opérateur de convolution

f̂ transformée de Fourier de f

C(a, r) cercle de centre a et de rayon r

E′ dual topologique de E

E∗ dual de E

f = Ω(g) notation Ω de Landau : f/g est bornée

f = Θ(g) notation Θ de Landau : f = O(g) et f = Ω(g)

f = O(g) notation O de Landau : f/g est bornée

H1 espace de Sobolev

Calcul différentiel

∆ opérateur laplacien

ẋ dérivée par rapport au temps de la quantité x

df(x) différentielle de f en x

∇f gradient de f en x

Df(x) matrice jacobienne de f en x

Probabilités, statistiques

E(X) espérance de la variable aléatoire X

Γ(k, θ) loi Gamma de paramètres k et θ

B(n, p) loi binomiale de paramètres n et p

B(p) = B(1, p) loi de Bernoulli de paramètre p

E(λ) loi exponentielle de paramètre λ

G(p) loi géométrique (sur N∗) de paramètre p

N (µ, σ2) loi normale d’espérance µ et de variance σ2

P(λ) loi de Poisson de paramètre λ

Cov(X,Y ) covariance des variables aléatoires X et Y

P mesure de probabilité

P(A|B) probabilité de A sachant B
L−→

n→+∞
convergence en loi

xvi



Liste des notations

P−→
n→+∞

convergence en probabilité
p.s.−→

n→+∞
convergence presque sûre

Lp ensemble des variables aléatoires admettant un moment d’ordre p

Théorie des graphes
`(f) longueur de la face f dans un graphe planaire
G complémentaire du graphe G
V(X) variance de la variable aléatoire X
Cn cycle à n sommets
dG(u) degré du sommet u dans le graphe G
d+
G(u) degré sortant du sommet u dans le graphe G
d−G(u) degré entrant du sommet u dans le graphe G
G− s suppression du sommet s dans le graphe G
G− st suppression de l’arête ou arc st dans le graphe G
G · st identification des sommets s et t dans le graphe G
Kn clique à n sommets
N+
G (u) voisinage sortant du sommet u dans le graphe G

N−G (u) voisinage entrant du sommet u dans le graphe G
NG(u) voisinage du sommet u dans le graphe G
Pn chemin à n sommets
uv arête ou arc d’un graphe entre les sommets u et v

Logique, calculabilité, complexité
[`0, . . . , `n−1] liste (simplement chaînée) de longueur n
⊥ faux
` : : L liste obtenue en ajoutant l’élément ` en tête de la liste L
Jt0, . . . , tn−1K tableau de longueur n
L(A) langage engendré par l’automate A
L(G) langage engendré par la grammaire algébrique G
> vrai
|w| longueur du mot w
S → aSb | ε règles de dérivation d’une grammaire algébrique
TM complexité temporelle de la machine de TuringM
x := a, x← a affectation de la valeur a à la variable x
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Développements d’algèbre





Groupes, actions et représentations

Les prémices de la théorie des groupes remontent aux travaux de Lagrange autour
de 1770 ; motivé par l’étude des racines d’équations polynomiales, il expose un
calcul des combinaisons qui n’est autre que la loi de composition pour le groupe
symétrique Sn. Le groupe symétrique demeure un exemple omniprésent et très
riche de groupe (Développements 4, 5, 6, 7). C’est Galois qui, quelques décennies
plus tard, introduit explicitement le terme de groupe, toujours dans le cadre des
équations polynomiales. La première étude systématique de la structure de groupe
est due à Cayley, en 1854 mais il faudra attendre la fin du XIXe siècle pour voir
l’essor de la théorie des groupes.
Un groupe est une structure algébrique munie d’une opération binaire vérifiant
de « bonnes propriétés ». Il peut être intuitivement pensé comme un ensemble
de mouvements qui offre la possibilité de se déplacer de manière naturelle (en
faisant un mouvement après l’autre : la loi est interne et associative), de demeurer
au même point (existence d’un élément neutre) et de revenir en arrière (chaque
élément admet un inverse). Cela donne une structure qui modélise de nombreux
problèmes : Galois s’intéresse aux groupes de permutations de racines, Klein aux
groupes d’isométries (Dév. 45) dans sa vision nouvelle de la géométrie, Kummer
introduit le groupe des classes d’idéaux pour mieux comprendre les équations
diophantiennes, les physiciens utilisent les groupes de symétries des molécules...
L’étude théorique des groupes, domaine immense et encore très actif, s’épanouit
dans de nombreuses directions. Classifier ne serait-ce que les groupes finis fut
l’une des grandes quêtes mathématiques du XXe siècle, et tout un univers s’ouvre
des groupes discrets aux groupes continus, en passant par les groupes topologiques
ou différentiels. Quelle que soit la particularité des groupes considérés, l’étude des
groupes s’appuie sur la notion de quotient, permettant de « dévisser » les groupes
pour les ramener à l’étude de groupes plus petits, idée particulièrement utile une
fois combinée aux théorèmes de Sylow (Dév. 8, 9).
Plutôt qu’étudier les éléments d’un groupe, il est souvent plus riche de le faire agir
sur d’autres espaces ou sur lui-même. C’est le principe à l’origine de la théorie
des actions de groupes, qui permet de réaliser un groupe comme un ensemble de
mouvements, autrement dit (dans le cas des actions linéaires en dimension finie)
comme un groupe de matrices. La théorie des représentations (Dév. 10, 11) est
donc un moyen de donner corps à des groupes abstraits dans le cadre de l’algèbre
linéaire, plus concrète et familière, et d’en tirer de nombreux résultats sur les
groupes. De manière analogue, laisser un groupe connu agir sur un ensemble
permet souvent d’obtenir des informations sur ce dernier.





Groupes, actions et représentations

Développement 1 (Incertitude de Heisenberg pour les groupes F)

a) Soit G un groupe abélien fini d’ordre n, et Ĝ son groupe dual. Soit f une
fonction dans F(G,C). On introduit sa transformée de Fourier définie par

∀χ ∈ Ĝ, f̂(χ) = 1
n

∑
a∈G

f(a)χ(a).

(i) Pour a ∈ G, notons δa la fonction sur G valant 1 en a et 0 ailleurs.
Montrer que

∀a ∈ G,
∑
χ∈Ĝ

χ(a) = nδa.

(ii) Montrer la relation d’orthogonalité des caractères,

∀a, b ∈ G,
∑
χ∈Ĝ

χ(a)χ(b) = nδa,b.

(iii) En déduire la formule d’inversion de Fourier,

∀a ∈ G, f(a) =
∑
χ∈Ĝ

f̂(χ)χ(a).

b) (i) Montrer la majoration

∀a ∈ G, |f(a)| 6
∑
χ∈Ĝ

∣∣∣f̂(χ)
∣∣∣ .

(ii) Notons supp f le support de f , c’est-à-dire l’ensemble des a ∈ G tels que
f(a) 6= 0. Montrer qu’il existe un M > 0 tel que

∀χ ∈ Ĝ,
∣∣∣f̂(χ)

∣∣∣ 6 M

n
|supp f |.

(iii) En déduire le principe d’incertitude de Heisenberg pour les groupes :

|supp f | · |supp f̂ | > n.

Leçons concernées : 104, 107, 246

Ce développement est un résultat important sur les groupes abéliens finis (104),
exploitant fortement la dualité dans les groupes abéliens pour décomposer toute
fonction dans la base formée des caractères additifs (107) du groupe. Les idées
maîtresses sont celles de l’analyse harmonique abélienne, qui en cela est parallèle à
celle des séries de Fourier (246) et peut être utilisée pour illustrer une généralisation
de la leçon concernée si une partie du plan est dédiée à l’analyse harmonique
abélienne au-delà de R/Z, comme expliqué dans les commentaires.
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1. Incertitude de Heisenberg pour les groupes

Correction.

a) (i) Soit a ∈ G. Si a = 0, on a bien∑
χ∈Ĝ

χ(a) =
∑
χ∈Ĝ

1 = n.

Si a 6= 0, alors il existe χ′ ∈ Ĝ tel que χ′(a) 6= 1. Or l’application χ 7→ χ′χ est une
bijection de Ĝ dans lui-même, elle peut donc servir de changement de variable.
On obtient dans ce cas∑

χ∈Ĝ

χ(a) =
∑
χ∈Ĝ

(χ′χ)(a) = χ′(a)
∑
χ∈Ĝ

χ(a).

Puisque χ′(a) est non trivial, cela implique que∑
χ∈Ĝ

χ(a) = 0.

(ii) Soit χ ∈ Ĝ. Puisque les caractères sont unitaires, χ est l’inverse de χ, et en
particulier par multiplicativité on a χ(a)χ(b) = χ(a − b) pour tous a, b ∈ G. Il
vient donc par ce qui précède, en remplaçant a par a− b,∑

χ∈Ĝ

χ(a)χ(b) = nδa,b.

(iii) La formule d’inversion de Fourier découle de l’orthogonalité des caractères,
montrée à la question précédente, qui s’écrit pour tous a et b dans G,

1
n

∑
χ∈Ĝ

χ(a)χ(b) = δa,b.

On calcule alors, pour tout x ∈ G,

∑
χ∈Ĝ

f̂(χ)χ(x) =
∑
χ∈Ĝ

(
1
n

∑
a∈G

f(a)χ(a)
)
χ(x)

= 1
n

∑
a∈G

f(a)
∑
χ∈Ĝ

χ(a)χ(x)

=
∑
a∈G

f(a)

 1
n

∑
χ∈Ĝ

χ(x)χ(a)


=
∑
a∈G

f(a)δa,x

= f(x).
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Groupes, actions et représentations

b) (i) Par la formule d’inversion de Fourier obtenue à la question a)(iii) et le
fait que les caractères sont unitaires, on a

|f(a)| 6
∑
χ∈Ĝ

∣∣∣f̂(χ)| (1)

(ii) En remplaçant f̂(χ) par sa définition, il vient∣∣∣f̂(χ)
∣∣∣ 6 1

n

∑
a∈G
|f(a)χ(a)| = 1

n

∑
a∈G
|f(a)|.

En majorant brutalement chaque terme de la somme par le maximum M de f ,
qui est bien défini car G est fini, on en déduit que pour tout χ ∈ Ĝ,∣∣∣f̂(χ)

∣∣∣ 6 M

n
|supp f |.

(iii) En introduisant la majoration précédente dans (1), il vient

|f(a)| 6
∑
χ∈Ĝ
f̂(χ) 6=0

M

n
|supp f | = M

n
|supp f̂ | · |supp f |.

En particulier, puisque le groupe est fini, il existe un certain a0 ∈ G pour lequel
on a |f(a0)| = M , on tire alors de l’inégalité précédente que

M = |f(a0)| 6 M

n
|supp f̂ | · |supp f |,

et M > f(0) = 1 est non nul. On en déduit le principe d’incertitude de Heisenberg

|supp f | · |supp f̂ | > n.

Commentaires.
© Ce développement propose de prouver le principe d’incertitude de Heisenberg
pour les groupes abéliens finis. Il s’agit de la généralisation du principe analogue
pour les fonctions périodiques, et un principe général en analyse de Fourier :
plus on souhaite localiser une fonction, plus il faut être prêt à concéder de
pertes sur la localisation de sa transformée de Fourier. Il s’agit bien du principe
d’incertitude de la physique quantique, qui énonce qu’il n’est pas possible de
connaître simultanément la position et le moment d’une particule avec une précision
arbitraire. La transformation de Fourier fournit un moyen de passer du formalisme
des positions au formalisme des moments, et le principe d’incertitude formulé dans
ce développement souligne qu’il n’est pas possible de sélectionner très précisément
les deux informations.
© On se réfère parfois aux « carrés de Heisenberg » pour parler de ce principe
d’incertitude. Géométriquement, en se plaçant dans l’espace des phases G× Ĝ, le
résultat obtenu stipule que le produit des supports recouvre un rectangle d’aire
au moins n.
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© Une situation élémentaire à garder en tête est celle des gaussiennes. Sans donner
de normalisation précise pour la transformée de Fourier d’une fonction sur R et
en ignorant les constantes, on a la dualité

f(x) ' e−α2x2 et f̂(x) ' e−x2/α2
,

de sorte que si le support (essentiel) de f est de mesure 1/α, alors le support (es-
sentiel) de f est de mesure α. L’heuristique demeure ainsi plus généralement : une
fonction et sa transformée de Fourier ne peuvent être toutes deux arbitrairement
concentrées autour d’un point. Pour des versions quantitatives de tels résultats,
on pourra se référer au Développement 85 sur les théorèmes de Paley-Wiener.
© Les arguments utilisés ici sont ceux de l’analyse harmonique sur les groupes.
L’idée principale est que l’analyse de Fourier, qui n’est qu’une décomposition
suivant les caractères du groupe R/Z, se généralise à bien des groupes abéliens,
notamment les groupes finis et les groupes topologiques compacts. Les fruits de
l’analyse harmonique en découlent alors de la même manière. Les idées ne sont en
rien plus difficiles que l’analyse de Fourier classique, une fois que les caractères
additifs exp(2iπn·) du tore R/Z sont remplacés par ceux de G.
© Explicitons la formule de Poisson pour illustrer le commentaire précédent. Soit f
une fonction sur G à valeurs complexes. Pour un sous-groupe H de G, on définit

H⊥ =
{
χ ∈ Ĝ : χ|H = 1

}
.

On a alors la formule ∑
h∈H

f(h) = 1
|G/H|

∑
χ∈H⊥

f̂(χ). (2)

À condition de remplacer les sommes par des intégrales contre une bonne mesure
de Haar et les cardinaux par des volumes, on arrive à une formule similaire pour
tout groupe abélien topologique. Dans le cas de G = R et H = Z, on retrouve
la forme de Poisson classique. En effet, le tore R/Z est alors de volume 1 et les
caractères de R (qui sont les exponentielles x 7→ exp(λx) avec λ ∈ C) qui sont
triviaux sur Z sont les x 7→ exp(2iπnx). La formule précédente s’écrit alors∑

n∈Z
f(n) =

∑
n∈Z

∫
R
f(λ)e2iπnxdx =

∑
n∈Z

f̂(n).

© La formule de Poisson est parfois considérée à tort comme une curiosité à
l’utilité douteuse. La formulation (2) montre qu’elle entrelace les propriétés de f
sur H et de f̂ sur H⊥, montrant qu’il s’agit essentiellement du même phénomène
que le principe d’incertitude. La relation qu’elle tisse entre différents mondes
« duaux » en fait l’un des outils les plus puissants en analyse harmonique et en
théorie des nombres. Elle contient en essence le théorème de Riemann-Roch en
géométrie algébrique, l’équation fonctionnelle de la fonction ζ de Riemann en
théorie des nombres, ou encore de nombreux liens insoupçonnés entre géométrie
d’une surface et théorie spectrale des opérateurs associés. On pourra se référer au
Développement 89 pour en voir une belle application géométrique.
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© Ce formalisme éclaire la transformée de Fourier rapide (voir Développement 106),
qui est une illustration de l’analyse harmonique sur les groupes abéliens finis.

Questions.
1. Expliquer pourquoi les χ(a), pour a ∈ G, sont des racines de l’unité.
2. Soit a 6= 0 dans G. Montrer qu’il existe χ ∈ Ĝ tel que χ(a) 6= 1.
Indication : penser à définir le caractère χ sur le groupe cyclique 〈a〉 (on pourra
penser au cas des racines n-ièmes de l’unité), puis l’étendre trivialement à G.
3. Rappeler pourquoi G et Ĝ ont le même cardinal.
4. Si y 6= 1, montrer que la translation x ∈ G 7→ xy est une bijection de G.
5. Définissons la convolution de deux fonctions f et g sur G par

∀a ∈ G, (f ? g)(a) = 1
n

∑
b∈G

f(b)g(a− b).

Montrer que f̂ ? g = f̂ · ĝ.
6. Soient deux groupes abéliens finis G et H. Montrer que Ĝ×H = Ĝ× Ĥ.
7. Déduire des relations d’orthogonalité pour les caractères prouvées dans le
développement le théorème de Plancherel pour les groupes abéliens finis :

∑
a∈G
|f(a)|2 = 1

n

∑
χ∈Ĝ

|f̂(χ)|2.

8. Prouver la formule de Poisson (2) mentionnée en commentaires.
Indication : on peut commencer par s’inspirer de la preuve classique de la formule
de Poisson pour R/Z, en introduisant la fonction moyennée sur H définie par,
pour tout x ∈ G,

F (x) =
∑
h∈H

f(xh).

Cette fonction est alors H-périodique et définit donc une fonction sur G/H. On
peut alors obtenir la formule, pour tout x ∈ G,

∑
h∈H

f(xh) = 1
|G/H|

∑
χ∈H⊥

f̂(χ)χ(x),

et il suffit de prendre x = 1 pour obtenir la formule de Poisson. Il est aussi
possible de vérifier directement la formule ci-avant en développant et en utilisant
les relations d’orthogonalité, comme dans le développement.
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2. Théorème de Dixon

Développement 2 (Théorème de Dixon F)

Soit G un groupe fini non abélien.
a) Soit Z(G) le centre de G. Montrer que [G : Z(G)] > 4.
b) Montrer que la probabilité p(G) pour que deux éléments de G tirés unifor-
mément et indépendamment commutent est majorée par 5/8.
c) On note D8 le groupe diédral à 8 éléments. Montrer que p(D8) = 5/8.

Leçons concernées : 103, 104, 106, 160, 161, 190

Le théorème de Dixon démontré dans cet exercice est un résultat surprenant de
théorie des groupes finis, ce qui le rend tout à fait adapté à la leçon 104. Sa
preuve consiste à établir une inégalité en apparence grossière en utilisant une
minoration de l’indice du centre d’un groupe non abélien, qui s’avère optimale
puisque l’égalité est réalisée dans le cas du groupe diédral D8. L’étude précise
de ce dernier justifie l’utilisation de ce développement comme une illustration
(facile) des leçons sur les isométries (106, 160 et 161). On peut enfin envisager de
présenter ce développement dans le cadre de la leçon sur les groupes quotient et les
groupes distingués (103), en remplaçant la preuve de la question a) ci-après par
celle donnée en commentaire. Enfin, le calcul de la probabilité recherchée passe
par un dénombrement explicite des éléments commutant dans le groupe diédral,
en faisant une bonne illustration pour la leçon de combinatoire (190).

Correction.
On rappelle que pour tout x ∈ G, on note

Cx = {g ∈ G : gx = xg}

le centralisateur de x dans G.
a) Comme G n’est pas abélien, il existe un élément x ∈ G dont le centralisateur Cx
n’est pas égal à G tout entier, et donc tel que l’indice [G : Cx] de Cx dans G est
au moins égal à 2. Par ailleurs, le centre Z(G) de G est un sous-groupe de Cx,
qui n’est pas égal à Cx puisqu’il ne contient pas x. Par conséquent, [Cx : Z(G)]
est lui aussi au moins égal à 2, d’où, par multiplicativité des indices,

[G : Z(G)] = [G : Cx] · [Cx : Z(G)] > 4.

b) Par définition de la probabilité p(G), on a

p(G) = 1
|G|2

∣∣∣{(x, y) ∈ G2 : xy = yx
}∣∣∣

= 1
|G|2

∑
x∈G
|{y ∈ G : xy = yx}|

= 1
|G|2

∑
x∈G
|Cx| .
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Notons que x ∈ Z(G) si et seulement si Cx = G, de sorte que x /∈ Z(G) implique
que [G : Cx] > 2, autrement dit |Cx| 6 1

2 |G|. En séparant la somme ci-avant entre
éléments du centre et éléments hors du centre, il vient

p(G) = 1
|G|2

 ∑
x∈Z(G)

|Cx|+
∑

x∈G\Z(G)
|Cx|


= 1
|G|2

 ∑
x∈Z(G)

|G|+
∑

x∈G\Z(G)
|Cx|


6

1
|G|2

 ∑
x∈Z(G)

|G|+
∑

x∈G\Z(G)

|G|
2

 .
De plus, la question a) garantit que [G : Z(G)] > 4, ce qui se traduit par le fait
que |Z(G)| 6 1

4 |G|. On obtient donc comme voulu

p(G) 6 1
|G|2

( |G|
4 |G|+

(
|G| − |G|4

) |G|
2

)
= 5

8 .

c) Le groupe diédral D8 est composé de quatre rotations (d’angles 0, π/2, π
et 3π/2) et de quatre réflexions. Déterminons les couples d’éléments de D8 qui
commutent :
• Une rotation de D8 commute avec toute autre rotation de D8.
• Si s ∈ D8 est la réflexion d’axe ∆ et si s′ ∈ D8 est la réflexion d’axe ∆′,
alors s ◦ s′ est une isométrie directe de D8 donc une rotation, et son angle
est le double de l’angle orienté (∆′,∆) modulo 2π. Comme s′ ◦ s = (s ◦ s′)−1

(puisque s et s′ sont des involutions), s′ ◦s est la rotation d’angle le double de
l’angle orienté (∆,∆′) modulo 2π. Ainsi, s′ et s commutent si et seulement si

2(∆,∆′) ≡ 2(∆′,∆) mod 2π,

c’est-à-dire
4(∆,∆′) ≡ 0 mod 2π,

soit
(∆,∆′) ≡ 0 mod π/2.

Une réflexion s ∈ D8 d’axe ∆ commute donc avec elle-même et avec la
réflexion dont l’axe est ∆⊥, mais pas avec les autres réflexions.
• Si s est une réflexion de D8 d’axe ∆ et r une rotation de D8, voyons à quelle
condition elles commutent. L’isométrie r ◦ s ◦ r−1 ∈ D8 est de déterminant
−1, donc c’est une réflexion. De plus, on voit facilement qu’elle préserve
la droite r(∆), et donc qu’elle est d’axe r(∆). Si s et r commutent, alors
r ◦ s ◦ r−1 = s, donc r(∆) = ∆ ; r est donc l’identité ou la rotation d’angle π,
c’est-à-dire −Id. Réciproquement, il est clair que Id et −Id commutent avec
toutes les réflexions de D8.
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Puisque D8 est composé de 8 éléments, il y a 64 couples dans (D8)2. Décomptons
ceux qui commutent en les distinguant selon leur premier élément, en utilisant la
discussion précédente pour conclure dans chaque cas :
• Id et −Id commutent avec tous les éléments de D8. Il y a donc 2× 8 = 16

couples d’éléments commutants de D8 dont le premier élément est Id et −Id.
• Les deux rotations autres que Id et −Id commutent avec les rotations uni-

quement (donc avec quatre éléments), ce qui correspond à 2× 4 = 8 couples.
• Les quatre réflexions commutent chacune avec deux réflexions et deux rota-

tions (donc avec quatre éléments), ce qui correspond à 4× 4 = 16 couples.
Il vient donc :

p(G) = 16 + 8 + 16
64 = 40

64 = 5
8 ,

ce qu’il fallait établir.

Commentaires.
© On peut proposer une autre preuve du résultat de la question a). Puisque G
n’est pas abélien, Z(G) est d’indice au moins 2. Si cet indice était égal à 2 ou 3,
alors G/Z(G) serait cyclique en tant que groupe de cardinal 2 ou 3. Mais alors G
serait abélien : en effet, en notant aZ(G) ∈ G/Z(G) un générateur de G/Z(G) on
aurait pour tous x et y dans G l’existence de m et n entiers tels que x ∈ anZ(G)
et y ∈ amZ(G), et donc de z1 et z2 dans Z(G) tels que x = anz1 et y = amz2. On
aurait alors

xy = anz1a
mz2 = anamz1z2 = amanz2z1 = amz2a

nz1 = yx

puisque z1, z2 ∈ Z(G). Ainsi, l’indice de Z(G) est nécessairement supérieur ou
égal à 4.
© Le théorème de Dixon donne une majoration de la probabilité p(G). On voit dans
le Développement 7 qu’il est impossible de minorer p(G) par un réel strictement
positif indépendamment du cardinal de G puisque limn→+∞ p(Sn) = 0.

Questions.
1. Démontrer que le centralisateur d’un élément x de G ainsi que le centre Z(G)
de G sont des sous-groupes de G.
2. Montrer que si G/Z(G) est abélien, alors G est abélien.
3. Montrer que si H est un sous-groupe de G et si K est un sous-groupe de H,

[G : K] = [G : H] · [H : K].

4. Justifier la majoration∑
x∈Z(G)

|G|+
∑

x∈G\Z(G)

|G|
2 6

|G|
4 |G|+

(
|G| − |G|4

) |G|
2

dans le premier calcul de la question b).

Indication : raisonner en termes de combinaisons convexes de |G|2 et de |G|.
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5. Montrer qu’il existe une infinité de groupes pour lesquels p(G) = 5/8.
6. Montrer qu’un groupe fini pour lequel l’égalité p(G) = 5/8 est vérifiée a
nécessairement un cardinal multiple de 4.
7. Justifier que p(G) = kG/|G|, où kG est le nombre de classes de conjugaison
dans G.
Indication : on pourra d’abord montrer que |Cx| = |G|

|Ω(x)| pour tout x ∈ G,
où Ω(x) est la classe de conjugaison de x dans G. On pourra aussi se référer au
Développement 7 pour trouver un raisonnement similaire dans le cas où G = Sn.
8. Rappeler comment est défini l’angle entre deux droites du plan euclidien.
9. Détailler l’argument permettant d’obtenir dans la question c) l’angle de la
rotation s ◦ s′ lorsque s ∈ D8 est la réflexion d’axe ∆ et s′ ∈ D8 est la réflexion
d’axe ∆′.
10. Dresser la table de la loi de composition du groupe D8.
11. Montrer qu’une présentation du groupe D8 par générateurs et relations est
donnée par 〈s, r | s2, r4, (sr)2〉, c’est-à-dire que tout groupe non abélien engendré
par deux éléments s et r tels que s /∈ 〈r〉, r /∈ 〈s〉 et s2 = r4 = (sr)2 = 1 est
isomorphe à D8.
12. Donner une présentation du groupe D2n par générateurs et relations pour
tout n > 1.
13. Déterminer les classes de conjugaison dans D8.
14. Calculer p(D2n), où D2n est le groupe diédral de cardinal 2n, avec n > 1.
15. Vérifier que p(H8) = 5/8, où H8 = {±1,±i,±j,±k} est le groupe des quater-
nions de Hamilton, défini par les relations

i2 = j2 = k2 = ijk = −1.
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3. Générateurs de SL2(Z)

Développement 3 (Générateurs de SL2(Z) F)

On introduit les matrices de SL2(Z) données par

S =
(

0 −1
1 0

)
et T =

(
1 1
0 1

)
.

a) Montrer que S et T engendrent SL2(Z).
b) Soit N > 2. Introduisons le sous-groupe de congruence

Γ(N) = {M ∈ SL2(Z) : M ≡ I2 mod N}.

(i) Montrer que la réduction SL2(Z)→ SL2(Z/NZ) est surjective.
(ii) En déduire l’isomorphisme SL2(Z)/Γ(N) ' SL2(Z/NZ).

Leçons concernées : 101, 106, 108, 120, 122, 142, 150

Ce développement propose de prouver que le groupe modulaire SL2(Z) est engendré
par deux éléments S et T , et repose sur la compréhension de l’action de ces deux
éléments sur une matrice générique de SL2(Z) de sorte à ramener tout élément à
l’identité par un produit de puissances de S et T . Cela en fait un très bon exemple
de méthodes utilisées pour les leçons sur les actions de groupes (101, 150), plus
particulièrement du groupe linéaire (106), ainsi que sur les systèmes générateurs
de groupes (108). Le développement utilise fortement l’aspect arithmétique des
entrées des matrices, et repose sur l’algorithme d’Euclide : en effet, la preuve
du résultat de la question a) n’est qu’une traduction matricielle de l’algorithme
d’Euclide, qui peut être réalisé par multiplications successives par des matrices S
ou T . Cela justifie la présence de ce développement dans les leçons dédiant une
partie au pgcd (122 et 142). Enfin, la question b) est un problème de relèvement
d’une matrice de SL2(Z/NZ) dans SL2(Z), qui demande l’intervention explicite
des relations de congruence ainsi que l’utilisation d’une identité de Bézout, faisant
une bonne illustration de la leçon 122 sur les anneaux Z/NZ.

Correction.
a) Soit G = 〈S, T 〉 le sous-groupe de SL2(Z) engendré par S et T . Regardons
l’effet des matrices S et Tn, pour n > 1, sur une matrice générique de M2(Z).
Pour tous a, b, c, d ∈ Z, en notant M la matrice

(
a b
c d

)
, on a les expressions

SM =
(
−c −d
a b

)
et TnM =

(
a+ nc b+ nd
c d

)
. (1)

Considérons une telle matrice M dans SL2(Z). Quitte à permuter a et c en valeur
absolue, ce qui est possible en multipliant à gauche par S d’après la première
opération dans les relations (1), on peut supposer que |a| > |c|. Supposons
que c 6= 0. La division euclidienne de a par c s’écrit a = cq + r pour un certain
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entier q ∈ Z avec les conditions 0 6 r < |c|. Par le calcul (1), on a donc que T−qM
est de la forme

T−qM =
(
a− qc ?
c ?

)
=
(
r ?
c ?

)
∈ SL2(Z).

L’élément en place (1, 1) de cette matrice est donc en valeur absolue strictement
inférieur à l’élément en place (2, 1). En multipliant à gauche par la matrice S, on
permute ces deux éléments au signe près, de sorte que l’on a strictement réduit, par
des multiplications à gauche par des matrices de G, la valeur absolue de l’élément
en place (2, 1). Tant que l’élément en (2, 1) est non nul, on peut itérer la procédure
en utilisant la division euclidienne, la multiplication par une puissance de T puis
la multiplication par S pour continuer à diminuer strictement la valeur absolue
de l’entrée (2, 1). Puisqu’il s’agit d’entiers, l’algorithme termine par une valeur
nulle en un nombre fini d’étapes. De plus, l’exécution de l’algorithme correspond
à une multiplication à gauche par un produit fini de puissances de S et T , qui est
donc une certaine matrice de G.
La matrice obtenue a son coefficient en place (2, 1) nul, est inversible et est à
coefficients entiers, de sorte qu’elle est de la forme(

ε m
0 ε

)
avec ε ∈ {−1, 1} et m ∈ Z. (2)

Ainsi, cette matrice est de la forme Tm ou −T−m pour un certain m ∈ Z.
Nous avons donc prouvé qu’il existe une matrice g ∈ G telle que gM est de la
forme ±Tm pour un certain m ∈ Z, et donné un algorithme pour obtenir une telle
décomposition. En remarquant que S2 = −I2, il s’ensuit que la matrice définie
par M = ±Tmg−1 est dans G.
Ainsi, toute matrice de SL2(Z) est dans G et, puisque l’inclusion réciproque est
immédiate, on a 〈S, T 〉 = G = SL2(Z).
b) (i) Soient ā, b̄, c̄, d̄ ∈ Z/nZ et une matrice

M =
(
ā b̄

c̄ d̄

)
∈ SL2(Z/NZ).

Par définition de Z/NZ, il existe des entiers a, b, c, d ∈ Z qui sont des antécé-
dents de ā, b̄, c̄, d̄ par la réduction modulo N respectivement. Par définition de
SL2(Z/NZ), on a ad − bc ≡ 1 modulo N , de sorte que pgcd(c, d,N) = 1 par le
théorème de Bézout. Il existe alors des entiers c′ et d′ tels que, modulo N ,

c′ ≡ c, d′ ≡ d, pgcd(c′, d′) = 1. (3)

On peut donc supposer que pgcd(c, d) = 1, quitte à renommer c′ et d′ en c et d
respectivement. Considérons alors un entier k ∈ Z tel que

ad− bc = 1 + kN.
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Puisque c et d sont premiers entre eux, il existe par le théorème de Bézout des
entiers u, v ∈ Z tels que

ud− vc = −k. (4)

On note alors a0 = a+ uN et b0 = b+ vN et on considère la matrice

M0 =
(
a0 b0
c d

)
.

La matrice M0 est dans SL2(Z), car

det(M0) = a0d− b0c = ad− bc+ (ud− vc)N = 1 + kN − kN = 1.

De plus, on a M0 ≡ M modulo N , ce qui signifie que M admet un antécédent
par la réduction modulo N .
(ii) C’est une conséquence de ce qui précède puisque le morphisme de réduction

φ : SL2(Z) −→ SL2(Z/NZ)

M 7−→ M

admet exactement Γ(N) comme noyau. De plus, par la question précédente φ est
surjectif. On obtient ainsi, par le premier théorème d’isomorphisme,

SL2(Z/NZ) = Im(φ) ' SL2(Z)/Ker(φ) = SL2(Z)/Γ(N).

Commentaires.
© Le groupe SL2(Z) est fondamental en géométrie comme en théorie des nombres :
il joue en dimension 2 le rôle que Z joue dans R en dimension 1. Il s’agit du groupe
des isométries du demi-plan de Poincaré H muni de sa métrique hyperbolique,
l’une des représentations de la géométrie hyperbolique. Il apparaît donc comme
un objet central dans l’étude des réseaux ainsi que des fonctions vérifiant des
propriétés de périodicité sur des réseaux, comme les formes modulaires de la
théorie des nombres, qui sont des fonctions quasi-SL2(Z)-périodiques. On pourra
se référer au Développement 81 et aux commentaires qui le suivent.
© Il existe une autre preuve classique, purement géométrique, de ce résultat, voir
par exemple [Ser67]. Cette dernière preuve fait de plus apparaître naturellement
le domaine fondamental classique de la surface modulaire H/SL2(Z). Plus pré-
cisément, l’action de SL2(Z) sur le demi-plan de Poincaré est donnée par les
homographies, pour z ∈ H et une matrice explicite de SL2(Z),(

a b
c d

)
· z = az + b

cz + d
.

Avec cette interprétation, la matrice S de l’énoncé est l’inversion de pôle 0 donnée
par z 7→ −1/z̄, et la matrice T est la translation donnée par z 7→ z + 1. Cette
compréhension géométrique de l’action de S et T sur H est à la base de la preuve
géométrique du résultat.
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© Il faut être prudent à la question b)(i) comme dans beaucoup de problèmes de
relèvement : il existe un candidat naturel pour la matriceM0, donné par la matrice
de coefficients a, b, c, d. Toutefois, bien qu’elle se réduise modulo N en M , rien
ne garantit qu’elle est dans SL2(Z), c’est-à-dire inversible. Ce n’est généralement
pas le cas, et il faut utiliser la latitude donnée par l’existence d’une infinité de
relations de Bézout pour conclure et construire une matrice adéquate.
© Le résultat de la question a) montre que la matrice M peut se mettre, par
l’action d’opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes, sous la forme
d’une matrice diagonale avec ses éléments diagonaux qui sont des unités. Il
s’agit d’un cas très particulier de la mise sous forme normale de Smith pour
une matrice à coefficients dans un anneau euclidien, qui en général donne des
coefficients diagonaux entiers (avec des relations de divisibilité en cascade). Puisque
la matrice est à coefficients entiers, ces coefficients sont nécessairement des unités
de l’anneau Z, à savoir ε = ±1. Voir Développement 37 pour une preuve générale
de l’existence et de l’unicité de la forme normale de Smith.

Questions.

1. Interpréter l’algorithme de la question a) en termes d’algorithme d’Euclide.
Donner une borne sur le nombre d’étapes requises dans l’exécution de cet algo-
rithme (en comptant la division euclidienne comme une seule opération).
2. Justifier la forme (3) obtenue pour c′ et d′ à la question b)(i).
3. Soit M = ( 18 14

4 2 ) ∈ SL2(Z/21Z). Trouver une matrice M0 ∈ SL2(Z) telle que
l’on ait M0 ≡M modulo 21.
4. Montrer que l’indice de Γ(N) dans SL2(Z) est fini.
5. Montrer que SL2(Z/NZ) est engendré par deux éléments d’ordre N .
6. Montrer que le sous-groupe engendré par S et T 2 est d’indice 3 dans SL2(Z).
7. Montrer que SL(2,Z) agit transitivement sur Z2\{(0, 0)}.
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Développement 4 (Ensembles de transpositions engendrant Sn F)

Soit n > 2 un entier et soit P un ensemble de transpositions de J1, nK. On
définit l’ensemble d’arêtes AP par

AP =
{
ij : (i j) ∈ P

}
et note GP = (J1, nK , AP ) le graphe de sommets 1, 2, . . . , n dont les arêtes
sont les éléments de AP .

a) Montrer que toute composante connexe de GP est stable sous l’action
naturelle des éléments de P .
b) Montrer que P engendre Sn en tant que groupe si et seulement si le
graphe GP est connexe.
c) Montrer que si P engendre Sn, alors |P | > n− 1.

Leçons concernées : 105, 108

Ce développement est construit à partir d’un exercice présenté dans la Revue de la
Filière Mathématiques [RMS01]. Il donne une caractérisation simple et visuelle
des ensembles de transpositions engendrant Sn et mobilise des calculs élémentaires
faisant apparaître explicitement les transpositions comme produits des éléments
de la famille génératrice considérée. Il trouve ainsi sa place dans les leçons sur les
permutations (105) et sur les parties génératrices d’un groupe (108).
En cas de besoin, on pourra se reporter à la page 705 pour trouver les définitions
de concepts de théorie des graphes utilisés dans ce développement.

Correction.

a) Soit C une composante connexe de GP . On doit montrer que :

∀µ ∈ P, µ(C) ⊂ C.

Soient µ ∈ P et j ∈ C. Fixons i ∈ C. Comme C est une composante connexe du
graphe GP , il existe un entier r > 1 et des transpositions σ1, . . . , σr ∈ P tels
que j = σr ◦ · · · ◦ σ1(i). On en déduit que µ(j) = µ ◦ σr ◦ . . . ◦ σ1(i), ce qui montre
qu’il existe un chemin de i à µ(j) dans GP et donc que µ(j) ∈ C. On a donc bien
l’inclusion µ(C) ⊂ C, donc C est stable sous l’action naturelle des éléments de P .
b) Supposons pour commencer que P engendre Sn. Si σ ∈ Sn, σ s’écrit par
hypothèse comme produit d’éléments de P . On déduit alors de la question a) que
si C est une composante connexe de GP , C est stable par σ pour tout σ ∈ Sn.
Ceci a pour conséquence immédiate que C = J1, nK, donc que GP admet une
unique composante connexe, c’est-à-dire est connexe.
Réciproquement, supposons que GP est connexe. On rappelle que les transpositions
de J1, nK engendrent Sn. Ce résultat très classique provient par exemple du fait
que toute permutation s’écrit sous la forme d’un produit de cycles à supports
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disjoints et que tout cycle de la forme (i1 . . . ik) s’écrit

(i1 i2 . . . ik) = (i1 i2)(i2 i3) · · · (ik−1 ik). (1)

On peut donc se contenter de montrer que le sous-groupe de Sn engendré par P
contient toutes les transpositions de J1, nK. Soient i et j deux éléments distincts
de J1, nK. Comme GP est connexe, il existe un chemin sans boucle entre i et j
dans GP , c’est-à-dire qu’il existe i0, i1, . . . , ir ∈ J1, nK distincts deux à deux, tels
que i0 = i, ir = j et (ik ik+1) ∈ P pour tout k ∈ J0, r − 1K. En écrivant que

(i0 ir) = (ir ir−1 . . . i2 i1)(i0 i1)(ir ir−1 . . . i2 i1)−1

il vient, grâce à une décomposition du type (1),

(i j) = (i0 ir) = (ir ir−1) · · · (i3 i2)(i2 i1)(i0 i1)(i1 i2)(i2 i3) · · · (ir−1 ir).

On voit alors que (i j) s’écrit bien comme un produit d’éléments de P , c’est-à-dire
que (i j) est un élément du sous-groupe de Sn engendré par P , ce qu’il fallait
démontrer.
c) On va montrer que pour tout graphe G = (S, A), le nombre c de composantes
connexes de G vérifie

c > |S| − |A|. (2)

Le résultat attendu découlera alors de la question b). En effet, si P engendre Sn,
alors GP est connexe donc admet une unique composante connexe. L’inégalité (2)
donnera alors 1 > |GP | − |AP |, d’où |AP | > n− 1, ce qui permettra de conclure
puisque |AP | = |P | par définition de AP .
Démontrons l’inégalité (2) par récurrence sur |A|. Si |A| = 0, le graphe G ne
contient pas d’arête, donc ses composantes connexes sont les sous-graphes ({x},∅)
avec x ∈ S, ce qui implique que c = |S| = |S| − |A|. Fixons à présent m ∈ N∗,
supposons la propriété vraie si |A| = m− 1 et considérons que |A| = m.
On choisit alors une arête xy ∈ A et on considère le graphe G′ = (S, A \ {xy}).
On remarque les points suivants :
• Toute composante connexe de G ne contenant ni x ni y est une composante

connexe de G′.
• Si x et y sont dans la même composante connexe de G′, alors les composantes

connexes de G′ sont exactement celles de G.
• Si x et y ne sont pas dans la même composante connexe de G′, alors la
composante connexe de G contenant x et y privée de l’arête xy admet une
partition en deux composantes connexes de G′ (celle contenant x et celle
contenant y).

Par conséquent, le nombre c′ de composantes connexes de G′ vérifie c′ 6 c+ 1.
Par hypothèse de récurrence, on a aussi

c′ > |S| − (m− 1) = |S| −m+ 1
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puisque G′ contient |S| sommets et m− 1 arêtes. On a donc

c > c′ − 1 > |S| −m = |S| − |A|,

de sorte que la propriété est vraie pour |A| = m. Cela montre par récurrence que
l’inégalité (2) est vraie quel que soit le cardinal de A et clôt la preuve.

Commentaires.

© Il est possible de démontrer le résultat de la question c) sans utiliser la relation
c > |S| − |A|. Nous présentons ci-après une telle preuve alternative.
Montrons par récurrence forte qu’un graphe connexe possédant n sommets a au
moins n− 1 arêtes. C’est évident pour n = 1. Soit N > 1 ; supposons la propriété
vraie pour tous les entiers n ∈ J1, NK et considérons un graphe non orienté connexe
G = (S, A) ayant N + 1 sommets. Soit s un sommet de G et d(s) son degré,
c’est-à-dire le nombre d’arêtes qui sont issues de s. On considère le sous-graphe
G′ de G dont l’ensemble des sommets est S \ {s} et dont les arêtes sont les arêtes
de G qui ne sont pas issues de s. On partitionne G′ en ses composantes connexes
notées Gi = (Si, Ai) où i ∈ J1, pK, si bien que :

|S| =
p∑
i=1
|Si|+ 1 et |A| =

p∑
i=1
|Ai|+ d(s). (3)

On va montrer que p 6 d(s). C’est évident si p = 1 ; on suppose donc désormais
que p > 2. On considère deux composantes connexes distinctes Gi et Gj de G′,
ainsi que xi et xj des sommets de Gi et Gj respectivement. Comme xi et xj sont
reliés dans G (qui est connexe) mais pas dans G′, tout chemin allant de xi vers xj
passe par s. Le sommet s admet donc dans G un voisin x′i ∈ Si et un voisin x′j ∈ Sj .
Ainsi, à chaque composante connexe Gi on peut associer un voisin x′i de s dans G.
On peut donc définir une injection de l’ensemble des composantes connexes dans
l’ensemble des voisins de s par Ci 7→ x′i, d’où p 6 d(s).
Pour tout i ∈ J1, pK, comme Gi est connexe et contient au plus N sommets, on a
|Si| − 1 6 |Ai| par l’hypothèse de récurrence. Par suite,

p∑
i=1
|Si| − p 6

p∑
i=1
|Ai|

soit, d’après (3) :
|S| − 1− p 6 |A| − d(s).

On a donc |A| > |S| − 1 + d(s)− p > |S| − 1 = N puisque p 6 d(s), ce qui établit
la proposition à démontrer dans le cas |S| = N + 1 et permet de conclure par
récurrence.
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Questions.

1. Expliquer comment on déduit du fait que µ(j) = µ ◦ σr ◦ . . . ◦ σ1(i) qu’il existe
un chemin de i à µ(j) dans GP dans la question a).
2. Expliquer pourquoi le fait que C soit stable par σ pour tout σ ∈ Sn implique
que C = J1, nK dans la question a).
3. Comment définit-on les composantes connexes d’un graphe non orienté ?
4. Tout élément d’un groupe s’écrit-il comme produit des éléments d’une de ses
parties génératrices ?
5. Justifier que dans un graphe fini connexe, il existe pour n’importe quel choix
de sommets i et j distincts un chemin sans boucle entre i et j.
6. Pour tout i ∈ N∗, on note r(i) l’unique entier de J1, nK congru à i modulo n.
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8

Cas P =
{
ir(i+ 1), i ∈ J1, nK

}
.

1
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3
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7

8

Cas P =
{
ir(i+ 2), i ∈ J1, nK

}
.

1
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8

Cas P =
{
ir(i+ k), i ∈ J1, nK

}
.

1

2

3

4

5

6

7

8

Cas P =
{
1i, i ∈ J2, nK

}
.

Figure 1.1 – Représentation des graphes GP correspondant aux cas considérés
dans la question 6, avec n = 8 et k = 3.
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4. Ensembles de transpositions engendrant Sn

Dire si P génère Sn dans chacun des cas suivants (les graphes GP correspondants
sont représentés dans la Figure 1.1) :

(i) P =
{
ir(i+ 1), i ∈ J1, nK

}
,

(ii) P =
{
ir(i+ 2), i ∈ J1, nK

}
,

(iii) P =
{
ir(i+ k), i ∈ J1, nK

}
où k ∈ N∗,

(iv) P =
{
1i, i ∈ J2, nK

}
.

7. Soit k ∈ N∗. Rappeler pourquoi le cardinal |〈k〉| du sous-groupe de Z/nZ
engendré par la classe de k est n/(k ∧ n), où k ∧ n est le plus grand diviseur
commun de k et n. Avec les notations de la question précédente, donner le nombre
de composantes connexes du graphe GP lorsque P =

{
ir(i+ k), i ∈ J1, nK

}
.

8. Donner en fonction de n la valeur du plus petit entier m tel que tout ensemble
de cardinal m formé de permutations de J1, nK engendre Sn.
9. Donner une partie génératrice de Sn de cardinal 2.
Indication : chercher une partie composée d’une transposition et d’un cycle.
10. Donner une décomposition explicite du cycle (1 5 3) de S5 comme produit
d’éléments de

P =
{
(1 3), (2 4), (2 5), (3 4)

}
.

11. Décrire les cas d’égalité dans la relation c > |S| − |A| démontrée dans la
question c).
12. Soit σ ∈ Sn que l’on décompose en produit de cycles à supports disjoints (en
incluant les cycles de longueur 1) sous la forme σ = c1 . . . cr. On écrit σ comme
un produit de transpositions sous la forme σ = τ1 . . . τk. Montrer que k > n− r.
Indication : on pose P = {τ1, . . . , τk}. Montrer que les orbites de J1, nK sous
l’action de σ sont contenues dans les composantes connexes de GP , puis en
déduire que r > c où c désigne le nombre de composantes connexes de GP et
conclure avec la relation (2).
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Développement 5 (Paires génératrices de sous-groupes de Sn FF)

Soit n > 1. Soit tn la proportion de paires (x, y) ∈ S2
n qui engendrent un

sous-groupe transitif de Sn.

a) Montrer la formule de récurrence

n =
n∑
k=1

(
n

k

)−1

ktk.

b) En déduire que
tn = 1− 1

n
+O

( 1
n2

)
.

Leçons concernées : 101, 104, 105, 108, 190

Ce développement est un résultat sur les groupes de permutations (105), qui s’insère
naturellement dans les leçons connexes 101 et 104. Le fait que le résultat concerne
des propriétés de générateurs en fait un développement original pour la leçon 108.
Les arguments de comptage présents à la première question le rendent également
bienvenu pour la leçon de combinatoire (190).

Correction.
a) Considérons une décomposition

J1, nK =
n⊔
i=1

Ai,

où les Ai sont des sous-ensembles de J1, nK éventuellement vides. Le nombre de
telles décompositions contenant pour tout i ∈ N∗ exactement ni ∈ N ensembles de
cardinal i, avec

∑
i ini = n et à permutation près des ensembles de même taille,

est donné par
n!

n∏
i=1

(i!)nini!
.

En effet, il y a n! permutations possibles de J1, nK. Par ailleurs, on peut décomposer
J1, nK en blocs de tailles |A1|, . . . , |An| dans cet ordre. Une telle décomposition est
invariante par permutation au sein de chaque bloc de taille i, ce qui justifie la
division par (i!)ni pour tout i ∈ J1, nK, et par permutation entre eux des blocs de
même taille, justifiant la division par ni! pour chaque i ∈ J1, nK.
Pour j ∈ J1, nK, notons aj = |Aj | le cardinal de Aj . Le nombre de couples de
permutations (x, y) ∈ S2

n engendrant un sous-groupe et telles que les Aj sont
exactement les orbites du sous-groupe 〈x, y〉 engendré par x et y est

n∏
j=1

(aj !)2taj =
n∏
i=1

((i!)2ti)ni .
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En effet, pour chaque j ∈ J1, nK, on peut choisir librement les restrictions des
permutations x|Aj et y|Aj au sein de l’une de leurs orbites Aj . Le groupe en-
gendré par ces restrictions est alors un sous-groupe 〈x|Aj , y|Aj 〉 de Saj agissant
transitivement sur Aj , donc il y a (aj !)2taj telles paires par définition de taj .
On obtient toutes les paires (x, y) ∈ S2

n en sommant, sur les décompositions
possibles de J1, nK en A1 t · · · t An, le nombre de paires (x, y) ∈ S2

n qui ont
exactement cette décomposition comme modèle. Cela donne

n!2 =
∑
(ni)i

n!
n∏
i=1

(i!)nini!

n∏
i=1

((i!)2ti)ni = n!
∑
(ni)i

n∏
i=1

(i!ti)ni
ni!

,

où les sommes sont sur les (n1, . . . , nn) tels que ni > 0 et
∑
i ini = n. En multipliant

par l’indéterminée Xn et en sommant sur n > 0, on obtient l’identité entre séries
formelles

∑
n>0

n!Xn =
+∞∑
n=0

∑
(ni)i

n∏
i=1

(i!ti)ni
ni!

Xn

=
+∞∑
n=0

∑
(ni)i

n∏
i=1

(i!ti)ni
ni!

 n∏
i=0

(
Xi
)ni =

+∞∏
i=0

+∞∑
j=0

(i!tiXi)j

j! (1)

=
+∞∏
i=0

exp(i!tiXi) = exp

∑
i>0

i!tiXi

 .
En dérivant formellement de chaque côté, il vient l’identité pour la fonction
génératrice de tn donnée par

∑
n>1

n · n!Xn−1 =
∑
i>1

i · i!tiXi−1 exp

∑
i>0

i!tiXi


=
∑
i>1

i · i!tiXi−1 ∑
k>0

k!Xk,

d’après la relation (1). En particulier, en écrivant l’égalité entre les deux termes
d’ordre n− 1, on obtient l’identité voulue :

n = 1
n!

n∑
i=1

i!(n− i)!iti =
n∑
i=1

(
n

i

)−1

iti.

b) Introduisons rn = n(1−tn), de sorte qu’il suffit de prouver que rn = 1+O(n−1)
pour avoir le résultat souhaité.
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Soit cn =
∑n−1
i=1

(n
i

)−1
i. On a, par la question a),

rn = n− ntn =
n∑
i=1

(
n

i

)−1

iti − ntn =
n−1∑
i=1

(
n

i

)−1

iti (2)

=
n−1∑
i=1

(
n

i

)−1

i−
n−1∑
i=1

(
n

i

)−1

ri

= cn −
n−1∑
i=1

(
n

i

)−1

ri.

Les ti sont des proportions, donc on a tn 6 1 et en particulier

0 6 rn 6 cn. (3)

Il suffit donc d’obtenir une information asymptotique sur cn. Par symétrie des
coefficients binomiaux, et en effectuant le changement de variables i 7→ n− i,

cn =
n−1∑
i=1

(
n

i

)−1

i =
n−1∑
i=1

(
n

n− i

)−1

(n− i)

= n
n−1∑
i=1

(
n

i

)−1

−
n−1∑
i=1

(
n

i

)−1

i = n
n−1∑
i=1

(
n

i

)−1

− cn,

de sorte que, pour n > 6 (autrement la somme apparaissant ci-après est vide),

cn = n

2

n−1∑
i=1

(
n

i

)−1

= 1 + 2
n− 1 + n

2

n−3∑
i=3

(
n

i

)−1

.

On peut alors majorer en utilisant les bornes sur les coefficients binomiaux(
n

i

)
>

(
n

3

)
, pour tout 3 6 i 6 n− 3.

On obtient donc la domination

n

2

n−3∑
i=3

(
n

i

)−1

6
n2

2

(
n

3

)−1

= O

( 1
n

)
.

Il vient donc
cn = 1 +O

( 1
n

)
.

En particulier, la suite (cn)n∈N est bornée. On obtient alors par l’inégalité (3) que
la suite (rn)n∈N est également bornée. Donc il existe une constante M > 0 telle
que

n−1∑
i=1

(
n

i

)−1

ri 6M
n−1∑
i=1

(
n

i

)−1

= 2M cn
n

= O

( 1
n

)
.

Ainsi on obtient en fin de compte, par l’expression (2) de rn,

rn = cn −
n−1∑
i=1

(
n

i

)−1

ri = 1 +O

( 1
n

)
.
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Commentaires.

© Ce développement repose sur des arguments typiques de combinatoire concer-
nant les permutations et les partitions d’entiers, voir par exemple [Dix96]. Notam-
ment, la première question on donne les coefficients multinomiaux à l’invariance
près par permutation des blocs de même taille.
© En pratique, la relation de récurrence obtenue à la question a) permet de
calculer récursivement les valeurs de tn. Pour donner une idée, on obtient t1 = 1,
t2 = 0.75, t3 ' 0.722, t4 ' 0.738, etc.
© Les séries considérées ne convergent bien évidemment pas : il s’agit d’une
identité entre séries formelles. L’idée est que ce n’est qu’une manière pratique
d’écrire un système infini d’identités algébriques paramétrées par n. Les identités
formelles écrites utilisent les seules des opérations algébriques de distributivité du
produit sur la somme et de commutativité de l’addition et du produit, et peuvent
donc prendre place dans l’anneau des séries formelles R[[X]]. Voir par exemple le
premier chapitre de [Car97] pour un exposé élégant, efficace et rigoureux de cette
théorie.
© Netto a conjecturé à la fin du XIXe siècle que presque toutes les paires de
permutations de Sn engendrent Sn. Dixon a été le premier à prouver cette conjec-
ture, obtenant la minoration de la probabilité pn qu’une paire de permutations
engendre Sn par

pn > 1− 2
(ln lnn)2 .

Il conjecture alors que le terme d’erreur devrait être de l’ordre de 1
n . Le résultat

présenté dans ce développement, également dû à Dixon (ainsi que la classification
des groupes finis), a permis à Babai de prouver en 1989 la conjecture de Dixon :

La probabilité qu’une paire d’éléments aléatoires de Sn engendre Sn

ou An admet le développement asymptotique

pn = 1− 1
n

+O

( 1
n2

)
.

En 2005, Dixon affine cette preuve et donne un développement asymptotique
calculable à tout ordre. Par exemple,

pn = 1− 1
n
− 1
n2 −

4
n3 −

23
n4 −

171
n5 +O

( 1
n6

)
.

© La quantité tn apparaît dans d’autres résultats en théorie des groupes finis. Par
exemple, un théorème dû à Hall énonce que le nombre de sous-groupes d’indice n
dans un groupe libre de rang 2 est égal à n!ntn. Un théorème de Comtet prouve
que n!ntn est le nombre de permutations de Sn+1 qui sont indécomposables, dans
le sens où elles n’envoient pas J1,mK dans J1,mK pour aucun m 6 n.
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Questions.

1. Justifier l’identité entre séries formelles obtenue en (1).
Indication : écrire le coefficient devant le terme Xn pour chaque côté de l’égalité.
2. Donner des exemples de sous-groupes transitifs et intransitifs dans S4.
3. Prouver que

(n
i

)
>
(n

3
)
pour tout i ∈ J3, n− 3K.

4. Si G est un sous-groupe transitif de Sn, montrer que G admet au moins n− 1
éléments sans point fixe.
5. Soit G un groupe fini ayant k classes de conjugaison. Montrer que le nombre
de paires (x, y) ∈ G2 telles que xy = yx est k|G|.
Indication : considérer l’action de G sur lui-même par conjugaison.
6. Donner les valeurs de t1, t2, t3 en utilisant le résultat de la question a).
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6. Ordre maximum des permutations

Développement 6 (Ordre maximum des permutations FF)

Soit r > 1. Introduisons la fonction de Landau, pour n > 1,

G(n) = max
{

ppcm(a1, . . . , ar) :
r∑
i=1

ai = n

}
.

a) Pour i ∈ J1, rK, considérons des nombres premiers distincts pi et des entiers
ei > 1. Notons m =

∏r
i=1 p

ei
i . On pose

S(m) =
r∑
i=1

peii .

(i) Si ppcm(a1, . . . , ar) = m, montrer que S(m) 6
r∑
i=1

ai.

(ii) En déduire que Sn contient un élément d’ordre m si et seulement si on
a S(m) 6 n. En particulier, G(n) = max{m ∈ N : S(m) 6 n}.

b) Introduisons P le plus grand nombre premier tel que
∑
p<P p 6 n où la

somme porte sur les nombres premiers. On pose F (n) =
∏
p<P p.

(i) Soient q1, . . . , qs les nombres premiers divisant G(n). Montrer que

s∑
i=1

ln qi < 2 + lnF (n) + lnP.

(ii) Si pe | G(n) avec e > 2, montrer que p 6
√

2P et pe 6 2P .
c) Prouver que lnF (n) ∼ lnG(n) et le théorème de Landau :

lnG(n) ∼ P lorsque n→ +∞.

Leçons concernées : 101, 104, 105, 121

Le développement proposé ici est un théorème dû à Landau sur l’ordre maximal
asymptotique des éléments du groupe symétrique Sn. Le résultat est basé sur de
nombreux arguments combinatoires typiques de la théorie des groupes finis, rendant
sa présentation pertinente dans le cadre des leçons associées (101, 104), ainsi que
sur des propriétés de théorie élémentaire des nombres premiers (121). L’inter-
prétation de la fonction de Landau comme l’ordre maximal d’une permutation
est une conséquence de la connaissance précise de la structure des permutations,
notamment leur décomposition en cycles disjoints et le rapport entre le type de
décomposition et l’ordre de l’élément. Cela justifie la présence de ce développement
dans la leçon 105.
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Groupes, actions et représentations

Correction.
a) (i) Soient a1, . . . , ar des entiers admettant m comme ppcm, choisis de sorte
que la somme

∑
i ai soit minimale. Il suffit de prouver le résultat pour un tel choix

de ai. Nous déduisons de la minimalité les propriétés suivantes :
• Pour tout i ∈ J1, rK, on a ai > 2. En effet, si l’un des ai était égal à 1, on
pourrait le retirer de la famille (a1, . . . , as) sans changer le ppcm mais en
diminuant strictement la somme.
• Pour tout i ∈ J1, rK, ai est une puissance de nombre premier peii . En effet, si
ce n’était pas le cas on pourrait écrire ai = bc avec b > c > 2 et premiers
entre eux, mais dans ce cas on pourrait remplacer ai par b et c, en diminuant
strictement la somme sans changer le ppcm.

Ainsi, on obtient que chaque ai est de la forme peii , et on en déduit

S(m) =
r∑
i=1

peii =
r∑
i=1

ai.

Puisque cela est vrai pour des entiers a1, . . . , ar ayant m pour ppcm et de somme
minimale, on en déduit que pour tous entiers a1, . . . , ar ayant m pour ppcm on a

S(m) 6
r∑
i=1

ai.

(ii) Si S(m) 6 n avec m =
∏
i p
ei
i , alors il existe un élément de Sn dont les

cycles disjoints sont de longueur peii (ceci est possible car la somme des longueurs
des cycles ne dépasse pas n). Celui-ci est alors d’ordre m (rappelons qu’un cycle
de longueur p est d’ordre p et que les pi sont des nombres premiers distincts, donc
premiers entre eux).
Réciproquement, s’il existe une partition n =

∑
i ai telle que ppcm(ai)i = m (ce

qui est équivalent à l’existence d’une permutation d’ordre m), alors la question
précédente assure que S(m) 6 n.
Ainsi on a, pour tout n > 1,

G(n) = max
S(m)6n

m.

b) (i) Ce qui précède ainsi que les définitions de P et G(n) donnent
s∑
i=1

qi 6 S(G(n)) 6 n <
∑
p6P

p. (1)

En soustrayant les nombres premiers qi 6 P , i.e. les nombres premiers p 6 P
divisant G(n), et en mettant à part le cas p = 2 on obtient

s∑
i=1
qi>P

qi 6 2 +
∑
p6P
p-G(n)
p impair

p. (2)
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