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Capitulo |

Revisao de Numeros Complexos

1. Introducao

Os numeros complexos surgiram com a necessidade de se
obter raizes para numeros negativos onde estes ndo possuem
solugdo no campo dos R (reais). Os numeros complexos sdo
representados pela letra 'E. Um numero complexo é representado

da seguinte forma:
z=a+bi ou z=x+yi

Onde aouXx é a parte real enquanto que biou yi é a parte
imaginaria do numero complexo z. Um regra importante para o

estudo dos niimeros complexos é saber que i> =—1. Tal condi¢do
serad usada em breve nos exercicios futuros. A representacdo de um

plano complexo pode ser dada da seguinte forma:

15



v

Onde representaremos X como a parte Real dos complexos,

como apresentado a seguir:

X =Re(z)

O valor de y sera a parte imagindria, como exposto abaixo:

y =1m(2)

O angulo @ formado no plano complexo sera chamado de

argumento do complexo, representado da seguinte forma:

16



O =ary(z)

0= arctan(l)
X

Onde 6 é medido em radianos e é determinado por
multiplos de 277 e 0 mesmo n3o é definido para o ponto Z =0+0i.
O mddulo ou valor absoluto, ou seja, a distancia entre a origem e o
ponto formado pelo nimero complexo serda representado pela

letrar e sera dado por:

r=l

Observe os dois nimeros complexos abaixo:

Z=X+Vi
w=r+ti
Dois nimeros complexos sdo iguais se e somente se a parte

real e imaginaria entre os mesmos forem iguais, ou seja, X=re

y=t.
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1.1 Exercicios

1) Dados os numeros complexos abaixo, diga quais que possuem

apenas parte real, parte imaginaria ou ambos.

a)z=10+5i
Resp: Re(z)=10 Im(z)=5

b)z=1
Resp: Re(z)=1 Im(z)=0

c)z=-2i

Resp: Re(z)=0 Im(z)=-2

d)z=-3+6i
Resp: Re(z)=-3 Im(z)=6

e)z=2+2i

Resp: Re(z2)=2 Im(z)=2

18



2. Propriedades dos Numeros Complexos

As seguintes propriedades sdo vdlidas nos numeros

complexos:

2, +2,=2,+1
)z,.2,=12,.2

)z, +(z,+2;)=(z,+2,) + 2,
V)z,(2,.25) =(2,.2,) .2,

V)2,(Z, +2,) =12,.2, + Z,.7,
vi)z.l=z

vii)z+0=z

viii)z.0=0

Se um numero complexo é escrito apenas com a parte
imaginaria, é chamado de imagindrio puro, como apresentado a

seguir:

19



Podemos representar o conjunto dos nimeros complexos da

seguinte forma:

C={z=x+yi/xeR,yeR}

Onde R C, ou seja, o campo dos numeros reais estd

contido no campo dos nimeros complexos.

2.1 Exercicios

1) Represente o nimero z=2+1ino plano complexo e encontre o

seu argumento e seu médulo.

-------------- Z=2+i

v
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r=yx’+y’
r=+v22+1°
r=+5

0= arctan(l)
X

0= arctan(%)

0 = 26,56°
0 = 26,56°.
180
,_ 26567 13287 _ 6647

180 90 45

3. Conjugado de um Numero Complexo

Um numero complexo z tera seu conjugado quando o

elemento bi tiver o sinal invertido. Ou seja, se z=a+bi o

conjugado de z sera z=a—bi. Observe que o conjugado de um

complexo é representado por uma barra superior do complexo z.

21



3.1 Exercicios

1) Dé o conjugado dos complexos abaixo relacionados.
a)z=1+5i

Resp: z=1-5i

b) z=-9-20i

Resp: 7 =-9+ 20i

c)z=-2i

Resp: 7=2i

d)z=-3

Resp: 7=-3
4. Adicdo de Complexos
A adicdo de numeros complexos é feita de maneira bem

facil, bastando somar os elementos da parte real e imaginaria.

Observe o exemplo apresentado a seguir:

22



Dados 7z, =—9-20ie z,=10+30i faga a adicdo destes

nimeros complexos.

z,+2,=(-9-20i) + (10 + 30i)
z,+2,=-9+10-20i +30i

z,+12,=1+10i

4.1 Exercicios

1) Faca as somas dos complexos apresentados a seguir.

a) z, =1+5ie z,=2+3i

Resp: z, +2, =3+8i

b) z, =10e z, =-5+5i

Resp: z,+2, =5+5i

c) z=—2ie z,=1+3i

Resp: z,+ 2z, =1+i
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d) z,=2e z,=06i

Resp: z,+2, =2+6i
5. Subtracao de Complexos

A subtracdo de complexos é feita praticamente da mesma
forma que a soma de complexos. Observe abaixo um exemplo

elucidativo.

a)Dados z,=10+10ie z,=5+3i faca a subtragdo destes numeros

complexos.

z,—2,=(10+10i) - (5+3i)
z,+12,=10+10i —5-3i

2,+2,=5+Ti

24



5.1 Exercicios
1) Faca as subtracdes dos complexos apresentados a seguir.
a) z,=1+5ie 2,=2+3i

Resp: 2, —z,=-1+2i

b) z, =10e z, =-5+5i

Resp: z, —z, =15-5i

c) z,=-2ie z,=1+3i

Resp: z, —z, =—1-5i

d) z,=2e z,=06i

Resp: z, —z, =2—6i

6. Multiplicacao de Complexos

Para multiplicarmos dois numeros complexos, deveremos

usar a regra dos produtos notaveis, lembrando sempre que i* =—1.

25



Observe o passo a passo do exemplo a seguir de forma a ficar mais

claro tal conceito.

a)Dados 7z, =2+3ie z,=4+51 faca a multiplicagdo destes
numeros complexos.

2,*2,=(2+3i)*(4+5i)

2,*2,=2%4+2*51+31*4+3i*5i

z,* 2, =8+10i +12i +15i°
Como i* = -1 teremos:

2,*7,=8+221+15*-1

2,*2,=8+22i-15

2,%2,=—7+22i

6.1 Exercicios

1) Faca as multiplicacées dos complexos apresentados a seguir.

a) z,=1+5ie 2,=2+3i

Resp: z,*z,=(1+5i)*(2+3i)
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2,*2, =2+ 3i +10i +15i°
2,*2,=2+13i-15
z,*7, =—13+13i

b) leloe Z, =-5+5j
Resp: 21*22 :10*(—5+5i)

2,*2, =50+ 50i

c) z,=-2ie z,=1+3i
Resp: 21*22:(—2i)*(1+3i)
2, %7, =—2i —6i’

21*22 :6—2'
d) z =2e z, =6i

Resp: z,*z,=2%6i

2,*z,=12i

27



7. Divisao de Complexos

A divisdo de numeros complexos é feita dividindo o
numerador pelo denominador e pelo conjugado do denominador
tanto no numerador quanto no denominador. Observe o exemplo a

seguir.

a) Dados 7, =3+2ie z,=4i faca a divisdo destes numeros

complexos.

2 2,7, (3+2i)(-4i) -12i-8i° -12i-8(-1) -12i+8 8-12i

7, 2,2, (4i)(~4i) ~16i°  —16(-)) 16 16

zv 8-12i 8 12. 1 3.
Logol —_— = =———=———1
z, 16 16 16 2 4

7.1 Exercicios

1) Faca as divisdes dos complexos apresentados a seguir.

a) z,=1+5ie 2,=2+3i
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Resp:

7,7, (1+5i)*(2-3i)
2,2, (2+30)*(2-3i)

z

'S
Z,

z, 2-3i+10i-15i°

=
z, 4-6i+6i—9i

7, _2+7i-15(-1)
z, 4-9(-1)

z 2+7i+15

a
z, 4+9
z, 17+7i

z, 13

b) z, =10e z, =-5+5i

Resp:

2, _ 2,2, __ (10)*(-5-5i)

2, 2,2, (-5+5i)*(-5-5i)

7, —50—50i

z, 25+ 25i—25i —25i°
2, _ —50-50i

z, 25-25(-1)

4 _—50-501
z, 50
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c) z=—2ie z,=1+3i

7, _ 2,2, _ (-2i)*(1-3i)

Resp: —=—== - :
z, 1,z, (@+3i)*@1-3i)
7, —2i+6i°
z, 1-3i+3i-9i°
7, _—2i+6(-1)
z, 1-9(-))
7, _-2i-6
z, 1+9
z, _—6-2i
z, 10
d) z,=2e z,=06i
_ .
Resp: 4 _4h (2.) ( 6|.)
z, 1,2, (6i)*(-6i)
z, -12i
z, —36i°
z, 12
z, —36(-1)
z, 12 i
z, 36 3
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8. Poténcias de Unidades Imagindrias

As unidades imaginarias podem ter uma variedade imensa

de expoentes, porém veremos que a partir do expoente 4 o0 mesmo

passa a se repetir, ficando assim facil trabalhar com tais poténcias.

Observe os exemplos apresentados a seguir:

resultados ficam exatamente

i°=1 i‘=1
it=i i° =i
i*=-1 i°=-1
=3 7

Observe que conforme falado, a partir do expoente 4 os

iguais

d

da

primeira coluna

apresentada. Agora, digamos que seja encontrado o resultado

abaixo:

49103_
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O que devemos fazer é dividir o expoente por 4 e o resto da
divisdo encontrado sera o equivalente da poténcia do numero
complexo. Como 49103 dividido por 4 da resto 3, temos a seguinte

equivaléncia:

49103 __ :3

Como sabemos que i%é igual a -i, sabemos que a resposta

procurada é esta, logo:

:49103 _

8.1 Exercicios

1) Encontre o resultado das poténcias a seguir:

a) i Resp: 1
b) it24°% Resp: -1
c) %9841 Resp: -i
d)i’”® Resp: -i
e) it Resp: -i
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f) i°9%® Resp: 1

+366

g)i

h) 0% Resp: 1

Resp: -1

9. Polinébmios de Complexos

Podemos representar um complexo de forma de polinémio,

como o exemplo apresentado a seguir:

p(z)=2z"-4z+13

Agora encontremos p(z) para z=2+3i:

p(2+3i)=(2+3i)*-4(2+3i)+13
P(2+3i) = 22 +2.2.3 +9i* ~8—-12i +13
D(2+3i) = 4+12i +9(~1) —8—12i +13
P(2+3i) = 4+12i —9—8-12i +13
P(2+3i)=0
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Logo, podemos perceber que z=2+3ié uma das raizes do
polinémio p(z)=z*—-4z+13.
Podemos também encontrar as raizes de um polinémio. Por

exemplo, quais serial as raizes do polindmio abaixo:
p(z)=2z°+2iz -5
A solugdao segue a mesma da equacgdao do segundo grau

convencional, precisando inicialmente achar o A e em seguida as

raizes, observe:

A=Db*-4ac
A=(2i)* —4.1.(-5)

A=4i*+20
A=4(-1)+20
A=—4+20
A=16

Agora podemos encontrar as raizes, como apresentado a

seguir:
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Logo as raizes do polindmio p(z) =z°+2iz -5 sdo —i+2 e

—-i-2.
9.1 Exercicios
1) Encontre as raizes dos polindmios a seguir:

a) 22+1=0

Resp: z°+1=(z+1)(z°-z+1)=0
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z=-1 Que é uma das raizes.

72 —7+1=0

A=b’-4ac

A=(-1)?-4.11

A=1-4

A=-3=3i°

,_—bxJa
2a

Zz—eniﬁﬁ

2.1

,_1:i3
2
Z,_1+i\/§
2
1-iv3
2

Z||=

Logo, as raizes serdo dadas por:

_{1+iJ§ 1-iV3
2 2

S

1}
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b) z+£=0
z

1
Resp: z+=-=2°+1=0
z

z =+i
Logo, as raizes serao dadas por:

S ={i—i}

c) 2°-z=0

Resp: z°—z=12(z"-1)=0
z=0,é uma das raizes.
' -1=(2*+1)(z*-1) =0

22 +1=0
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z =di,sdo raizes.
722 -1=0

7?=1

z =1

Z ==1,sdo raizes.

Logo, as raizes serdo dadas por:

S ={01-1 i i}

10. Forma Polar de um Numero Complexo

Um numero complexo também pode ser representado na

forma polar. Neste caso, a parte real é representada no eixo x e a

parte imagindria no eixo y, observe abaixo:

-

v
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Onde a é a parte real e b a imagindria. O valor de ©
determina o angulo entre a parte real e imaginaria e r é o médulo,

gue é dado da seguinte forma:
r=|z=va’+b’

A forma polar é assim definida da forma apresentada a

seguir:
z=r(cos@+isend)
Onde B é o angulo formado entre a e b dado em radianos e r
é o0 mddulo de z. Vejamos alguns exemplos apresentados a seguir
para ficar claro o que foi abordado.

10.1 Exercicios

a)Determine a forma polar do complexo z=4e represente-o

graficamente.
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Resp: Neste caso onde hd apenas a parte real, o grafico ficaria da

seguinte forma:

Y
v

a=4

Inicialmente, vamos encontrar o valor de r, ou seja, o

moadulo da seguinte forma:

r=|z=va’+b’
r=|z] =v4*+0?
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Podemos observar que o angulo 8 é zero, ja que ndo ha
parte imaginaria. Sendo assim, nossa representa¢dao na forma polar

fica da seguinte forma:

z=r(cosd+isend)

Z = 4(cos0+isen0)

b) Determine a forma polar do complexo apresentado a seguir,

represente graficamente.

z=3i

Resp: Como a parte real é nula, temos neste caso apenas a

parte imagindria, onde nosso grafico ficarad da seguinte forma:

A

b=3

v
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Vamos encontrar o valor de r, ou seja, o médulo da seguinte

forma:
r=|z=va’+b’
r=|z=v0*+3

Podemos observar que o angulo 6 é 902. Para convertermos

. . T .
graus para radianos, devemos multiplicar por 180" sendo assim,

. T . ~
902 equivale a 2 radianos. Nossa representacdo na forma polar

fica da seguinte forma:
z=r(cosd+isend)

z =3(cos 7 L isen E)
2 2

c)Determine a forma polar do complexo apresentado a seguir,

represente graficamente.
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z=-1+Ii

Resp: Neste exemplo temos tanto a parte real quanto imaginaria,

sendo assim o gréfico fica da seguinte forma:

b=1

L - — =

v

Vamos encontrar o valor de r, ou seja, 0 mdédulo da seguinte

forma:
r:|z|=\/m
r=|z=v-1+1*
r=|7=+2

Agora podemos encontrar o angulo 0 da seguinte forma:
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2
2

cosé?—g—i
H J2

6 = arccos g =45°

Porém como estamos no segundo quadrante, devemos
considerar os 902 deste quadrante, ficando assim com o angulo 6
de 90+45=1359. Agora devemos converter para radianos, da forma

apresentada a seguir:

135. % =37 rag
180 4

Como temos o angulo 8 em radianos e o mddulo, podemos
escrever agora a forma polar do nimero, como apresentado a

seguir:

z=r(cosd +isend)

Z= \/E(cossf +isen 377[)
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d) Determine a forma polar do complexo apresentado a seguir,

represente graficamente.

Resp: Neste exemplo temos tanto a parte real quanto imaginaria,

sendo assim o gréfico fica da seguinte forma:

v

Vamos encontrar o valor de r, ou seja, o médulo da seguinte forma:
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Agora podemos encontrar o angulo 6 da seguinte forma:

RN

cosezg
H

N |~

6 = arccos 1 =60°

Desta forma o angulo sera de 3002 ja que o circulo por
completo possui 3602. Abaixo podemos ver a conversdo para

radianos:

300, % =7 rad
180 3
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De posse do mdédulo e do angulo em radianos, podemos

agora colocar na forma polar, como apresentado a seguir:

z=r(cosd +isend)

z =1(cos ST +isen 5—”)
3 3

Algumas propriedades decorrentes da forma polar sdo as

apresentadas abaixo:

)|z,.2,| =|2,|z,|
i) arg(zl'ZZ): arg(zl)+ arg(zz)

=ﬂcom z,#0

2,

Z
Z,

ii)

v) arg(j—lJ=arg<zl>—arg<zz>

2
V)7 = ‘E‘

vi)arg(z) = —arg(z)
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vii)z,.z, = 2,.2,

. Z
viii) -+ ==
Z2 ZZ

11. Férmula de DeMoivre

Através desta férmula, podemos calcular facilmente a

poténcia de um numero complexo na forma polar. Observe a

formula genérica apresentada abaixo:
z" =r"(cos(n®) +isen(nH))

Vejamos alguns exemplos apresentados a seguir de forma a

elucidar o conceito apresentado.
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11.1 Exercicios

a)Sendo z=1+1i, calcule z*.
Resp: O primeiro passo é colocar na forma polar, como apresentado
a seguir, onde primeiramente é encontrado o médulo e em seguida

0 argumento.

r=x>+y?
r=+1%+1°
=2

0= arctan(%)

6 =arctan (1)
1
6 =45°

g=450 "% -~
180 4

A forma polar ficara da seguinte forma:

z=r(cos@ +isend)
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zZ= \/E(cosz +isen E)
4 4

Aplicando DeMoivre, obteremos o seguinte valor de z*:

z" =r"(cos(nd) +isen(nd))
4_ ot 7y 4 7
z' =2 (cos(4 4) +isen(4 4))

z* = 2%(cos(r) +isen(r))

z* = 4(cos(r)), j& que isen(z) =0.
12. Raizes de um numero complexo

O objetivo é que possamos encontrar as raizes de um
nimero complexo, onde este deverd estar disponivel na forma

polar. Observe a forma genérica apresentada abaixo:

Vz =vr (cos(% . Z"T”) . isen(g ; 2an»
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