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Chapitre @ )
Nombres réels et

complexes, Identités
remarquables, Suites

|ntroduction ............................................................................................................................... )

Apreés des millénaires de notations malcommodes, nos chiffres actuels sont apparus en Inde
quelques siécles avant notre ére, puis vinrent leurs combinaisons en nombres au milieu du
premier millénaire et leur apport en Occident par les Arabes. Aujourd’hui trés efficaces
dans tous nos usages, ils n‘ont été adoptés qu'aprés de longues interrogations sur |'exis-
tence des nombres négatifs ou celle de ceux que nous appelons imaginaires.

I Obicciitc [ — o,

(OENY les différentes sortes de nombres,
leurs réles, représentations, formulations

et utilisations.
5

Nombres réels.
Nombres complexes.

Identités remarquables.

[N et résoudre facilement quelques
difficultés dues a la notation complexe.
les lois utiles, regles et méthodes
efficaces pour des calculs simples.

DT que retenir quelques relations
fondamentales redonne toutes les autres

sans effort et qu'un dessin permet de lever
un doute.

Suites arithmétique
et géométrique.

Exercices, problemes.

Nombres réels

1.1 Catégories

Ce sont les nombres de la vie courante qui servent par exemple a exprimer une longueur,
une masse, ils sont positifs ou nuls, étendus aux valeurs négatives. Ils sont entiers :

vo =4, 3,2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, ...
ou décimaux : dans ce cas, ils correspondent a une fraction de dénominateur 10" :
-8,5, —2,13, 68,405, soit —85/10, —213/100, 68405/1000.
Sous forme fractionnaire, avec un dénominateur différent de 10", ils sont rationnels :

=2/11, 5/28, 63/957.

© Dunod - Toute reproduction non autorisée est un délit.



Chapitre 1 * Nombres réels et complexes, Identités remarquables, Suites

Certains nombres sont dits irrationnels car ils ne peuvent pas s’exprimer sous la forme
d’une fraction de nombres entiers et leurs expressions consistent en suites de chiffres
infinies :

V2 =212 =1,4142136..., Y573 = 5735 = 11,311622...,

les nombres e et T entrent dans cette catégorie

(2,718 281 828 459 05..., 3,141 592 653 589 79...).

Les nombres premiers sont des entiers a partir desquels peuvent s’obtenir tous les
autres par additions ou multiplications, ils sont divisibles uniquement par eux-mémes ou
par 1, ce sont (jusqu'a 100) : 1,2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61,
67,71, 73,79, 83, 89, 97, d’ou leur utilité pour effectuer des simplifications (cf. § 1.1.2).

En physique la facon d’écrire un nombre posseéde une signification, ainsi 12,1 m,
12,10 m, 12,100 m, indiquent qu’a douze metres s’ajoute un décimetre a peut-étre
quelques centimetres pres, puis dix centimetres a quelques millimétres pres, enfin cent
millimetres a quelques dixiemes de millimetres pres.

Quand un nombre se présente sous la forme a?, a3, Ja , Ya , il faut le laisser sous cette
forme pour poursuivre les calculs. Hormis en mathématiques, le résultat final doit par
contre étre exprimé sous forme décimale.

Conduire des calculs a partir de données a, par exemple, quatre chiffres significatifs
ne peut donner un résultat a cinq chiffres significatifs ou plus. Ceci signifierait un résultat
plus précis que les données or ceci est impossible, la précision pouvant méme é&tre
dégradée

Une facon simple de représenter les nombres réels est de les situer sur un axe, I'axe
des réels, Ox ou x'x.

1.2 Décomposition en facteurs premiers

Cette décomposition est intéressante quand un nombre se présente sous forme fraction-
naire, elle permet une simplification. Par exemple :

48510 _ 2x3*x5x7*x1l _2x3x5 _ 60
124 509 3T x11? Tx11 77

Le calcul s’effectue en essayant de diviser par tous les nombres premiers successifs :

48510 2 124509 | 3
24255 3 41503 | 7
8085 | 3 5929 | 7
2695| 5 847 | 7
539 | 7 121 | 11
770 7 11|11

11|11 1

1
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2 * Nombres complexes

1.3 Puissances de 10

Un nombre décimal s’exprime avantageusement en utilisant les puissances de 10, posi-
tives (10™) ou négatives (10 = lln
multiples de 3, notation courante dans le domaine technique :
0,0026 =26-104=2,6-1073, 15300 =153-10%>=15,3-10°.
Ceci facilite les calculs approchés, les calculs de produits et de rapports :
2,6-102 % 15,3-10° = 2,6 x 15,3,

2,6-10°/153-10°=2,6-1075/ 15,3,

49 -10% x 544 - 103 _49><544><105 _49><544><103
69104 x133-102  69x133x102 69x133
2 3o 12 3
=7 X 2° X 3x7 3=2 X7><103_5—6><103.
3x23%x32x7% 3x23 69

€) Nombres complexes

2.1 Représentation d’un point dans un plan
A A A
y y y
M M . M)
P prt M v
€4 0 j
0 Xy ox ol & M x ol 1 x, x

Une premiere fagcon de positionner un point M consiste a donner son abscisse x,, et
son ordonnée y,,, nombres réels des axes perpendiculaires Ox et Oy.

La position du pomt M peut aussi étre donnée > par le vecteur OM de longueur p faisant
I'angle Qavec 'axe Ox. Les vecteurs OM” =Xy €, et OM =Yy e , composantes de OM,
ont les longueurs x,,= pcos Bet y,,= psin b, e, et e sont les Vecteurs élémentaires de
longueur unité.

On peut encore conserver Ox comme axe réel et définir @ comme axe imaginaire.
Les unités sont 1 sur I’axe réel et j sur 'axe imaginaire (i en mathématique, correspond
généralement, en physique, a une intensité). M est I'image du nombre complexe z et z
est 'affixe de M donnée par :

=2y =Xyt Vs
cette notation algébrique remplace la notation vectorielle :

OM = OM’ + OM".
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2.2 Les deux notations
Le nombre complexe z peut s’écrire comme ci-dessus, d’oll son module et son argument :
z=x+]y, ld=p=yx?+y?, Argz=60=Arctan(y/x) & tan f=y/x.

Le nombre réel y est devenu le nombre imaginaire jy a 90° du précédent. Multiplier
a nouveau par j provoque une nouvelle rotation de 90° et met donc le nombre du c6té
négatif de I'axe réel soit —y.

En écrivant que x = pcos @ et y = psin @ il est possible de passer a la notation
exponentielle (vérifiable § 2.6.1, développements en série) :

z = p(cosB + jsinB) = peif,

le nombre j peut donc s’écrire €i™? soit le nombre 1 ayant subi une rotation de 7t/2.
Mettre j au carré donne ei™ soit 1 ayant subi une rotation de T, et ainsi de suite, d’ou :

-l P=-i =l

2.3 Calculs avec les complexes
Le nombre conjugué de 7 = x + jy = pei® est 7 = x — jy = pe~i9, il intervient dans de
nombreux calculs. Le produit de z par son conjugué donne :

Z = (x+ jy)(x—jy) = x* +y2 = p2, ou pelfpei? = p2.

Addition et soustraction obéissent aux lois habituelles :

Z =X+ Jy } - {Z1+22=x1+x2+j(y1+y2)7
=X+ n 2 =% =X =X+ (O~ W),
Multiplication et division peuvent s’effectuer de différentes fagons, avec la notation

exponentielle si le module et ’'argument sont les grandeurs intéressantes, avec le binome
complexe s’il faut séparer les parties réelle et imaginaire du résultat :

z=pel® =72y = ppel@*%) = p=pp,, =06 +6,

2=72%-2 = |zl =zl |zl - ... - lzl, Argz = Argzy + Argz, + ...+ Argzy.
2=272 = (% + jy)(x + Jy2) = X105 — Yy, + (%17, + %0) = Re(@) + jIm(z) .
a _ pe _py

z=peid =L = PT  _ Piejo-6) - pzﬁ 0=6 —6
it ’ 1%
L P P2 P>

etsing, n,, ... n;, dy, d, ... d sont des nombres complexes et si z = (nn, ... n))/(d, d,
dy):
| = |l - [mof - ... <[
)| |dy) .. -y

Arg z = Arg ny + Arg ny + ...+ Arg n; — (Arg d, + Arg d, +... + Arg dy),
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3 e Identités remarquables

pour séparer les parties réelle et imaginaire il faut effectuer des calculs du type suivant :

Lty - ) = 3y) XX + 3y + =Xy H60)

= ’ ’ ’
Xty (0 Fjy)(x —jy)) X%+ y,?

Re(z) = XX + i)

2.2
Xy +y3

—X + X
Im(z) = 13;2 22)’1 )
X3 +y2

Avec la forme exponentielle le calcul de la puissance n¢ d’'un nombre complexe donne :
7" = p"(cosnB + jsinnb),

quant a la racine n° elle tient compte de ce que changer 8 en @ + 2 kr ne change pas la
position de M(z) dans le plan complexe, il apparait donc plusieurs solutions :

Ziin = pl/nei@m+2knin) = plin (cos(0 / n+ 2kw / n)+ jsin(0 / n + 2km / n)).

Les racines de z correspondent a n points

; Im(z i
espacés de 271t/ n sur un cercle de rayon p!/” 21/6 () _______ L
et centre O, avec le point de départ a 'angle PR * - 21l6
@/n. Le dernier point est confondu avec -z; z, " T
le premier car alors k = n et I'angle 6/n a S i
P g 2n/6; |5 2620

augmenté de 2nn/n =2x. Ci-contre n = 6.

|dentités remarquables

Certaines expressions possedent des développements caractéristiques (remarquables),
elles sont indiquées ci-apres.

(a+b)? = a® +2ab + b?, (a—b)? = a* —2ab + b2,
(a+b)} = a?+3a%b +3ab? + b3, (a—=b)® = a3 —3a%b +3ab* - b3.
Pour passerde a+b a a— b il suffit d’écrire —b =+ (—b) et ces relations ont une
forme générale :
‘ !
(a+Db)r = 2 Cla"PbP, avecpour 0< p<n,CP = L,
=0 pl(n—p)!

les factorielles ci-dessus ont une particularité, nécessaire pour obtenir des développements
corrects, elles s’écrivent en effet :

K'=1X2X3x..X(k=2)x(k—1)xk, et 0! =1.
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Les coefficients des termes successifs du développement de (a + b)" sont également
donnés par le triangle de Pascal, calculés a I'aide d’additions comme indiqué par les

fleches :
=0 1
=111
n=21 2 1 1 3 3 1
i
n=41 4 6 4 1
=51 5 10 10 5 1

Les autres identités remarquables sont les suivantes avec, 1a encore, une forme
générale :

a*> —b* =(a—-b)a+b), a® b3 =(a-b)a*+ab+b?),

a—b" =(a-b)(a" ' +a" b+ ..+ a" b+ L+ b,

a Suites arithmétique et géométrique

Une suite de nombres a; dont chacun est donné par a; = a;_; +r, soit ay, a; =ay +1, ...
a, = ay + nr, est une suite arithmétique de raison r et de somme (cf. ex. 1.9) :

S, =n(2ay +nr)/ 2.

Si chacun des nombres est donné par a; = ga,_j, soit a, a, =qay, ... a,= q"a,, il s’agit
d’une suite géométrique de raison g dont la somme est (cf: ex. 1.9) :

1= qn+l



