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Avant-propos

Le calcul différentiel constitue une des plus belles théories et un des outils
les plus puissants de I'analyse. Il intervient dans de tres nombreux domaines,
bien au-dela du seul champ des mathématiques. L’objectif de ce livre est de
proposer une théorie continue de la dérivation en partant des fonctions de R
dans R pour arriver aux applications entre variétés, couvrant donc un champ
allant de la droite réelle aux espaces courbes. L’idée, qui nous l’espérons
ressortira a la lecture de 'ouvrage, est qu’il est finalement toujours question
des mémes objets, construits autour des mémes grands principes, et qu’il suf-
fit souvent de regarder les choses autrement, avec un peu de recul, sous un
angle légerement différent, pour découvrir qu’elles s’étendent facilement aux
nouvelles configurations que ’on rencontre. Et c’est précisément dans ces pro-
cessus de déplacements que l'on finit par trouver ’essence des objets étudiés.
Parce que, finalement, < dans les mathématiques, il ne s’agit pas de nombres,
d’équations, de calculs ou d’algorithmes : il s’agit de comprendre > (William
Thurston). Nous espérons que ce livre, avec sa volonté de fournir une théorie
progressive, approfondie et systématique du calcul différentiel, permettra au
lecteur d’aboutir a la triple exigence de comprendre, apprendre et maitriser les
notions qui sont ici mises en jeu. C’est la tout le bien que nous lui souhaitons.

L’ouvrage prend le sujet en partant de la base de la théorie, dans le cadre
des fonctions de R dans R, pour aboutir a la différentiation sur les variétés,
en passant par les applications de plusieurs variables réelles et les applications
entre espaces vectoriels normés. Outre les chapitres de calcul différentiel pro-
prement dits, des chapitres spécifiques sont consacrés a la topologie des espaces
vectoriels normés, a la topologie générale, a I’étude des fonctions convexes, aux
problemes des moindres carrés et aux algorithmes classiques d’optimisation.
Le dernier chapitre se veut étre une introduction a la géométrie riemannienne,
domaine actif de la recherche mathématique. Inspiré de différents cours en-
seignés par 'auteur, ce livre autorise plusieurs niveaux de lecture ce qui en
fait, nous I'espérons, une de ses richesses.

L’ouvrage couvre finalement un programme allant de la premiere année
de licence avec le chapitre 1 et la premiere section du chapitre 5 jusqu’a la
premiere année de master avec le chapitre 6 et les chapitres 10 a 12, en traitant
des théories rencontrées dans le programme de deuxieéme année de licence
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avec les chapitres 2, 7 et la section 2 du chapitre 5 et en traitant les théories
rencontrées au programme de troisieme année de licence avec les chapitres 3,
4, 8, 9 et la fin du chapitre 5.

Ce livre s’adresse aux étudiants de la premiere a la quatrieme année
d’université, aux étudiants des magisteres de mathématiques, aux éleves des
classes préparatoires aux grandes écoles, aux éleves de ces mémes grandes
écoles d’ingénieurs, aux capétiens, aux agrégatifs et bien sur aussi a tout
lecteur motivé qui souhaite découvrir ou approfondir ses connaissances sur
cette tres belle théorie.

Je tiens a remercier Paul Boureau, Olivier Druet, Benoit Pausader, Bruno
Premoselli, Pierre-Damien Thizy et Jérome Vétois pour leur appui, leur aide
et leurs remarques intervenus a différentes étapes lors de la préparation de
cet ouvrage. Je tiens aussi a chaleureusement remercier Frédéric Robert pour
les tres nombreuses conversations, toujours enrichissantes, que nous avons pu
avoir autour de plusieurs des themes abordés dans ce livre. Un grand merci
par ailleurs a Giovanna et Inés pour leur soutien, leurs encouragements et
leurs conseils. Je remercie enfin, avec la plus grande affection, Christiane
et Maximilien, aupres de qui j’ai beaucoup appris au cours de ces dernieres
années, et sans qui ce livre n’aurait sans aucun doute jamais vu le jour.
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CHAPITRE 1

Calcul différentiel en une variable réelle

On s’intéresse dans cette partie aux fonctions de R dans R, ’ensemble des
nombres réels. Par fonction de R dans R on entend une fonction définie sur
un intervalle I, ou un sous-ensemble D de R, et & valeurs dans R, a savoir qui
prend ses valeurs dans R.

1.1. Suites réelles

La notion de suite est fondamentale en analyse. Une suite réelle est une
famille de réels indexée par N. On a donc un premier élément, souvent com-
mengant a 0 ou 1, puis un second, puis un troisieme etc. Une suite réelle est
donc une famille (z,,) de réels avec n € N, oun € N*, oun € Net n > 2
etc. La question intéressante pour les suites est leur comportement a ’infini,
donc lorsque n — +o00, puisque lorsque nous coupons une suite au dela d’un
N € N nous nous retrouvons finalement avec un nombre fini de points sans
grand intérét.

DEFINITION 1.1. Soit (z,) une suite réelle et soit £ € R. On dit que (x,)
a pour limite £ lorsque n — 400 si

Ve >0,AN eN /Vn > N,|z, — /| <e.

On écrit alors lirf Ty, = £ ou encore x, — £ lorsque n — +oo. Une suite
n——+oo

qui posséde une limite finie (comme c’est le cas dans cette définition) est dite
convergente.

En d’autres termes, (x,) a pour limite ¢ si, étant donné un intervalle
¢ — €,0 + €[ quelconque centré autour de ¢, on va pouvoir trouver un rang N
a partir duquel tous les élements de la suite se retrouvent dans cet intervalle.
Dit comme cela, on devine facilement que la limite, si elle existe, est forcément
unique. L’unicité de la limite (lorsqu’elle existe, il est des suites qui n’ont pas
de limite, cf. ci-dessous) est donnée par le théoréme suivant.

THEOREME 1.1. La limite, lorsqu’elle existe, est unique.

DEMONSTRATION. Supposons qu’une suite (z,) ait deux limites £ et £
Alors
Ve >0,AN eN /VYn> N, |z, — (| < e,

Ve >0,IN'eN /Vn> N |z, V| <e.
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On fixe £ > 0 quelconque. Soit n tel que n > max(N, N'). Alors |z, — {]| < ¢
et |z, — ¢'| < e. Donc

-0 =0 —xp+xy — 1|
< |$n—€|+|$n_gl|
< 2¢ .

On a ainsi montré que | — ¢/| < 2e. Comme £ > 0 est quelconque, on doit
avoir ' = £. Le théoreme est démontré. O

Une suite (z,,) n’a pas forcément de limite, c’est le cas par exemple lorsque
x, = (—1)" pour tout n. La limite ¢, si elle existait, devrait valoir a la fois
¢ = +1 (se restreindre aux n pairs dans la Définition 1.1) et £ = —1 (se
restreindre aux n impairs dans la Définition 1.1). C’est bien stur impossible.
Autre cas de figure, une suite (x,) peut avoir une limite infinie qui ne rentre
pas dans la définition précédente.

DEFINITION 1.2. Soit (x,) une suite réelle. On dit que (x,) a pour limite
400 lorsque n — +00 si

VA>0,INeN/Vn>N,z, > A .
On dit que (x,,) a pour limite —oo lorsque n — 400 si
VA<0,INeN /Vn>N,z, < A.

Dans le premier cas on écrit que lim x, = +00 ou encore que T, — +00
n—-+oo

lorsque n — 400. Dans le second cas on écrit que lim x, = —0c0 ou encore
n——+o0o

que x, — —o0 lorsque n — +00.

En d’autres termes, (z,,) a pour limite +oo lorsque n — +o0 si pour tout A
fixé, aussi grand que l'on veut, il existe un rang N a partir duquel les éléments
de la suite dépassent tous A et (x,) a pour limite —oo lorsque n — +oo si
pour tout A fixé, aussi petit que ’on veut , il existe un rang NV a partir duquel
les éléments de la suite sont tous plus petits que A, ce qui revient encore a
dire que la suite (—z,) a pour limite +oo lorsque n — +oo.

Des opérations sur les limites des suites convergentes sont données par le
résultat suivant. Elles se généralisent aux limites infinies deés lors qu’on ne
rencontre pas les opérations interdites 0 x o0 et oo — oo.

LEMME 1.1. Soient (x,) et (yn) deuz suites réelles convergentes (donc
ayant des limites finies) et X € R. Alors (A\xy), (xn + yn) et (xpyn) sont elles
ausst convergentes et

lim (Az,) =X lim =z, ,

n—-+00 n—-+oo
lim (x, + = lim =z, + lim
n—>+oo( " yn> n—-4o00 n n—-4o0o Yn s

lim (z, Xyp) = lim z, x lim vy, .
n—-+o00 n—-+00 n—-+00
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De méme, si lim x, # 0, alors
n—+oo

. 1 1
im —=——
n—+o00 Xy, lim =z,
n—-+4o0o

et x,, # 0 pour n grand.

DEMONSTRATION. On va se limiter & démontrer deux affirmations : d’une
part que z,y, — zy si x, — x et y, — y, et d’autre part qu’il existe ng € N
tel que z,, # 0 pour tout n > ng si z #0 et z, — .

(i) Supposons donc pour commencer que ’on ait x,, — x et y, — y lorsque
n — +oo. On écrit que

|[Znyn — 2yl = [(&n = 2)yn + 2(yn — )|
< Jen =2 X yal + 2] X lyn —yl -
Par hypotheses,
Ve >0,ANeN /Vn> N, |z, — x| <e,
Ve >0,AN" e N /Vn> N |y, —yl <e.
En prenant e = 1 et puisque, par inégalité triangulaire, |y,| < |y| + |yn — v/,

on obtient qu’il existe Nyp = N tel que |y,| < |y| + 1 pour tout n > Ny. On
fixe maintenant £ > 0 quelconque. Soit N7 = max(Ny, N, N'). Alors

|[Tnyn — zy| < (ly| + e + |afe
< (lzl+lyl+1)e
pour tout n > Nj. Donc, pour tout € > 0, il existe N tel que pour tout

n > Ni, |znyn —zy| < (Jz|+ |y| + 1) €, et comme € > 0 est quelconque, en
partant de /(|x| + |y| + 2) plutét que de €, on a en fait montré que

Ve > 0,IN; € N / Vn > Ny, |zpy, — 2yl < € .
D’ou la convergence de (z,yy) vers zy si x, — = et y, — y lorsque n — 4o0.

(ii) On montre maintenant que si x,, — x lorsque n — +o00 et si x # 0,
alors il existe ng € N tel que x,, # 0 pour tout n > ng. On reprend la phrase
de convergence de (z,) vers z. On choisit ¢ = $|z|. On a bien ¢ > 0 puisque
x # 0. 1l existe alors ng = N tel que pour tout n > ng, |x, —z| < %|x! Or, par
inégalité triangulaire, |z, — 2| > |2| — |2,|. Donc |z,| > |z| — 3|2| = S|z| > 0
pour tout n > ng. D’ou afirmation.

En couplant les propriétés du lemme, si lim x, # 0, alors
n—-+00

lim
. Yn n—4o0o Yn
lim &~ = ——"—
n—+o0 Ty, lim =z,

n—-+o0o
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et si I’on passe aux limites infinies, le résultat reste vrai sauf dans le cas de la
forme interdite % pour lequel on ne peut rien dire a priori. On verra plus
loin, & la Section 1.3 de ce chapitre, que lorsque (z,,) converge, et a donc une
limite finie,

lim f(z,) = f( lim xn)

n—-+0o n—-+00

des que f est continue (la continuité étant définie a la Section 1.3). Par
suite, avec le Lemme 1.1, et cette remarque, sachant que la fonction sinus est
continue, on peut calculer les limites d’expressions comme

Zn = xnyz sin(xzy, + 2yn) ,

la limite valant zy?sin(z + 2y) sur cet exemple, ot et y sont les limites
finies des suites (x,) et (y,). Un résultat trés utile, permettant d’affirmer
la convergence d’une suite & partir de la convergence connue de deux autres
suites, est donné par le théoreme des gendarmes.

THEOREME 1.2 (Théoréme des gendarmes). Soient (x,,), (yn) et (z,,) trois
suites réelles. On suppose qu’il existe ng € N tel que xy, < yp < 2z, pour tout
n > ng. On suppose que (xy) et (z,) convergent et ont méme limite ¢ € R.
Alors (ypn) converge et lim y, = /.

n—-+00

DEMONSTRATION. Par hypotheéses
Ve >0,AN eN /VYn> N, |z, — | < e,
Ve>0,IN"eN /Vn> N |z, -l <e.
On fixe £ > 0 quelconque. Soit N = max(N, N’). Alors
Tp>l—c et z,<l+c¢

pour n > N. Comme Tn < yn < 2z, pour n > ng on obtient en posant
N = max(N, N’ ng) que £ — e < y, < £+ & pour tout n > N. On a ainsi
montré que

Ve>0,3NeN /Vn>N, |y, —{| <e

et donc que (y,) est convergente avec lim 1y, = /. O
n—-+o0o

Dans le monde des limites infinies il est facile de montrer que si z,, < y,
pour tout n > ng, et si x, — +0o lorsque n — +oo, alors ¥y, — +00 lorsque
n — 400 et que si y, < z, pour tout n > ng, et si z,, - —oo lorsque n — +o0,
alors y, — —oo lorsque n — 400.

Le théoreme qui suit marque une premiere rupture avec la Définition 1.1
dans la mesure ou on y affirme qu’une suite converge sans pour autant spécifier
la limite. Une seconde rupture, plus frappante, aura lieu avec la notion de suite
de Cauchy. Dans ce qui suit, on dit d’une suite (x,) qu’elle est majorée s'il
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existe M € R tel que z,, < M pour tout n, et qu’elle est minorée s’il existe
m € R tel que x,, > m pour tout n.

THEOREME 1.3. Soit (z,,) une suite réelle. (1) On suppose que () est

croissante a partir d’un certain rang, a savoir qu’il existe ng € N tel que
Ty < Xpy1 pour tout n > ng. Alors (x,) a une limite lorsque n — +00
qui est soit finie soit égale a +oo. Cette limite est finie, et la suite (x,) est
convergente, si et seulement si (xy,) est majorée.
(2) On suppose que (x,) est décroissante a partir d’un certain rang, a savoir
qu’il existe ng € N tel que x, > xpy1 pour tout n > ng. Alors (x,) a une
limite lorsque n — +oo qui est soit finie soit égale a —oo. Cette limite est
finie, et la suite (x,) est convergente, si et seulement si (x,) est minorée.

DEMONSTRATION. 11 suffit de montrer (1) car on passe de (2) & (1) en
considérant (—x,) au lieu de (x,). Soit donc (z,,) une suite croissante a partir
d’un certain rang ng. Si (z,) n’est pas majorée alors pour tout A > 0 il existe
N > ng tel que z > A car sinon il existe A > 0 tel que z, < A pour tout
n > ng et (x,) est donc majorée par

M(np, A) = max( ma

X
0§i<n0

1 ’$2‘7A) .

Par croissance de la suite a partir du rang ng on obtient ainsi que
VA >0,dN /VYn> N,z, > A,

ce qui signifie précisément que x, — 400 lorsque n — +o0. Donc, pour les
suites croissantes & partir d’un certain rang,

(xn) non majorée = lim xz, = 400 . (1.1)
n——+0o00

Supposons maintenant que (x,) converge vers ¢ € R. Par croissance de (x,)
a partir du rang ng, x, < £ pour tout n > ng. Sinon on aurait en effet qu’il
existe n; > ng avec xn,, > ¢, et donc z,, > x,, > £ pour tout n > ny, ce qui
rend impossible d’avoir que x, — £ lorsque n — +o0o. Comme annoncé, on a
bien que z, < ¢ pour tout n > ng. En particulier, (z,) est bornée par une
constante du type M (ng, ) comme ci-dessus. Donc :

si (z,,) converge, alors (z,) est majorée (1.2)

et, si 'on oublie les premiers termes, elle est automatiquement majorée par
sa limite. Réciproquement, supposons que (z,) est majorée. On considere
S = {xp,n > np}. Alors S est majoré, donc a une borne supérieure finie. On
note £ = sup S la borne supérieure de S, donc le plus petit des majorants de
S (voir la Section 9.4, Chapitre 9). Alors

(i) Vn > ng,xz, < ¢ (car £ est un majorant de S) ,

(ii) Ve > 0,aN > ny / y > ¢ — e (car £ est, par définition, le plus petit
des majorants de S).
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Soit € > 0 fixé quelconque. Soit N donné par (ii). Par croissance de (z),
xy, > { — e pour tout n > N. Et par (i) on obtient que

l—e<xy, </t

pour tout n > N. Or { — e < z,, < ¢ implique que |z, — ¢| < . Donc, comme
€ > 0 est quelconque, on a montré que

Ve>0,AN e N /Vn> N, |z, — ] <€ .
Il s’ensuit que :
si (xy,) est majorée, alors (x,) converge. (1.3)

En combinant (1.1)-(1.3) on voit donc que (z,) a toujours une limite, qui
est soit finie soit égale & +oo, et que cette limite est finie, et la suite (x,)
convergente, si et seulement si (z,,) est majorée. D’ou le théoreme. O

La notion de sous-suite d’une suite est tres importante. Soit (x,,) une suite
réelle. Une sous-suite de (x,,) est une sélection des x,, que I’on réordonne en un
ler élément, un second etc. La définition formelle est donnée par le théoréme
suivant.

DEFINITION 1.3. Soit (x,) une suite réelle. Une sous-suite de (x,) est
une suite qui s’écrit (T,(m)) ot ¢ : N — N est strictement croissante.

On dit aussi que ¢ est une extractrice. Plus visuellement :

xT1 xTo T3 T4 xT5 T X7 xTs xT9
B G r3 ¥4 T5 Fe FT I8 9
T Te() Te2) T Te) T T Te() Te(d)

On montre facilement par récurrence (et c’est une inégalité bien utile) que si
p est une extractrice, donc si ¢ : N — N est strictement croissante, alors

o(n) >n (1.4)

pour tout n. La propriété qui est a la base de cette affirmation est que, dans
N, m >n < m >n+1. L’amorce de la récurrence est immédiate : ¢(0) > 0
puisque ¢(0) € N. Pour ce qui est de I'hérédité: si on suppose que ¢(n) >n
pour un n € N alors comme ¢(n + 1) > ¢(n) c’est que p(n + 1) > n et donc
en fait que p(n+ 1) > n+ 1, ce qui est le résultat d’hérédité voulu.

LEMME 1.2. Toute sous-suite d’une suite convergente est convergente et a
meéme limite.

DEMONSTRATION. Soient (z,,) une suite convergente, ¢ sa limite et soit
¢ : N = N une application strictement croissante de N dans N. Par hypothese,

Ve >0,AN e N /Vn> N, |z, — ¢ <€ .
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Comme ¢ est strictement croissante, ¢(n) > n pour tout n (voir la remarque
ci-dessus). Donc

Ve >0,AN €N /Vn > N, |z,q) — 4] <e¢

et ainsi (7,(,)) est convergente et lim =z = (. Le lemme est démontré. O

n—-+00 <p(n)

De la méme facon, toute sous-suite d’une suite qui a pour limite 400
lorsque n — 400 a elle aussi +o0o pour limite lorsque n — +o0 et toute sous-
suite d’une suite qui a pour limite —oo lorsque n — +o0 a elle aussi —oo pour
limite lorsque n — +o0.

Le théoreme qui suit est extrémement important. C’est un théoreme dit
de < compacité > qui exprime en fait que les intervalles fermés bornés de R
sont des compacts de R (une terminologie qui sera précisée dans les chapitres
suivants). Une suite (z,,) est bornée si elle est a la fois minorée et majorée.

THEOREME 1.4 (Théoreme de Bolzano-Weierstrass). Toute suite réelle
bornée posséde une sous-suite convergente.

DEMONSTRATION. Soit (x,,) une suite réelle bornée. Pour n € N on note

Yn = SUP Tp
p=>n
la borne supérieure (voir la Section 9.4, Chapitre 9) du sous-ensemble V,, de R
défini par N,, = {z, / p > n}. Comme (z,) est borné, N,, est borné (compris
entre deux réels) et, par définition de la borne supérieure, y,, est fini. Comme
Npt1 C Ny, on a que yYp+1 < yn. Donc (y,) est décroisante. Comme elle est
aussi manifestement minorée, elle est convergente en vertu du Théoréme 1.3.
Il existe ainsi £ € R tel que
lim y,=1¢.

n——+00
Toujours par définition de la borne supérieure :

(i) Vo > n,zp <
(i) Ve>0,3p>n [ zp >y, —¢ .

La premiere condition exprime que ¥, est un majorant de N,. La seconde
qu’il n’y a pas de majorant de N,, qui soit strictement plus petit que y,. Avec
(i) et (ii) yn est donc le plus petit des majorants de NV, ce qui est précisément
la définition de la borne supérieure. On construit maintenant, par récurrence,
une application ¢ : N — N strictement croissante vérifiant pour tout n > 1,

1
’pr(n) - mg@(n)| < ﬁ . (15)
La construction de (1) ne pose pas vraiment de probleme. Avec n = 1 et
e = 1 on obtient a partir de (i) et (ii) qu’il existe p > 1 qui est tel que
y1 —1 <z, < y1. On pose p(1) = p. Par définition de y,, x, < y,. Par
ailleurs, (yn) étant décroissante, y; > y,. Donc y, —1 < 2, < y, et ainsi, on a
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bien que [y,1) — T,(1y| < 1. Supposons maintenant ¢(1),..., (k) construits
avec donc (1) < -+ < ¢(k) et (1.5) vérifiée pour tout n =1,..., k. On pose
n=wk)+lete=1/(k+1). Avec (i)-(ii) on obtient qu’il existe p > p(k)+1
tel que

1
Yok)41 ~ 37 < T < Yp(k)+1 -

On pose p(k + 1) = p. Alors p(k + 1) > ¢(k) et, par définition de y,, on a
que To(k+1) < Yp(k+1)- Par ailleurs, comme (y;,) est décroissante, on obtient
que ygp(k—i-l) < ysp(k;)_i'_l- Ainsi

1
Yotht1) = 3777 < Tolht1) < Yo(ht1)

et donc, en particulier, (1.5) est vérifié pour n = k + 1. On a donc bien
construit ¢ par récurrence. La suite (y,) étant convergente, la suite (y,(n))
I’est aussi puisque toute sous-suite d’une suite convergente est convergente.
Avec (1.5) et le théoreme 1.2 des gendarmes on en déduit que (zy(,)) est
convergente. Le théoréme est démontré.

Une des conséquences de ce théoreéme est qu’une suite bornée qui ne con-
verge pas, ne converge pas < moralement > non pas parce qu’il est impossible
de lui trouver des limites mais parce que, au sens des sous-suites, < elle en
possede trop >. De fait, une suite bornée qui ne converge pas aura forcément
au moins deux sous-suites convergentes avec des limites différentes. Pour le
voir supposons que (z,) est bornée mais ne converge pas. Comme elle est
bornée, elle a une sous-suite convergente. Soit ¢ la limite de cette sous-suite.
Par hypothese, (z,) ne converge pas vers £. Donc

Je>0/VN eN,In > N avec |z, — | > ¢ . (1.6)

A partir de cette formulation on fabrique facilement une sous-suite (7,(y))
de (7y) qui vérifie que |z,(,) — €| > & pour tout n. Pour construire ¢(1) on
pose N = 1 et on pose ¢(1) = n donné par (1.6) avec N = 1. Une fois
©(1),...,(k) construits, on prend N = ¢(k) + 1 et on pose p(k + 1) = n
donné par (1.6) avec N = (k) + 1. On a donc bien construit (x,(,)). Cette
suite est bornée tout comme (x,) I'était. Elle possede donc une sous-suite
convergente (%(w(n)))- Une sous-suite d’une sous-suite est une sous-suite car
la composée de deux extractrices est encore une extractrice. Si on note
lim 2oy = £

n—-+00
alors ¢/ # £ puisque |Zy(y(m)) — £| > € pour tout n implique que |¢/ — £| > ¢.
Ainsi, si (x,) bornée ne converge pas, alors il existe au moins deux sous-suites
convergentes de (z,) qui ont des limites différentes. Un exemple tres simple
est donné par le cas de la suite des (—1)" qui a deux sous-suites (choix des n
pairs et choix des n impairs) convergeant chacune vers deux limites différentes
—1 et +1 (puisque constantes, respectivement égales pour tout n & —1 et +1).
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Une autre formulation de ce que I'on vient de dire fait intervenir la notion
de valeur d’adhérence. On dira que = € R est valeur d’adhérence d’une suite
réelle () s'il existe une sous-suite (z,(,)) de (z,) avec

lim =«
n—-+o0o

p(n) =L -

Soit (x;,) une suite bornée. Si elle converge elle a une unique valeur d’adhérence
puisque toute sous-suite d’une suite convergente est convergente et a méme
limite. On vient de montrer la réciproque. En particulier, le résultat suivant
a lieu.

THEOREME 1.5. Une suite bornée converge si et seulement si elle a une
unique valeur d’adhérence. Sa limite est alors cette unique valeur d’adhérence.

Il manque a cette section la notion de suite de Cauchy, que nous abordons
maintenant. Une suite de Cauchy est une suite qui < s’écrase > sur elle-méme.

DEFINITION 1.4. Soit (z,,) une suite réelle. On dit que (xy,) est une suite
de Cauchy, ou tout simplement que (x,) est de Cauchy, si

Ve >0,IN €N /Vp,q> N,|z, — x4 <.
On écrira aussi que Ye > 0,IN € N / Vn > N,Vp >0, |2ptp — n| <€ .

Il est facile de voir qu’'une suite convergente est nécessairement une suite
de Cauchy. La réciproque (dans le contexte général des espaces vectoriels
normés abordé plus loin) n’est pas toujours vraie, mais elle ’est dans R. C’est
I’'objet du théoreme qui suit.

THEOREME 1.6. Soit (x,,) une suite réelle. Alors (x,) est convergente si
et seulement si elle est de Cauchy.

DEMONSTRATION. Il est tout d’abord facile de vérifier que si (z,) est
convergente, alors elle est de Cauchy. Supposons que

Ve>0,AN €N /Vn> N, |z, — ] <¢€
pour £ € R. En remarquant que
|[2p — 24| = [(zp — £) + (£ — z4)|
<lzp =L+ |zg — £,

on obtient que pour tout € > 0 il existe N tel que pour tous p,q > N,
|z, — 24| < 2e. Comme € > 0 est quelconque on a bien montré que

Ve >0,3N €N /Vp,q> N, |z, — x4 <€,

et donc que (z,) est une suite de Cauchy. La réciproque se déduit facilement
du théoreme de Bolzano-Weierstrass. Si (z,) est de Cauchy, en prenant € =1
et ¢ = N dans la phrase des suites de Cauchy on obtient que |z,| < |zn|+ 1
pour tout p > N. Donc (z,) est bornée. Mais si (z,) est bornée alors, avec
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le théoreme de Bolzano-Weierstrass, le Théoreme 1.4, il existe une sous-suite
(Ty(n)) de (7,) qui converge. Soit £ sa limite. Alors

Ve > 0,3N' e N/ Vn > N, |z ) — €] <.

On a vu en (1.4) que ¢(n) > n pour tout n. Soit € > 0 fixé quelconque. Pour
tout n > N, |z, — Zy(n)| < €. On pose N = max(N, N'). Alors

‘:L‘n - €| = |($n - xap(n)) + (xgo(n) - E)‘
< |$n - xcp(n)| + |xap(n) - £|
< 2

pour tout n > N. Comme £ > 0 est quelconque, on a montré que
Ve >0,3NeN /VYn> N, |z, — | <¢
Donc (z,,) est convergente. Le théoreme est démontré. O

Ce théoreme est tres utile et la théorie des séries est d’ailleurs basée sur
ce résultat. Le point fondamental ici est, qu’en dehors d’utiliser la croissance
ou la décroissance, il était jusque la impossible de montrer qu’une suite con-
verge sans avoir a < deviner > sa limite pour vérifier ensuite que la phrase de
convergence vers cette limite est vraie. Avec ce théoréme on a maintenant un
autre outil qui ne nécessite pas la connaissance de la limite : montrer que la
suite est de Cauchy.

1.2. Limites des fonctions

Par définition la limite des fonctions s’entend < par valeurs différente >. Si
D C R on notera D le sous-ensemble de R constitué des x € R qui sont limites
d’une suite de points de D. Par exemple, si D =]a,b[ alors D = [a,b]. On a
bien stir toujours D C D (si € D, alors z est limite de la suite constante
x, = x pour tout n, qui est bien une suite de points de D).

DEFINITION 1.5. Soit D C R un sous-ensemble de R et f : D — R une
fonction réelle définie sur D. Soit a € D un point de D et soit £ € R un réel.
On dit que f admet £ pour limite lorsque x tend vers a si

Ve>0,9n>0/VeeDx#a,Jr—al<n=|flz)—{ <e.

On écrit h_r)n f(z) =1 et on demande que a € D\{a} (voir ci-dessous).
r—a

Si D est un intervalle de R et si a est une des bornes de D, la limite telle que
définie ci-dessus renvoie aux notions de limite & droite si a est la borne gauche
de D et de limite a gauche si a est la borne droite de D. Par ailleurs, il se
pourrait tres bien, si on n’imposait pas la condition a € D\{a}, qu’il n’y ait pas
de & # a proche de a qui soit dans D, par exemple si D = [0, 1] |J{2} et a = 2.
Dans ce cas la définition est hors sujet et 'on s’abstient de parler de limite en
a. On supposera donc toujours dans ce qui suit, et c’est ’objet de la derniere
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demande dans la Définition 1.5, que pour tout 6 > 0, Ja—4, a+06[N(D\{a}) # 0
ce qui revient encore a demander que a € D\{a}. Dans la plupart des cas
étudiés, D est un intervalle, ou une union finie d’intervalles, et, dans ces
situations, tout point a € D vérifie que a € D\{a}. A noter : la double
condition = # a et |z — a| < n s’écrira aussi 0 < |z — a| < 7, une formulation
que ’on trouvera dans plusieurs ouvrages.

THEOREME 1.7. La limite, lorsqu’elle existe, est unique.
DEMONSTRATION. On suppose donc que a € D\{a}. Supposons qu’une
fonction f ait deux limites £ et ¢ lorsque z — a. Alors
Ve>0,Ip>0/Ve € D,z #a,|lz—a|<n=|f(x) ¥ <e,
Ve>0,3 >0 /VeeD,x#a,|lz—al <n = |flz)-¥|<ce.

On fixe £ > 0 quelconque. Soit x € D, x # a, tel que |z — a| < min(n,n’).
Alors |f(z) — | < e et |f(z) — | < e. Donc

(6=t =1t~ f(z)+ fz) = |
< |f@@) =€ +1f(z) = €|

< 2.

On a ainsi montré que |¢ — ¢'| < 2. Comme ¢ > 0 est quelconque, on obtient
que ¢ = /. Le théoréme est démontré. O

La encore un parle de limites finies, mais on peut facilement définir les
limites infinies et les limites lorsque x tend vers —oo ou alors vers 4+o00. Cela
donne les phrases suivantes pour les limites infinies en un réel a € D\{a},

lim f(z) = —00siVA<0,3n >0 /Vz € D,x #a,|lz—a| <n= flx) <A,

r—a

lim f(z) =+00siVA>0,3n >0 / Ve € D,z #a,|z —a|<n= f(z) > A,

r—a

les phrases suivantes pour les limites en —oo,
lim f(z)=—-00siVA<0,3dB<0/Vre Do <B= f(z)<A,

Tr——00
li)r_n f(z) =400siVA>0,3B<0 /VreD,x<B= f(z)>A,
li)IEl flz)="¢siVe>0,3B<0/VeeD,x<B=|f(x)—¥ <e,

ou £ € R, et les phrases suivantes pour les limites en +oo,
lim f(z)=—-00siVA<0,3B>0/VxeD,o>B= f(z)<A,

r—+00
Er}ra f(z) =400siVA>0,3B>0/Vze D,x >B= f(z) > A,
ll)I_’I_l flx)=¥¢siVe>0,3B>0/VereD,x>B=|f(x)—¥{ <e,

toujours avec £ € R. Soit D I’ensemble des z de D qui sont tels que x > a et
D, Vensemble des z de D qui sont tels que z < a. En remplacant D par D}
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dans les phrases mathématiques des limites en a on obtient la notion de limite
a droite en a. En remplagant D par D, dans les phrases mathématiques des
limites en @ on obtient la notion de limite & gauche en a. On écrit souvent
lim f(xz) et lim f(x)
z—at T—a~
pour les limites a droite et les limites a gauche. Dans tous les cas, les limites,
lorsqu’elles existent, sont uniques.

Une fonction f: D — R définie sur un ensemble D C R est dite croissante
sur D si f(z) < f(y) pour tous x < y dans D. Elle est dite décroissante sur
D si f(z) > f(y) pour tous z < y dans D. La fonction est dite minorée sur
D ¢l existe m € R tel que f(x) > m pour tout z € D. La fonction est dite
majorée s'il existe M € R tel que f(z) < M pour tout € D. Une fonction
est dite bornée lorsqu’elle est a la fois minorée et majorée.

THEOREME 1.8. Soient a < b deux réels et f :]a,b| — R une fonction
croissante sur |a,b[. Les limites a droite de f en a et a gauche de f en b
existent toujours. La limite o droite de f en a est finie si et seulement si f
est minorée sur a,b[. La limite a gauche de f en b est finie si et seulement
si f est majorée sur |a,b[. On passe des fonctions croissantes auzx fonctions
décroissantes en changeant f en —f. Pour les fonctions décroissantes la limite
a droite de f en a est finie si et seulement si f est magjorée sur]a,b| et la limite
a gauche en b est finie si et seulement si f est minorée sur |a, b|.

DEMONSTRATION. La derniére partie du théoréme suit clairement de la
premiere. Il suffit donc de démontrer le résultat pour les fonctions croissantes.
En passant ensuite de f a la fonction g :]Ja,b[— R que l'on définit pour tout
z €la,b] par g(r) = —f(a + b — x), on constate facilement qu’il suffit de
démontrer le résultat pour les limites a gauche en la borne supérieure pour les
fonctions croissantes. Soit donc f :]a,b[— R croissante. Si f n’est pas majorée
sur ]a, b[ alors pour tout A > 0 il existe x4 €]a, b pour lequel f(z4) > A. Mais
alors f(x) > A pour tout z €|x4,b[ par croissance de f et on obtient (poser
n=>b—u1x4) que f(x) = 400 lorsque z — b~. Par ailleurs, si f a une limite
finie lorsque = — b7, alors, toujours par croissance de f, la fonction f est
forcément majorée sur |a, b[ par cette limite. Il reste donc & montrer que si f
est majorée sur Ja,b[, alors f a une limite finie lorsque x — b~. On note ¢ le
sup de f sur ]a, b[ (Section 9.4, Chapitre 9), donc le plus petit des majorants
de I'ensemble des f(z) pour x €]a,b[. Clairement ¢ € R, car f est majorée, et

(i) Vo €la, b, f(z) <L,
(ii) Ve > 0,3z, €la,b] / f(xe) >l —e.

Le point (i) traduit le fait que ¢ est un majorant de l'ensemble des f(x)
pour x €la, b et le point (ii) qu’il s’agit du plus petit des majorants de cet
ensemble. De (i) et (ii), et par croissance de f, on tire que pour tout € > 0 il
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existe z. €]a,b[ avec la propriété que ¢ — e < f(z) < ¢ pour tout = € [z, b].
On en déduit (poser n = b — z.) que f(x) — ¢ lorsque  — b~. Le théoréme
est démontré. O

Le Théoreme 1.8 reste vrai si a = —o0o, la limite a droite en a devenant
la limite en —o0, et si b = 400, la limite a gauche en b devenant la limite en
+00. Le lien entre limite a droite et limite a gauche est par ailleurs donné par
le résultat suivant. On peut y relaxer la condition voulant que a € D est un
point intérieur & D en demandant seulement que a soit intérieur & D U {a}
pour autoriser des situations du type D =]c, a[U]a, b].

LEMME 1.3 (Limites, limites a droite, limites a gauche). Soit f : D — R
une fonction et a € D un point intérieur ¢ D au sens ou il existe n > 0 tel
que la —n,a+n[C D. Alors f admet une limite £ en a si et seulement si elle
admet une limite a gauche en a, une limite a droite en a et ces deux limites a
gauche et a droite sont égales a .

DEMONSTRATION. On se restreint au cas ol £ € R, mais le lemme reste
vrai pour £ = £o00. Tout d’abord, qui peut le plus peut le moins. Il est donc
clair que si f a une limite £ en a, alors elle a aussi des limites a gauche et a
droite en a qui valent toutes deux /. Réciproquement, supposons que f a des
limites a gauche et a droite en a qui sont égales. Soit £ cette valeur commune.
On a donc

Ve>0,9n>0/Vee D, ,x#a,|lx—al<n=|f(zx)—4 <e,
Ve>0,30 >0 /Yo e Dfx#a,|lv—a|<n =|f(z) -4 <e.

En posant n” = min(n,7n’), et puisque si z # a, soit * < a soit x > a, on
obtient que

Ve>0,3n" >0 /Vee D,z #a,|lz—a| <n’" = |f(x) -l <e,
soit donc que f a une limite en a qui vaut £. Le lemme est démontré. O

THEOREME 1.9. Soit D C R un sous-ensemble de R et f : D — R une
fonction réelle définie sur D. Soit a € D\{a}. La fonction f admet une
limite lorsque x tend vers a si et seulement si pour toute suite (x,) de point
de D\{a} qui tend vers a lorsque n — +o00, la suite des f(xy) a une limite
lorsque n — +00.

DEMONSTRATION. La premiere chose qui surprend dans cet énoncé est
qu’on ne demande pas une valeur commune aux limites des f(z,). On va tout
de suite régler ce petit probléme : si pour toute suite (x,) de point de D\{a}
qui tend vers a, la suite des f(z,) a une limite lorsque n — 400, alors ces
suites (f(xy)) ont toutes la méme limite. Considérons en effet deux suites (xy,)
et (yn) de points de D\{a} qui tendent toutes deux vers a lorsque n — 400.
Soit (zy,) la suite définie par z9, = ,, et 22,41 = yn. On montre sans grande
difficulté que les z, sont dans D\{a} et surtout que z, — a lorsque n — +o0.
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Mais donc la suite des f(z,) a une limite. Or les suites des f(x,) et f(yn)
sont des sous-suites de cette suite. Ces trois suites ont donc la méme limite
en vertu du Lemme 1.2. En particulier la limite des f(z,,) est égale a la limite
des f(yn). On passe maintenant a la preuve du résultat proprement dite. Par
< emboitement >, consistant a insérer une relation dans une autre, il est aisé
de montrer que si la fonction f admet une limite lorsque = tend vers a, alors,
pour toute suite (z,,) de point de D\{a} qui tend vers a lorsque n — +o0, la
suite des f(x,) a une limite lorsque n — +o00 qui vaut précisément la limite
de f lorsque z tend vers a. En effet, par exemple dans le cas d’une limite finie,
d’une part

Ve>0,an>0/Ve e D,z #a,|lz—a|l|<n=|f(zx) ¥ <e
et, d’autre part,
Ve' > 0,dN /Vn > N,z, € (D\{a})Nja —',a+€'].

On fixe € > 0 puis on pose ¢/ = 7. Alors, pour tout n > N, z,, € D\{a} et
|z, — al] < n de sorte que |f(x,) — ¢ < e. Donc :

Ve >0,IN /VYn> N, |f(z,) — ] <e,

ce qui signifie précisément que f(z,) — ¢ lorsque n — 4o00. Réciproquement
on suppose que pour toute suite (z,,) de point de D\{a} qui tend vers a lorsque
n — 400, la suite des f(z,) a une limite lorsque n — +oc. La limite des f(x,)
est toujours la méme comme on vient de le voir. Supposons cette limite réelle
pour fixer les idées. Soit ¢ cette limite. On montre que f(x) tend vers ¢ lorsque
x tend vers a. On raisonne par 1’absurde et on suppose que f(x) n’a pas ¢
pour limite (ou méme pas de limite du tout) lorsque x — a. Alors :

Jdeg >0/ Vn >0, 3z € D\{a} avec |z —a| <net |f(x)—L] > e .

En posant 7 = 1/n pour n € N* on fabrique une suite (z,) de points de D\{a}
qui est telle que

1
]acn—a]<g et |f(zn)—¢ >eo

pour tout n > 1. La premiere inégalité donne par théoreme des gendarmes
que x, — a lorsque n — 4+o00. On devrait donc, par hypothese, avoir que
f(z,) — £ lorsque n — 400, ce qui est rendu impossible par la seconde
inégalité. Une contradiction. Ce qui prouve le théoreme. O

1.3. Continuité

On aborde maintenant la définition de la continuité d’une fonction en un
point. Intuitivement la continuité d’une fonction réelle sur un intervalle signifie
que 'on peut tracer le graphe de cette fonction « sans lever la main >. Le
graphe d’une fonction f : D — R est le sous-ensemble de R? constitué des
points (x, f(z)) pour z € D. Le point (iii) de la définition ci-dessous porte le
nom de < caractérisation séquentielle de la continuité >.
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DEFINITION 1.6. Soient D C R un sous-ensemble de R et f : D — R
une fonction réelle définie sur D. Soit a € D un point de D. On dit que f
est continue au point a st l'une des trois conditions équivalentes suitvantes est
vérifiée :

(i) lim f(z) = f(a) (sia < D\{a}),
(ii)) Ve > 0,In >0 /Ve € D,|Jz —a|<n = |f(z)— fla)| <€,

(#ii) pour toute suite (x,) de points de D vérifiant que liIJIrl Tn = a, on
n—-+00

a forcément que lim f(x,) = f(a).
n——+0oo
On dit que f est continue sur D lorsque f est continue en tout point de D.

La limite dans (i) s’entend pour les € D, le domaine de définition de
la fonction. Il est toujours sous entendu que la fonction est inconnue et non
définie en dehors de son domaine de définition D méme si, dans les faits, il
peut arriver qu’on la connaisse en dehors de D, par exemple parce qu’elle
provient d’une formule explicite. Dans le cas ot D = [a,b] cette définition
inclue les notions de continuité a droite en a et de continuité a gauche en b.

PREUVE DES EQUIVALENCES DE (I)-(I11) DANS LA DEFINITION 1.6. Sans
perdre en généralité on peut supposer que a € D\{a}. Si ce n’est pas le cas,
il existe 0 > 0 tel que Ja — d,a + 6[ND = {a} et les points (ii) et (iii) sont
trivialement vérifiés. On suppose donc que a € D\{a}. Le point (ii) est
alors la traduction mathématique exacte du point (i). On peut ici se passer
de I'hypotheése x # a puisque pour z = a, |f(z) — f(a)] = 0 qui sera tou-
jours strictement inférieur & e. Par définition (i) et (ii) sont équivalents. Pour
I’équivalence de (i) et (iii) on procéde comme dans la preuve du Théoreme 1.9.
On répete les arguments car ils sont importants.

On montre ’équivalence de (i) et (iii). Il est déja clair que (i) = (iii).
Supposons en effet (i) et soit (z,) une suite de points de D qui converge
vers a. Alors (z,) est aussi proche que 'on veut de a pourvu que n soit
suffisamment grand tandis que f(z) est aussi proche que 'on veut de f(a)
pourvu que z soit suffisamment proche de a. On en déduit facilement que
f(zy,) est aussi proche que 'on veut de f(a) pourvu que n soit suffisamment
grand. D’ou laffirmation que (i) implique (iii).

Réciproquement supposons (iii) et montrons (i). Comme (i) et (ii) sont en
fait équivalentes, on peut se < borner > & montrer que (iii) = (ii). Pour cela
on va raisonner par l’absurde. On suppose donc a la fois (iii) et le contraire
de (ii), & savoir :

Je >0/ Vn> 0,3z € D vérifiant |z —a| <net |f(z) — f(a)| > €.
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On se donne une suite (g5,) de réels strictement positifs qui tend vers 0 lorsque
n — +oo. Pour tout n on pose n = &,. On obtient alors une suite (z,) de
points de D qui vérifie

< —_
{0 <|xy —al <en, (1.7)

|f(zn) = fla)] = €,

pour tout n € N. La premiere de ces deux relations, avec le théoreme des
gendarmes, entraine que

lim z,=a.
n—-+0o

En ayant supposé (iii) cela implique que

lim f(z,) = f(a) .

n—-+00

Mais cette derniere affirmation est en désaccord avec la seconde équation du
systeme (1.7). D’ou une contradiction et on a bien que (iii) = (ii). Les trois
affirmations de la définition sont bien équivalentes. O

Le théoréme suivant porte le nom de théoreme général sur la continuité.

THEOREME 1.10 (Théoréme général sur la continuité). Si f et g sont
continues en un point a, alors f 4+ g et fg sont continues en a. Si de plus
g(a) # 0 alors g(x) # 0 pour x proche de a et 5 est continue en a. Si par
ailleurs f est continue en a et g est continue en f(a), alors go f est continue
en a. Pour finir, les fonctions polynomes, puissances, valeur absolue, cos, sin,
tan, exp, In sont continues la ot elles sont définies.

Par fonction puissance on entend les z — x%, ou a € R, définies pour
z > 0 par 2% = e*!(®) ¢t les z — 2P avec p € Z qui sont définies lorsque
p < 0 pour tout = # 0 et lorsque p > 0 pour tout z € R (et qui rejoignent
dans ce cas les fonctions polynomes). Lorsque a > 0 les z® se prolongent
par continuité en 0 et sont définies sur [0, 4+oco[. La fonction z — \/z est une
fonction puissance. Sa puissance étant positive, elle est définie et continue sur
[0, +o00.

DEMONSTRATION. Que f + g et fg soient continues en a si f et g le sont
suit facilement du point (iii) de la Définition 1.6 et du Lemme 1.1. Si g(a) # 0,
et g est continue au point a, il existe forcément n > 0 tel que g(z) # 0 pour
tout x € DyN]ja —n,a + 1, ot Dy est le domaine de définition de g. Deux
approches pour démontrer cette affirmation sont possibles. Par ’absurde, on
fabriquerait sinon une suite (z,) de D, qui converge vers a et pour laquelle
g(zn) = 0 pour tout n. Par passage a la limite n — +oo et continuité de g
on devrait alors avoir g(a) = 0. On peut sinon procéder par voie directe. Par
continuité de g en a,

Ve >0, >0/ Ve € Dy, |z —a|<n = |g(z)—gla) <c.
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Comme g(a) # 0 on peut choisir ¢ = %[g(a)|. On obtient alors un n > 0
tel que pour tout z € D, vérifiant que |z — a| < 1, [g(z) — g(a)| < 3|g(a)|.
Or |g(z) — g(a)| > |g(a)| — |g(x)| et donc, pour tout z € D, vérifiant que
[z —al <n, |g(z)] > |g(a)| — t|g(a)| = %|g(a)| > 0. D’ott I'affirmation faite un
peu plus haut. En appliquant de nouveau le point (iii) de la Définition 1.6 et
le Lemme 1.1, on obtient la continuité de f/g en a si f et g sont continues en
a et g(a) # 0. Pour go f notons D le domaine de définition de cette composée.
Soit (xy,) une suite de points de D convergeant vers a. Avec le point (iii) de la
Définition 1.6, appliqué a f, f(x,) — f(a) lorsque n — +oo. En appliquant de
nouveau le point (iii) de la Définition 1.6, g (f(x,)) — ¢ (f(a)) puisque g est
continue en f(a). Comme (z,) est quelconque dans D convergeant vers a, c¢’est
que, toujours en raison du point (iii) de la Définition 1.6, go f est continue en a.
Reste a montrer que les fonctions usuelles sont continues la ou elle sont définies.
Pour les fonctions polynomes la preuve suit du point (iii) de la Définition 1.6 et
du Lemme 1.1. Pour la fonction valeur absolue la preuve suit trivialement de
I'inégalité triangulaire qui donne que }|y| - \Q:H < |y — z| pour tous x,y. Pour
les autres fonctions il faut a chaque fois trouver un argument spécifique. On se
restreint ici & une discussion rapide du cas des fonctions sinus et cosinus. Pour
la fonction sinus on pourra montrer (en comparant aires de triangles et aires
de secteurs angulaires dans la représentation circulaire du sinus et par parité)
que pour tout x €] — /2, 7/2[, 'inégalité large |sin(z)| < |x| est vraie. De la
on tire du point (iii) de la Définition 1.6 que sin est continue en 0. Comme
cos = /1 —sin? au voisinage de 0, la fonction cos est elle aussi continue en
0 en vertu de ce que nous avons démontré plus haut sur les compositions,
sommes, produits et en admettant la continuité de la fonction racine carrée
sur [0, 4+o00[. Reste pour obtenir la continuité des fonctions sinus et cosinus en
un point a quelconque a utiliser les formules trigonométriques

sin(a + x) = sin(z) cos(a) + sin(a) cos(x)
cos(a + x) = cos(a) cos(x) — sin(a) sin(x)

et a utiliser la continuité en 0 que 'on vient de démontrer, le point (iii) de la
Définition 1.6 et le Lemme 1.1. D’ou le théoreme. g

Dans ce théoreme il se peut que g o f ne soit au final défini qu’au point a,
de sorte que la question de la continuité de g o f devient sans grand intérét.
C’est par exemple le cas si I'on considere la fonction f définie par f(x) = 2.
Pour cette fonction Dy = R, olt Dy est le domaine de définition de f, et f est
bien str continue en tout point de R puisque polynomiale. Si maintenant g
est la fonction définie sur | — 00, 0] par g(z) = zln(—=z) si x < 0 et g(0) = 0,
alors Dy =] — 00, 0], ot Dy est le domaine de définition de g, et g est continue
en 0 d’apres notre définition. Si ’on regarde g o f cette fonction n’est définie
qu’en 0. Une telle configuration limite ne se produira pas si g est définie sur

au moins un intervalle ouvert contenant f(a) et f est définie sur au moins un
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intervalle ouvert contenant a. Dans ce cas, par continuité de f en a, il existe
n > 0 pour lequel g o f est définie sur Ja —n, a + n[. Plus généralement, si Dy
et Dy sont les domaines de définition de f et g, et si Dyoy est le domaine de
définition de go f, on a obligatoirement que Dgoy C Dy et que f(Dgor) C Dy.
Si 'on suppose que f(Dy) C Dy alors Dgor = Dy, une situation qu'il est plus
facile d’appréhender. Pour fixer les idées, dans un théoreme général tel que le
Théoreme 1.10, et cela sera vrai aussi pour le Théoréme 1.14 qui suivra,

(i) pour f+g, fget g on prendra f et g définies sur un méme sous-ensemble
D C R contenant a,

(ii) pour go f, on prendra f définie sur un D C R contenant a, g définie sur

un D C R contenant f(a) et, pour faire simple, on demandera que f(D) C D.
Dans la variante du Théoreme 1.10 qui traitera de dérivation, donc dans le
Théoreme 1.14, on demandera que D contienne un intervalle ouvert centré en
a, ou tout simplement que D soit un intervalle ouvert contenant a, et, dans
le cas de la composition, que D contienne un intervalle ouvert centré en f(a),
ou tout simplement que D soit un intervalle ouvert contenant f(a).

ProprosiTION 1.1. Soient I C R un intervalle de R, f : I — R une
fonction réelle définie et continue sur I et a < b deux points de I. On suppose
que f change de signe en a et b et donc que f(a)f(b) < 0. Il existe alors
c €la, b tel que f(c) =0.

DEMONSTRATION. Quitte & remplacer la fonction f par —f, on peut sup-
poser que f(a) <0 et f(b) > 0. Notons

J={telab] /Vt€at], f(t') <0} .

Clairement J est un sous-intervalle non vide (a € J) de I. Notons ¢ la borne
droite de J. On a a < ¢ < b puisque

(i) f(a) < 0 et la continuité de f en a entrainent que f < 0 dans un
intervalle du type [a,a + 7], et donc [a,a + n] C J,

(ii) f(b) > 0 et la continuité de f en b entrainent que f > 0 dans un
intervalle du type [b — 1, b] pour 0 < n < 1.

Par continuité de f en ¢ :
(iii) si f(c) < 0 alors f < 0 dans un intervalle du type [¢,c+ 7] ,
(iv) si f(c) > 0 alors f > 0 dans un intervalle du type [c — 7, ] .

Dans le premier cas ¢ ne serait pas la borne droite de J car on aurait en fait
[a,c+n] C J. Dans le second cas ¢ ne serait toujours pas la borne droite de
J car cette fois-ci on aurait J C [a,c — n]. Donc, forcément, f(c) = 0. La
proposition est démontrée. O
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Il y a cachée derriere cette preuve la notion topologique importante de
connexité (les intervalles de R sont connexes, les connexes de R sont des in-
tervalles). Le résultat est trivialement faux si on ne suppose plus que I est
un intervalle (penser au graphe de la fonction inverse x — % que l’on regarde
sur I =] — 00, 0[]0, +00]). Le résultat est par ailleurs intuitif. Dans le tracé
du graphe de f, si on part d’un point (a, f(a)) avec f(a) < 0 pour rejoindre
un point (b, f(b)) avec f(b) > 0, et 8’il est interdit de lever la main, alors il
faudra bien couper 'axe des z & un moment. A noter : rien n’interdit de le
couper plusieurs fois. La preuve ci-dessus fournit en fait la premiere abscisse
en partant de a ou f s’annule. La proposition 1.1 est souvent énoncée sous la
forme suivante, connue sous le nom de théoreme des valeurs intermédiaires.

THEOREME 1.11 (Théoréme des valeurs intermédiaires). Soient a < b deux
réels et f : [a,b] — R une fonction réelle définie et continue sur [a,b]. Alors
f prend toutes les valeurs entre f(a) et f(b).

DEMONSTRATION. Supposons f(a) < f(b). Si ce n’est pas le cas, on
pourra changer f en —f pour se ramener a cette situation. Si f(a) = f(b) le
théoreme dit juste que f prend la valeur f(a), ce qui est évident. On pourra
donc supposer que f(a) < f(b). Soit d €]f(a), f(b)] et soit g = f —d. Alors
g est continue sur I, g(a) < 0 et g(b) > 0 de sorte que g(a)g(b) < 0. Donc,
avec la Proposition 1.1, il existe ¢ €]a, b[ tel que g(c) = 0, soit f(c) = d. Que
f prenne les valeurs f(a) et f(b) est évident. Le théoréme est démontré. [

Le théoreme des valeurs intermédiaires s’étend facilement au cas ou la
fonction f :]a,b[— R est continue, a une limite s a droite en a, s € RU{£o00},
et une limite ¢ & gauche en b, t € RU {xoo}. Alors f prend toutes les valeurs
strictement comprises entre s et ¢t. Pour tout sous-intervalle [A, B] strictement
compris entre s et ¢ on va effectivement pouvoir trouver des ¢,d €]a,b[ tels
que f(c) < Aet f(d) > B et on se ramene alors au Théoréme 1.11.

Le théoréme qui suit explore maintenant les relations entre compacité (ici
la compacité des intervalles fermés bornés de R) et continuité. On parle
d’extremum pour un minimum ou un maximum. Si f : D — R est une
fonction définie sur un ensemble D, un point a est un point de minimum
(respectivement un point de maximum) de f si f(z) > f(a) (respectivement
f(x) < f(a)) pour tout x € D.

THEOREME 1.12. Soit I = [a,b] un intervalle fermé borné de R et soit
f I — R une fonction réelle définie et continue sur I. Alors f est bornée
sur I et f admet un point de mazimum et un point de minimum sur I.

DEMONSTRATION. Cette fois-ci c’est la notion de compacité qui se cache
derriere ce résultat. Les intervalles fermés bornés de R sont des compacts et
donc (en topologie métrique par exemple) des ensembles ayant la propriété
que toute suite de points dans ’ensemble possede une sous-suite convergente
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comme nous 'avons vu avec le théoréme de Bolzano-Weierstrass. Montrons
par exemple que f et majorée et possede un point de maximum dans [a, b].
Notons

M = borne sup {f(z),z € [a,b]} ,
ce que l'on écrit M = supy, y) f ou sup,¢jqp) f(2). Par définition M est le plus
petit des majorants de 'ensemble {f(z),z € [a,b]} C R (et possiblement, & ce
stade de la preuve, on pourrait avoir M = +00). On a alors

(i) Vo € [a,0], f(x) <M
(i) Ve > 0,3z €T avec M —e < f(x) < M si M < o0
(iii) VR > 0, 3z € I avec f(z) > R si M = +o0.

Prenons une suite (g,,) de réels strictement positifs qui tend vers 0 lorsque
n — +oo. En prenant ¢ = ¢,, dans le cas (ii), et R = é dans le cas (iii), et
ce pour tout n, on obtient immédiatement une suite (z,,) de points de I qui
vérifie que

lim f(x,) =M.

n—+400
Comme [ est borné, il existe avec le Théoreme 1.4 une sous-suite (z,(,)) de
() qui est convergente. Notons T sa limite de sorte que Ty(n) — T lorsque
n — +oo. Puisque [ est fermé, T € I. Toute sous-suite d’une suite convergente
étant convergente et de méme limite, on a aussi que

n—-+4o0o

Comme f est continue sur I, donc en particulier en T, on peut écrire (voir la
Définition 1.6) que f(zy(m)) — f(T) lorsque n — +oo. D’ou f(Z) = M. En
particulier M < 400 et, avec (i), le théoréeme est démontré. O

Un autre résultat est fréquemment associé & la compacité : si I = [a,b] est
un intervalle fermé borné de R et f : I — R est une fonction réelle définie et
continue sur I, alors f est en fait uniformément continue sur I, la continuité
uniforme sur I signifiant que

Ve>0,In>0/Ve,yel,|ly—z[<n=|fly) - flz)] <e.

Cette phrase de continuité uniforme est plus forte que la phrase de continuité
en tout x € I puisque, maintenant, dans la continuité uniforme, le n ne dépend
que de € et non pas du point z ou 'on regarde la continuité. Le n est ici
< uniforme > par rapport a . On renvoie au Chapitre 3, Théoreme 3.10,
pour la preuve de ce résultat dans un cadre plus général. Le résultat est
connu sous le nom de Théoreme de Heine.

COROLLAIRE 1.1. Soient I = [a,b] un intervalle fermé borné de R et
f I — R une fonction réelle définie et continue sur I. On suppose que
f(a) = f(b). Alors soit il existe c €]a,b[ un point ot f atteint son minimum,
soit il existe d €]a,b] un point ou f atteint son maximum, soit les deux.
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DEMONSTRATION. Si f est constante la dernic¢re situation est trivialement
satisfaite (tous les points de l'intervalle sont a la fois des points de minimum
et de maximum). Supposons que f n’est pas constante. D’apres le Théoreme
1.12 il existe ¢, d € [a, b] tels que

f(e) = inf f(x) et f(d) = sup f(x)
zel xel
On ne peut avoir simultanément c,d € {a,b} puisque f(a) = f(b) et f n’est
pas constante. Donc soit ¢ € {a, b} et alors d €]a, b|, soit d € {a,b} et alors
¢ €la, b], soit encore ¢, d €]a,b[. D’ol le corollaire. O

1.4. Dérivée premiere

La dérivée d’une fonction en un point ¢, lorsqu’elle existe, est la limite finie
lorsque * — ¢ du taux d’accroissement de la fonction en c. Elle s’interprete
géométriquement comme le coefficient directeur de la tangente au graphe de
f en ce point.

DEFINITION 1.7. Soient I =|a,b] un intervalle ouvert de R, ¢ €|a,b[ un
point de I et f : I — R une fonction réelle définie sur I. On dit que f est
dérivable au point ¢ si le quotient

x—c
appelé taux d’accroissement de f en c, admet une limite finie lorsque x tend
vers c. Lorsque cette limite existe elle est bien sir unique, on la note f'(c) et

on dit que f'(c) est la dérivée de f en c. La fonction f est dite dérivable sur
I lorsqu’elle est dérivable en tout point de I.

L’écriture mathématique de la limite de la définition est la suivante :

fx) = f(e)

r —C

Ve >0,3p>0/Vz e I\{c},|lr—c| <n = — fl(e)| <e. (1.8)

Une fonction dérivable en un point est forcément continue en ce point. C’est

I’objet du théoreme suivant. L’idée est que si le taux d’accroissement a une

limite finie, et puisque le dénominateur tend vers zéro, forcément le numérateur

tend lui aussi vers zéro. Par suite liLn f(x) = f(c) et f est donc continue en c.
r—cC

THEOREME 1.13. Si une fonction est dérivable en un point, alors elle est
continue en ce point.

DEMONSTRATION. On utilise (1.8). Soit ¢ > 0 fixé quelconque. Il existe
alors 17 > 0 tel que pour tout x € I,

[f(@) = fOl <If () x |z — | + ez — ]
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des que 0 < |z — ¢| < n. On pose

7) = min <77 & 1>
@+
Pour tout = € I'\{c} tel que |z — ¢| < 7 on a alors que

[f(z) = (o) <2,

et on peut réintégrer x = ¢ puisque clairement 0 < 2¢. Comme £ > 0 est
quelconque, on a obtenu la phrase de continuité de f en c. Le théoreme est
démontré. O

Les fonctions dérivables sont continues. A l'inverse il existe des fonctions
continues qui ne sont dérivables en aucun point. C’est le cas des fonctions de
Weierstrass et Takagi discutées a la Section 6.4 du Chapitre 6.

DEFINITION 1.8. Soient I un intervalle ouvert de R, a € I un point de I
et f: I — R une fonction réelle définie sur I. Si f est dérivable au point a,
I’équation
y=f(a)(x —a)+ f(a)

est I’équation d’une droite appelée tangente en a au graphe de f.

Tout comme pour les fonctions continues, il y a un théoreme général pour
les fonctions dérivables. On reprend ici les conventions qui suivent la preuve
du Théoreme 1.10.

THEOREME 1.14 (Théoréme général sur la dérivabilité). Si f et g sont
dérivables en un point a, alors f + g et fg sont dérivables en a et

(f +9) (a) = f'(a) + ¢'(a) ,
(f9)' (a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a) .

Si de plus g(a) # 0 alors g(x) # 0 pour x proche de a et g est dérivable en a
avec
(f)/ (a) = f(a)g(a) — f(a)g'(a)
9 9(a)? '
Les fonctions constantes sont par ailleurs toujours de dérivées nulles. En
particulier, pour tout A € R, (Af)'(a) = Af'(a). Enfin, si f est dérivable en a
et g est dérivable en f(a), alors go f est dérivable en a avec

(9o f) (a) =g (f(a)) x f'(a) .

Pour finir, les fonctions polynémes, puissances, cos, sin, tan, exp, In sont
dérivables en tout point des intervalles ouverts ot elles sont définies et on a que
(") = nz"" !, n € N*, cos'(z) = —sin(z), sin’(x) = cos(x), exp’(z) = exp(z),
tan’(z) = 1+ tan(x)?, In’(z) = L.

T
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DEMONSTRATION. Pour ne pas trop alourdir la présentation, on se res-
treint a ne démontrer ce théoreme que dans le cas de fg. On écrit que

f(@)g(@) = fla)g(a) = (f(z) = f(a)) g(z) + f(a) (9(x) — g(a)) .
Par suite,

f2)g(z) — fla)g(a) _ f(z) — fla) (@) + fla) x 9(x) —gla)

r—a r—a Tr—a

Les taux d’accroissements de f et g en a ont une limite lorsque £ — a. De
méme, par continuité de g en a, puisque dérivable implique continue, g a une
limite lorsque x — a. On en déduit que le taux d’accroissement de fg en a a
une limite lorsque x — a, et que cette limite vaut f’(a)g(a) + f(a)g’(a). D’ou
le résultat. g

A partir de la formule de dérivation pour f/g on trouve la formule

(7) = Taw

valable des que f(a) # 0. En ce qui concerne les fonctions puissances, soit
a € R. La fonction puissance x — 2, définie pour = > 0 par 2% = e*n(®)
est dérivable sur ]0, 400 et, par composition et formules de dérivation pour
I’exponentielle et le logarithme,

ay! @ yIn(z)
@y = e

= ae® ln(x)e—ln(x)
=z 1.

La fonction racine carrée est ainsi dérivable sur |0, +oo[ de dérivée donnée par
(V) = 1/2y/z en tout & > 0. Si p = —n est un entier négatif, n € N*, on
peut aussi définir 2P = 1/2™ pour tout z # 0. Cette fonction est dérivable en
tout point x # 0 et, la encore, comme on pourra le vérifier facilement avec les
formules de dérivation pour 1/f et 2", on trouve que (2?)’ = pxP~1.

DEFINITION 1.9. Soit I un intervalle ouvert de R et soit f : I — R une
fonction réelle définie sur I. On dit que f est de classe C* sur I si f est
dérivable sur I et si sa dérivée f': I — R est une fonction continue sur I.

En « mélangeant > les Théoremes généraux 1.10 et 1.14 sur la continuité
et sur la dérivabilité on obtient facilement le théoréme suivant.

THEOREME 1.15 (Théoreme général sur la classe C1). Si f et g sont de
classe C* sur un intervalle ouwvert I, alors f + g et fg sont de classe C* sur
1. Side plus g # 0 sur I, alors 5 est de classe C' sur I. Si par ailleurs f est
de classe C1 sur I et g est de classe C' sur J, avec I,J intervalles ouverts et
f(I) C J, alors gof est de classe C* sur I. Pour finir, les fonctions polynomes,
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puissances, cos, sin, tan, exp, In sont de classe C' sur les intervalles ouverts
ou elles sont définies.

Par induction, en anticipant sur ce qui suit, ce théoréme passe facilement
a la classe C* pour tout k < 4+o00. Les fonctions polynémes, puissances, cos,
sin, tan, exp, In sont en fait de classe C'™° sur les intervalles ouverts ou elles
sont définies.

Par extremum local d’'une fonction f : I — R définie sur un intervalle
ouvert I on entend un maximum local ou un minimum local de f. On dira que
f a un maximum local en un point ¢ € I s’il existe n > 0 tel que Jc—n, c+n[C I
et f(z) < f(c) pour tout x €]c —n,c+ n[. On parle de maximum local strict
si f(z) < f(c) pour tout = €]c —n,c+n|, v # c¢. De méme, on dira que f a
un minimum local en un point ¢ € I s’il existe n > 0 tel que |c —n,c+n[ C I
et f(z) > f(c) pour tout = €]c — n,c+ n[. On parle de minimum local strict
si f(xz) > f(c) pour tout z €]c —n,c+n[, x # c. Un extremum local strict est
soit un minimum local strict soit un maximum local strict.

THEOREME 1.16. Si une fonction admet un extremum local en un point,
et est dérivable en ce point, alors sa dérivée en ce point est forcément nulle.

On dit encore que les extremums locaux d’une fonction dérivable sont
forcément des (& rechercher parmi les) points critiques de cette fonction. Par
définition les points critiques d’une fonction dérivable f sont les z pour lesquels
f'(x) =0.

DEMONSTRATION. En changeant f en —f on passe des minimums aux
maximums. Supposons que f a un minimum local en ¢ et que f est dérivable
en c. Alors f(x) — f(c) > 0 pour = proche de ¢. D’un autre coté,

f,(C) — lim f(.%') — f(C) ’
T—c Tr—c
et le dénominateur x — ¢ change de signe selon que x tende vers ¢ en restant
a la gauche de ¢, ou que = tende vers c en restant a la droite de c¢. On a donc
pour @ (selon que l'on fasse tendre x vers ¢ en restant a la gauche de ¢ ou en
restant a la doite de ¢) des quotients du type

quantité positive ou nulle

 quantités tantot positives tantot négatives

et donc f'(c¢) devrait étre a la fois négative ou nulle et positive ou nulle. La
seule possibilité est que f/(¢) = 0. Le théoréme est démontré. O

On démontre pour finir un compagnon différentiable de la Proposition 1.1.

PROPOSITION 1.2. Soit I un intervalle ouvert de R, a < b deuz points de
I et f:I— R continue sur [a,b] et dérivable en a et en b. On suppose que
f(a) = f(b) =0 et que f'(a)f'(b) > 0. Il existe alors ¢ €]a,b[ qui est tel que
fle) = 0.
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DEMONSTRATION. Quitte & changer f en —f on peut ici supposer que
f'(a) >0 et f'(b) > 0. Comme
fl(a) — lim f(.%') B f(a) ’
T—a Tr—a
et puisque f(a) = 0, on obtient facilement (par contradiction) que pour tout
n > 0, il existe @’ €]a,a + [ qui est tel que f(a’) > 0. De méme,
! . f(x) — f(b)
b) = lim ——————~=
f ( ) xli}% r—> ’
et puisque f(b) = 0, pour tout n > 0, il existe &’ €]b — n,b[ qui est tel que
f(') < 0. En choisissant n > 0 suffisamment petit, a’ < V. La fonction f est
alors continue sur [a/, V'] et telle que

fla)f') <o0.
Il ne reste plus qu’a appliquer la Proposition 1.1 pour obtenir I’existence de
c €]d’,V[C]a, b] pour lequel f(c) =0, ce qui constitue le résultat voulu. O

1.5. Le théoréme des accroissements finis

Le théoreme des accroissements finis est a la base des analyses différentielles
de croissance et décroissance des fonctions. Il est une conséquence simple de
ce qui a été dit jusqu’a maintenant.

THEOREME 1.17 (Le théoréme des accroissement finis). Soit f : [a,b] = R
une fonction réelle continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b[. Il existe alors

¢ €)a, ] tel que (B) — f(a) = (b — a)(c)
DEMONSTRATION. On définit la fonction ¢ : [a,b] — R par

g(x) = (f(0) = f(a)) (x —a) = (b= a) (f(z) = f(a)) -

Alors g est continue sur [a, b], dérivable sur |a, b[ et elle vérifie que

gla) =g(b) =0 .
Avec le Corollaire 1.1, il existe ¢ €]a, b un point ou f est extrémale. Donc,
d’apres le Théoreme 1.16, ¢'(c) = 0. Or ¢'(c) = f(b) — f(a) — (b —a)f'(c).
D’ou le théoreme des accroissements finis. O

Une fonction f : D — R, définie sur un ensemble D C R, est dite stricte-
ment croissante sur D si f(x) < f(y) pour tous z < y dans D. De méme, f
est dite strictement décroissante sur D si f(x) > f(y) pour tous z < y dans
D. La notion de connexité (voir le Chapitre 9) se cache derriere le résultat
suivant qui devient trivialement faux si ’on ne se place plus sur un intervalle.
Il suffit de penser & la fonction inverse x + 1/x sur | — oo, 0[J]0, +00[ pour
s’en convaincre. Cette fonction, de dérivée —1/22 strictement négative, est
bien strictement décroissante sur chacun des intervalles | — oo, 0[ et |0, 400,
mais f(—1), qui est négatif, n’est pas supérieur a f(1) qui, lui, est positif.
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THEOREME 1.18. Soit I un intervalle d’extrémités a < b et soit f: 1 — R
une fonction continue sur I et dérivable sur |a,b[. Alors f est croissante sur
I si et seulement si f'(x) > 0 pour tout x €)a,b| et décroissante sur I si et
seulement si f'(x) < 0 pour tout x €|a,bl. De plus si f'(x) > 0 pour tout
x €la,b|, alors f est strictement croissante sur I et si f'(x) < 0 pour tout
x €)a,b], alors f est strictement décroissante sur I.

DEMONSTRATION. Traitons le cas de la croissance (on passe de croissante
a décroissante en changeant f en —f). Supposons que f' > 0 (respective-
ment f/ > 0) sur I. Soient x < y deux points de I. Avec la formule des
accroissements finis il existe ¢ €]x, y[ tel que

fy) = flz) = (y —x)f'(c)

et si f/ > 0 (respectivement f’ > 0) sur I alors f'(c) > 0 (respectivement
f'(¢) > 0) et donc f(x) < f(y) (respectivement f(x) < f(y)). Comme z,y
avec < y sont quelconques, f est croissante (respectivement strictement
croissante). Réciproquement, si f est croissante, comme pour tout ¢ € [

o F@) = 1)

(0 —
f (C) o Tr—C Tr — C ’
on constate que f’(¢) > 0 pour tout ¢ en remarquant que
f(z) = flo)

>0

T —c
pour tout z # ¢ (si > ¢ on récupere du < positif sur positif > et si x < ¢ on
récupére du < négatif sur négatif >, donc encore du positif). Le théoréme est
démontré. O

Une fonction dérivable f peut treés bien étre strictement croissante (respec-
tivement décroissante) sans pour autant que 'on ait f’ > 0 (respectivement
f' < 0) en tout point de son intervalle de définition. La fonction z — 3 est
ainsi strictement croissante sur R mais de dérivée nulle en 0. Pour intégrer cet
exemple, et dans la seconde partie du théoreme, on peut en fait supposer que f
est continue sur I, dérivable sur |a, b[\S, avec S Cla, b[ un ensemble fini, et telle
que f’(z) > 0 (respectivement f'(z) < 0) pour tout = €]a,b[\S. Pour le voir,
et si par exemple S = {ci,...,c,}, il suffira tout simplement d’appliquer le
théoreéme tel qu’énoncé ci-dessus sur les intervalles [a, ¢1], [c1, c2],. - . ,[cn-1, Cn],
[en, b] avec ouverture ou fermeture en a et b selon que I est lui-méme ouvert ou
fermé en a et b. Par contre, la encore, on ne peut pas dire que cette situation
avec S fini caractérise la stricte croissance ou décroissance. Un contre-exemple,
ainsi qu’une condition nécessaire et suffisante de stricte croissance dans le cas
C', donc aussi de stricte décroissance en passant de f & —f, sont donnés dans
le lemme suivant. La densité d’un ensemble H Cla, b[ signifie que tout point de
Ja, b est limite d’une suite de points de H. Cela revient encore a dire (voir le
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Chapitre 9) que le complémentaire ]a, b[\H de cet ensemble ne contient aucun
intervalle ouvert.

LEMME 1.4. (1) Il existe f : R — R, une fonction continue et dérivable
sur R, strictement croissante sur R, avec la propriété qu’il existe une suite
(xy,) de réels non nuls et deux o deuz distincts, convergeant vers 0 et telle que
[/ (z) =0 pour tout n.

(2) Si f:[a,b] — R, avec a < b deux réels, est de classe C* sur]a,b] et con-
tinue sur [a,b], alors f est strictement croissante (respectivement strictement
décroissante) sur [a,b] si et seulement si ’ensemble H des x €]a,b[ qui sont
tels que f'(z) > 0 (respectivement f'(x) < 0) est dense dans ]a, b|.

DEMONSTRATION. (1) On note ¢ : R — R la fonction donnée pour tout
z € R par ¢(z) = |zsin(1)| si z # 0 et p(0) = 0. Comme |p(z)| < |z|, ¢ est
continue en 0. Elle l'est sur R* par théoreme général sur la continuité. On
définit la fonction f : R — R en posant pour tout x € R,

fa) = /U " (bt |

Cette fonction est continue et dérivable sur R en vertu du théoreme fonda-
mental de I'analyse, de dérivée f’(z) = ¢(x) en tout point = € R. Si z, = L
pour n > 1, et kg = 0, alors f'(z,,) = 0 pour tout n. Les z;, sont deux &
deux distincts et la suite (x,) converge vers 0. Par ailleurs, f est strictement
croissante par propriété élémentaire de I'intégrale des fonctions continues car
sia <bet f(a)> f(b), alors f; @(t)dt < 0 par relation de Chasles, et comme
¢ est continue et positive, on devrait avoir ¢ = 0 sur [a,b], ce qui est im-
possible car ¢ ne s’annule qu’en les points isolés x,,. Donc f est strictement
croissante. Le point (1) est démontré.

(2) On démontre maintenant (2). On se restreint au cas de la stricte croissance
sachant que I'on passe de ’énoncé pour les fonctions strictement croissantes
a ’énoncé pour les fonctions strictement décroissantes en changeant f en —f.
Du théoreme fondamental de I'analyse on tire que f(z) = [ f'(t)dt + f(a)
pour tout x tandis que la stricte croissance entrainant la croissance, il suit du
Théoreme 1.18 que f/(xz) > 0 pour tout x si f est strictement croissante. Si f
est strictement croissante on ne peut avoir que f’ = 0 sur un intervalle |z, y[
avec ¢ < y car, par Chasles,

f0) - 1) = [ s

On aurait donc que f(z) = f(y), ce qui contredit la stricte croissance de f.
Comme on a toujours que f'(z) > 0, |a,b[\H ne contient aucun intervalle
ouvert et H est dense dans ]a, b[. Réciproquement, si H est dense dans |a, b],
alors f/(x) > 0 pour tout x par continuité de f’. Toujours par Chasles,
si f(z) = f(y) pour & < y alors [ f'(t)dt = 0 et donc f' = 0 sur Jz,y[ par
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propriété élémentaire de I'intégrale des fonctions continues. Une contradiction
avec la densité de H dans ]a, b[. Le résultat est démontré. O

Le Théoréeme de Rolle que nous verrons un peu plus loin, & la Section 1.9
de ce chapitre, est une des conséquences directes les plus connues du théoreme
des accroissements finis. Le Théoréme de Darboux en est une autre. Dans
I’énoncé de ce théoreme on consideére qu'un singleton {a} est un intervalle, qui
ne sera donc rien d’autre que l'intervalle [a, a].

THEOREME 1.19 (Théoréme de Darboux). Soit I un intervalle ouvert de R
et f: I — R une fonction dérivable sur I. L’image f'(I) de I par f" est alors
un intervalle de R. En particulier, la fonction f’ vérifie donc le théoréme des
valeurs intermédiaires.

DEMONSTRATION. Si f/ est constante, le résultat est trivialement vrai (on
a admis qu’un singleton était un intervalle). On supposera donc que f’ n’est
pas constante. Soient a,b € I, a < b, tels que f/(a) # f'(b). Quitte & changer
f en —f on peut supposer que

flla) < f(b) -
Soit y €]f'(a), f'(b)[. Clairement, par définition méme de la dérivée comme
limite du taux d’accroissement, pour tout € > 0 il existe n > 0 tel que pour
tout h €]0, 7],

- < fl(a) +¢,
JOE0 =IO 5

En choisissant € > 0 suffisamment petit,

h) — b+h)— f(b
flash) = fla) _ _ fb+h)— £0)
h h
pour tout h €]0,n[. On fixe un h €]0,n|. La fonction g : [a,b] — R définie par

fle+h)— f(x
o) = Lt 1) 112
est continue sur [a,b]. Comme y €]g(a), g(b)[, il existe en vertu du théoreme
des valeurs intermédiaires un point ¢ €|a, b tel que g(c) = y. Le théoreme des
accroissement finis donne par ailleurs l'existence d’un point d €lc¢,c + h[ tel
que

fle+h) = f(c)=hf(d).
On en déduit qu’il existe d €]a, b tel que f'(d) = y. En conclusion, étant
donnés deux points quelconques f'(a) et f'(b) de f/(I), et y un point quel-
conque entre f'(a) et f'(b), il existe toujours un z € I tel que f'(z) = y. Cela
implique clairement que f’(I) est un intervalle. Le théoréeme de Darboux est
démontré. O



1.6. REGLE DE L’HOSPITAL 29

1.6. Regle de I’Hospital

La regle de I’'Hospital est un outil tres utile qui permet dans bien des cas
de lever les indéterminations % dans les limites de fonctions quotients. On en
présente deux versions : une simple réguliere et une autre, épointée, un peu
plus sophistiquée.

THEOREME 1.20 (Regle de 'Hospital.1). Soit I un intervalle ouvert de R,
a €1 un point de I et f,g: 1 — R deux fonctions dérivables au point a. On
suppose que f(a) = g(a) = 0 et que ¢'(a) # 0. Alors g est non nulle sur un

ensemble la — 0,a + 0[\{a}, 6 >0, et fgz; r g lorsque x — a.

DEMONSTRATION. La limite du quotient é ; lorsque x — a représente
une forme indéterminée puisque du type 0/0. Par contre, par définition méme
de la dérivabilité en a, et puisque f(a) = g(a) =0,

f(@)=(z —a)f'(a) +o(z — a) ,
9(z) = (z —a)g'(a) + o(z —a) ,
ou o(x — a) désigne une expression qui, lorsque divisée par = — a, tend vers
zéro lorsque = — a. Donc une expression qui s’écrit sous la forme (z — a)e(x)
ou e(x) — 0 lorsque x — a. Comme ¢'(a) # 0, on obtient avec la seconde des
équations de (1.9) qu’il existe 6 > 0 tel que g(z) # 0 pour z €]a—4,a+0[\{a}.
Maintenant, pour x # a, en simplifiant par  — a, on obtient avec (1.9) que
f@) _ fa)+ ()
9(z)  g¢'(a) +&(x)

pour x proche de a, ou e(x) — 0 et &(x) — 0 lorsque x — a. On en déduit

(1.9)

que géxg = ((a; lorsque z — a. Le théoréme est démontré. ]

Une variante tres utile, qui s’appuie sur le théoréeme des accroissements
finis, est donnée par le théoreme suivant.

THEOREME 1.21 (Reégle de I'Hospital.2). Soient I un intervalle ouvert de
R, a € I un point de I et f,g : I — R deux fonctions continues sur I et
dérivables sur I\{a}. On suppose que f(a) = g(a) =0 et que ¢'(z) # 0 pour

tout x € I\{a}. Alors g est non nulle sur I\{a} ' f’gxg — { lorsque x — a,
f(x)

avec ¢ € RU{+xoo}, alors forcément oz — L lorsque © — a.

DEMONSTRATION. En anticipant un peu, on tire du Théoréme de Rolle de
la Section 1.9 (ou encore du théoreme des accroissements finis) que si g(z) = 0
pour un x # a alors forcément il existe un ¢ entre a et = (ou z et a selon que
a < xouz<a) tel que ¢’(¢) = 0. Or un tel ¢ ne peut exister si 'on suppose
que ¢'(x) # 0 pour tout x € I'\{a}. Donc g(z) # 0 pour tout = € I\{a}. En



