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Prodlogo

El presente libro se enmarca dentro del area del control de sistemas discretos.
Respecto a los contenidos, se ha procurado simplificar al maximo la teoria, sin
profundizar en los desarrollos matematicos, proporcionando al lector involucrado
en esta disciplina las ideas y conceptos necesarios para abordar el anélisis y disefio
de los sistemas discretos. El libro contiene el material necesario para ampliar
las técnicas de control de sistemas, aplicadas a los sistemas continuos en cursos
anteriores, para enlazar ahora con aquellos sistemas que van a ser tratados con
técnicas computacionales.

La bibiliografia disponible en el campo del control, tanto de sistemas conti-
nuos como discretos, es abundante. Este libro proporciona al alumno/lector una
serie de problemas acompanados de ejercicios resueltos mediante la aplicacion
MATLAB!. De esta manera, el alumno/lector tiene la posibilidad de afianzar
los conceptos tedricos y verificar por si mismo las soluciones de los ejercicios del
libro y de todos aquellos que le vayan surgiendo. El uso de MATLAB puede acer-
car al alumno que cursa alguna asignatura de control al campo del andlisis y del
diseno de los sistemas, de una forma maés participativa y, a su vez, tremendamente
atractiva.

Se trata de un libro de control de sistemas discretos, estructurado en seis
grandes capitulos, cada uno de los cuales comienza con una introduccién que
resume los fundamentos tedricos que posteriormente se aplicaran. Puede consi-
derarse un segundo curso de control, donde se asume que el lector ya es conocedor
del funcionamiento bésico de teoria de sistemas continuos.

En el Capitulo 1 se encontrard una introduccién a los sistemas discretos de
control. Se trata principalmente de definir los distintos tipos de senales como la
senal muestreada y la senal digital. También se explican los bloques principales de
un sistema de control digital como el muestreador, el bloqueador, el convertidor

'MATLAB®) es una marca registrada de The MathWorks Inc.
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A/D, el convertidor D/A y el transductor o sensor.

El Capitulo 2 se centra en las herramientas matemaéticas utilizadas para el
analisis y diseno de los sistemas discretos de control. En los sistemas conti-
nuos se emplea la transformada de Laplace para el andlisis y diseno de aquellos,
facilitando el tratamiento de los modelos que suelen venir dados a través de
ecuaciones diferenciales. La herramienta equivalente en los sistemas discretos de
control es la transformada Z. Se parte de detallar las propiedades y teoremas de
la transformada Z como la adicién, multiplicacién por una constante, linealidad,
multiplicacién por a¥. También se comentan los teoremas de desplazamiento, la
traslacion compleja, la diferenciacién compleja, la convolucién de secuencias. Se
comentan los teoremas del valor inicial y del valor final. Ademads, se detallan
los métodos de la transformada 7 inversa como el método de divisién directa,
el método de la expansién en fracciones parciales y el método de la integral de
inversion; y se explican la resolucién de las ecuaciones en diferencias, la funcién
de transferencia pulso y la secuencia de ponderacion.

En el Capitulo 3 se presentan los sistemas muestreados. Se comenta la técnica
del muestreo mediante impulsos y se analiza el teorema de muestreo y la
reconstruccion de senales. Se explican las distintas configuraciones de los sis-
temas discretos como sistemas con elementos en serie, sistema con bloqueador
orden cero, sistemas con bloqueador orden uno y sistemas discretos realimenta-
dos. Finalmente, se explica la resolucién mediante la integral de convolucién.

En el Capitulo 4 encontrard el andlisis de los sistemas discretos de control en el
que se analiza primero la correspondencia entre el plano s y el plano z. Se estudia
la estabilidad de los sistemas discretos mediante el criterio de Routh extendido y el
criterio de Jury. Se analiza la respuesta de los sistemas discretos y se explican las
caracteristicas dindmicas de los sistemas de primer y de segundo orden. Se explica
ademads el cédlculo del error en régimen permanente y las constantes de error de
posicién, de velocidad y de aceleraciéon y se define el error ante perturbaciones.
Posteriormente se estudia en detalles el lugar de las raices donde se explican las
reglas de construccién del mismo.

En el Capitulo 5 se tratan las técnicas de diseno de reguladores discretos.
Primero se analizan las técnicas de discretizacién como la integral de convolucion,
el bloqueador orden cero y orden uno, el método de Euler (aproximacién derivada),
el método de Tustin y la equivalencia polo-cero. Se explican los distintos tipos de
los reguladores PID discretos como el regulador Proporcional (P), Proporcional-
Integral (PI), Proporcional-Derivativa (PD) y Proporcional-Integral-derivativa
(PID). Luego, se presentan en detalle los reguladores discretos basados en el
lugar de las raices.

Por 1ltimo, el Capitulo 6 estd dedicado al analisis en el espacio de estado.
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Se presentan las distintas representaciones como la forma candnica controlable,
forma candnica observable, forma canodnica diagonal y la forma de Jordan. Se
vera céomo se resuelven las ecuaciones de estado mediante el precedimiento de
recursion y mediante la transformada Z. Se explica la matriz de transcion de
estado y la matriz de funcién de transferencia pulso.

Ya sabe lo que he pretendido, ahora le toca a usted

Basil M. Al-Hadithi
Madrid, Septiembre de 2007






Capitulo 1

Introduccion a los Sistemas
Discretos de Control

1.1 Introduccion

A medida que el computador y los microcontroladores se fueron introduciendo
en los esquemas de control, se hizo necesario el estudio de nuevas técnicas de
andlisis y disefio para controlar los sistemas. Aparece asi una nueva disciplina
bajo el nombre de sistemas discretos. En la teoria de control, el concepto de
senal y sistema continuos se asocian al mundo analdgico, mientras que la senal y
sistema discretos lo hacen al mundo digital.

Una de las ventajas principales que presentan los nuevos sistemas discretos
de control frente los sistemas continuos es su flexibilidad, ya que permiten la
implementacién de distintas estrategias de control a muy bajo coste. Los contro-
ladores o reguladores analdgicos estan rigidamente unidos a su diseno hardware
haciéndolos inviables a cualquier cambio en su algortimo de control sin que haya
que redisenarlo completamente. Este inconveniente queda subsanado con el uso
de microcontroladores y programas de ordenador para implementar controladores
o reguladores digitales. El notable avance de la tecnologia hace que estos nuevos
dispositivos digitales sean cada vez mas rapidos y precisos.

La realidad de nuestro entorno es analdgica, los sistemas y procesos de con-
trol manipulan senales continuas, esto es, toman distintos valores de forma con-
tinua a lo largo de tiempo. La inclusiéon del computador hace imposible el uso
directo de senales continuas (analdgicas) si previamente no se convierten a mag-
nitudes digitales (bits). Esto conlleva la incorporaciéon de nuevos dispositivos
(bloqueadores, muestreadores, convertidores...etc) a los esquemas de control y
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el estudio de nuevas herramientas matematicas y teorias desarrolladas para este
campo.

1.2 Tipos de senales
Tomando como base el tiempo “t” se puede definir las siguientes senales:

e Senal Analégica: es una senal cuya amplitud varia en un intervalo conti-
nuo de tiempo, tal y como se muestra en la figura 1.1.

e Senal Muestreada: es una senal cuya amplitud tiene valor sélo en ins-
tantes discretos de tiempo, tal y como se muestra en la figura 1.1.

e Senal Digital: suele ser la senal muestreada y codificada para ser inter-
pretada por un computador.
t

(a) (b) )

1.3 Sistema de Control Digital

x(t) h(t) x*(t)

Figura 1.1: Tipos de senales: (a) senal analdgica, (b) y (c¢) senal muestreada

La figura 1.2 muestra el esquema global de un sistema de control digital. Los
bloques son:

e Muestreador: convierte una senal continua en una senal discreta o muestreada;
se suele representar como un interruptor gobernado con el parametro “T”
que representa el tiempo de muestreo.

e Bloqueador: convierte una senal discreta o digital en una senal continua.
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Salida
A/D | Computador —3 D/A |—p| Bloqueador |—3p Planta >

Consigna Error ,

+ T

Y

- Muestreador

Transductor [«

Figura 1.2: Esquema global de un sistema discreto de control

e Convertidor A /D: convierte una senal analégica en una sefial digital con
datos codificados (normalmente en binario).

e Convertidor D/A: convierte una senal digital en una senal analégica.

e Transductor o sensor: Capta o mide una determinada propiedad fisica
(caudal, temperatura, etc) convirtiéndola en una magnitud eléctrica (voltios,
corriente).

Nota: Existen dispositivos comerciales que son muestreadores y bloqueadores
todo en uno (en inglés se denota sample & hold S/H), también suelen formar parte
del convertidor A/D.

1.4 Consideraciones sobre los Sistemas de Control

Se analizan en este libro los sistemas de control discretos, lineales e invariantes
en el tiempo. Los sistemas lineales son aquellos en los que se cumple el principio
de superposicion. Los sistemas invariantes en el tiempo son aquellos en los que
no varian las propiedades del mismo a lo largo del tiempo, o lo que es lo mismo,
son sistemas con modelos mateméticos de coeficientes constantes.

Estos sistemas se representan mediante ecuaciones diferenciales en el caso de
los sistemas continuos, y con ecuaciones en diferencias en el caso de los sitemas
discretos; ambas lineales y de coeficientes constantes.






Capitulo 2

Herramientas Matematicas

2.1 La Transformada Z

En los sistemas continuos se emplea la transformada de Laplace para el andlisis
y disenio de aquellos, facilitando el tratamiento de los modelos que suelen venir
dados a través de ecuaciones diferenciales.

El hecho de trabajar con seniales que toman valores sélo en los instantes de
tiempo obtenidos por el proceso de muestreo, obliga a introducir nuevas herra-
mientas, conceptos y teoremas que faciliten el andlisis de los sistemas discretos.
Estas senales se obtienen al muestrear un senal continua x(t), sélo en los ins-
tantes de muestreo, para obtener la senial muestreada z(kT). La dindmica de
los sistemas discretos se describen mediante ecuaciones en diferencias que son el
equivalente a las ecuaciones diferenciales de los sistemas continuos.

2.1.1 Secuencias

Una secuencia es un conjunto numerado de elementos que se denomina z(k)
siendo “k” el indice de la secuencia con un rango de variacion —oco < k < oc.

{z(k)} = {2(=2), z(=1), 2(0), =(1), 2(2) }

e Secuencia Unilateral: es una secuencia en el intervalo 0 < k < oo.

{z(k)} ={0, 1, 2, 3, 4, }
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e Secuencia Bilateral: es una secuencia en el intervalo —oo < k < oo.
{.’L’(k’)} = {17 27 407 27 17 }

e Secuencia Retrasada: y(k) es una secuencia retrasada n elementos con
respecto a x(k) si verifica Vk: (ver figura 2.1)

y(k) = z(k —n)
x(k) 4
K
y(k) 4
k,
Figura 2.1:

e Secuencia Adelantada: y(k) es una secuencia adelantada n elementos con
respecto a x(k) si verifica Vk: (ver figura 2.2)

y(k) = z(k +n)
2.1.2 Ecuaciones en Diferencias

El modelo matematico de los sistemas discretos lineales e invariantes en el tiempo
viene dado mediante su ecuaciones en diferencias, del mismo modo que las ecua-
ciones diferenciales definen los modelos matemaéticos de los sistemas continuos.
La ecuacion en diferencias se puede representar como sigue:

y(k)tary(k—1)+asy(k—2)+- - -4any(k—n) = bou(k)+byu(k—1)+- - -+bpu(k—m)
(2.1)
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x(k) A
k
y(k) 4
k
Figura 2.2:

2.2 Propiedades y Teoremas

La transformada Z es la herramienta fundamental para el andlisis de los sistemas
discretos, del mismo modo que en los sistemas continuos se recurre a la transfor-
mada de Laplace. La transformada 7 convierte las ecuaciones en diferencias en
ecuaciones algebraicas en funcién de la variable z.

La sefial muestreada se define como z(kT'), siendo T el tiempo de muestreo.
Para simplificar esta notacion se suele eliminar el parametro T, de forma que la
senal muestreada se define como z(k).

La transformada Z para una secuencia unilateral z(k) es:

X(2) = Z[2(t)] = 2 [2(kT)] = Z[a(k)] = 3 a(k)z " (2.2)
k=0

La transformada Z para una secuencia bilateral x(k) es:

X(2) = Zla(®)] = Z2(kD)) = Ze(k)] = Y (k)= (23)
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Desarrollando (2.2), se obtiene:

X(2) = z(0) + 2(T)z 4+ 4+2(2T) 272 + 2(37)2 3 + x(4T)2z" + - - + 2(kT)z~F

(2.4)

A continuacién se definen las propiedades y teoremas més importantes de la
transformada Z.

2.2.1 Adicién

La transformada 7Z de la suma de dos secuencias es igual a la suma de la trans-
formada Z de cada una de las secuencias, es decir,

Zlz1(k) + 22(k)] = Z[21(F)] + Z [z2(F)] = X1(2) + Xa2(2)

2.2.2 Multiplicaciéon por una Constante

La transformada Z de una secuencia multiplicada por una constante es igual a la
transformada Z de dicha secuencia multiplicada por esa constante, es decir,

Zlax(k)] = aZ [z(k)] = aX (2)

2.2.3 Linealidad

Aplicando las dos propiedades anteriores, se puede obtener la siguiente propiedad
de linealidad como sigue:

Zlaf(k) + Bgk)] = aZ [f(K)] + B2 [g(k)] = aF (z) + BG(z)

2.2.4 Multiplicacién por d*

Si X(z) es la transformada Z de x(k), entonces la transformada Z de y(k) = a*z(k)
es:
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2.2.5 Teorema del Desplazamiento

Si X(z) es la transformada Z de x(k), entonces la transformada Z de una secuencia
retrasada n instantes x(k —n) es:

Zz(k —n)]=2""X(z)
Si X(z) es la transformada Z de x(k), entonces la transformada Z de una
secuencia adelantada n instantes z(k +n) es:

n—1
Zlz(k+n)]=2" [X(z) - Z :U(k)z_k]

2.2.6 Teorema de la Traslacién Compleja

Si X(z) es la transformada Z de x(t), entonces la transformada Z de y(t) =
e~z (t) es:

2.2.7 Teorema de la Diferenciaciéon Compleja

Si X(z) es la transformada Z de z(t), entonces:

dX(z)
dz

T = 271 Z [tx(t)]

2.2.8 Convolucién de Secuencias

La transformada del producto de convolucién de dos secuencias es el producto de
sus transformadas.

Z [z(k)] = X(2)

W(z)=X(2).Y(z)
La secuencia de convolucién resultante {w(k)} se expresa,

o0

w(k) = Z z(n).y(k —n)

n=0
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2.2.9 Teorema del Valor Inicial

Si X(z) es la transformada Z de x(t) y existe el lim,_,, X(2), entonces:

z(0) = lim X(z)

Z—0Q0

2.2.10 Teorema del Valor Final

Si X(z) es la transformada 7 de x(t), siempre que X (z) sea estable y exista el

lim, (1 — 27 1) X (2), entonces:

#(00) = lim (1 — =) X(2)

2.3 Transformada Z de Funciones Basicas

- Escaldn unitario

X(Z)Ziz[x(t)] :21.[’“:1-1-[1_5_2*24_...
k=0

- Rampa unitaria

£ V>0
x(t):{ 0 t<0

donde x(kT)=kT, k=0, 1, 2, ....

X(z) = Z Zz(t)] = Z kT2 % =Tz ' 4 2T22 437273 + ...
k=0 k=0

Tzt
(1—2z71)2

(2.5)
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- Exponencial

z(t) =e % VYt >0

donde z(kT) = e T k=0, 1, 2,---

X(Z) = Z Z [IE(t)] = Z e kT =k —q + e—al ,—1 + e 20T 2 4o
k=0 k=0

1
T 1Tyt (26)

2.4 La Transformada Z Inversa

La transformada Z inversa permite obtener la secuencia x(kT) a partir de su
transformada X (z). Proporciona informacién de la secuencia x(kT') sélo en los
instantes de muestreo “KT” k=0, 1, 2 ,.... Puesto que lo que se obtiene son
los valores de x(kT), toda la informacién que cae fuera de esos instantes es des-
conocida. Esto hace que una misma secuencia pueda coincidir con el muestreo
procedente de distintas senales continuas x(t).

Existen varios métodos para calcular la transformada 7 inversa, entre ellos:

2.4.1 Método de la Division Directa

Expresando X (z) en forma de cociente, este método consiste en dividir los poli-
nomios del numerador y del denominador para obtener una serie de potencias
negativas de z de manera que, por inspeccién, los valores de la secuencia z(kT")
son los coeficientes de esas potencias.

2.4.2 Método de la Expansion en Fracciones Parciales

El método de expansion en fracciones parciales que se utiliza para sistemas dis-
cretos es idéntico al método de expansién en fracciones parciales que se utiliza en
sistemas continuos.

Expresando X (z) como:

L bo2™ A b2 4 b1+ by

X
(=) 2" a2+ ag1z +ay

Primero hay que factorizar el polinomio del denominador de X (z) de la forma:
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boz™ +biz™ 4 4 b2+ b

(z=p1)(z—p2) - (z = pn)

Luego se expande X (z) en fracciones simples de manera que puedan encon-
trarse sus transformadas facilmente en la siguiente tabla 2.1.

X(z) =

x(t) X(s) x(k) X(2)
: : 3(1)
1(t) . 1(k) T
f 5 KT e
£ 6 (KT)? e
e—at S_"l_a e—akT ﬁ
1—e Sora) 1—e oM (1_6(:;;?))51:—1)
- - aF ot
sen(ct) P sen(ckT) 172;:11080272((:%:;12,2
cos(ct) e cos(ckT) : _212121;;2’05}0)7;)272
e sen(ct) m e~ % sen(ckT) 1_28,f;::i;:ce;)(j_j;),aTz,Q
e %cos(ct) (s—&—?_ﬁ e~ T cos(ckT) 1_28}&21&12 Z;(ZS;;LLZI:)QTZ,Q

Tabla 2.1: Transformada Z

e Polos reales y distintos:
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e Polos muiltiples:

Si X (z) tiene polos multiples p; de orden r, junto a otras raices simples:

b by — b a
X(z) = U *171+...+ ! I = N
(z=p1)"  (z—p1)" z—p1 Z = Pr41
ar an
2= Pr+2 Z—Pn

siendo cada coeficiente b,

b’f’ = [(Z _pl)TX(Z)]z:pl

b1 = {d% (= —pl)rX(Z)}}

Z=pP1

1| ,
br_j = ﬁ {@ [(Z _pl) X(Z)]}

Z=p1

r—1
b= (r _1 1)! {jzrl [(2 —1@1)’7((2)]}zp1

Los coeficientes a1, ar42,- -+, a, se calculan como se ha mostrado en el
caso anterior con polos reales y distintos.

e Polos complejos conjugados:

a1z + Qo as an

X(=) = (z —p1)(z —p2) +Z—p3 +“.+Z—pn

siendo los coeficientes a; y aa,

(12 + @2)s=p, = [(z — p1)(2 — p2) X (2)]2=p,
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2.4.3 Método de la Integral de Inversion

La integral de inversion de la transformada Z es:

Z7UX(2)] = z(kT) = x( 7{ X (2)2Fdz

siendo C un circulo en el plano Z, con centro en el origen, dentro del cual
quedan todos los polos de X (z)zF~1.

La solucién de la integral de inversién aplicando el teorema de los residuos es:

2717

m

ZX(2)] = =zk)= Z [residuo de X(2)z" Len el polo z = z; de X(z)zkfl}
i=1
= Ki+Ky+--+ Ky (2.8)
donde los términos K1, Ka, -+, K, corresponden a los residuos de X (z)z*~!
en los polos p1, ps, - -+, Pm respectivamente.

Los residuos se calculan de la siguiente manera:

e si el denominador de X (z)zrk_1 tiene un polo simple en z = z;, entonces el
residuo correspondiente sera:

K; = lim {(z - zi)X(z)zkfl]

z2—2z;

e si el denominador de X (z)zF~! tiene un polo miiltiple en z = z; de orden
r, entonces el residuo correspondiente sera:

1 dr—l
(r— 1) ==z | d2"

Ki= ——— lim |——(z — zi)rX(z)zkA]

2.5 Resolucion de Ecuaciones en Diferencias

El modelo matemdético de un sistema discreto viene dado mediante la ecuacién
en diferencias, la cual describe la dindmica del mismo. La solucién de esta
ecuacion se puede obtener facilmente mediante una computadora. Sin embargo
este método no permite obtener una expresién en forma cerrada para x(k), tal y
como se consigue con el método de la transformada Z.

La ecuacién en diferencias de un sistema discreto lineal viene dado por la
siguiente expresion:
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y(k)t+ary(k—1)+asy(k—2)+- - 4any(k—n) = bou(k)+byu(k—1)+- - -+bpu(k—m)
(2.9)

Si los coeficientes a; y b; son constantes el sistema se dice es invariante. Un
sistema lineal e invariante cumple el principio de superposicion.

Las secuencias u(k) e y(k) representan la entrada y la salida del sistema.
Aplicando la transformada Z a la ecuacién en diferencias se obtiene el modelo
matematico del sistema en funcién de la variable z. Cada uno de los términos de
la ecuaciéon en diferencias se resuelven aplicando el teorema del desplazamiento
tal y como se muestra en la tabla 2.2.

Funcién discreta Transformada z
x(k+3) 22X (2) — 222(0) — 2%2(1) — 22(2)
x(k+2) 22X (2) — 2%2(0) — zz(1)
z(k+1) 2X(z) — zz(0)

z(k) X(z)
z(k—1) 21X (2)
z(k—2) 272X (2)
z(k —3) 23X (2)

Tabla 2.2: Transformada Z de ecuaciones en diferencias
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2.6 Funcion de Transferencia Pulso

La funcién de transferencia de un sistema continuo relaciona las transformada
de Laplace de la salida con la de la entrada. De forma similar, la funcién de
transferencia de un sistema discreto relaciona las transformada Z de la salida con

la transformada Z de la entrada.

U(z) Y(z)
—> G(z) —

Figura 2.3:

Y(z) =G(2)U(2)

G(z) recibe el mombre de funcién de transferencia pulso, y se obtiene mediante
la ecuacién en diferencias (2.9) operando de la siguiente manera:

Y (2)4a127 Y (2)4a2272Y (2) 4 - +anz Y (2) = boU (2)4+b1 2 U (2) 4 - -+bpz "U(2)

Y(z)  bo+biz 4 by ™
U(z) 14aiz7l4+agz 24 +a,z "
La funcién de transferencia G(z) coincide con la respuesta del sistema ante

entrada impulso dy.

Y(2) =G(z)U(z) = G(2)

En los sistemas continuos se da la misma circustancia en la cual, la funcién de
transferencia G(s) del sistema coincide con la respuesta del mismo ante entrada

impulso.



