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Prólogo

Ele
trostáti
a es una obra resultado de mi experien
ia a
adémi
a en las

asignaturas de Campos y Ondas y Fundamentos Físi
os, en la Universidad

Polité
ni
a de Cartagena. La razón o justi�
a
ión de la apari
ión de este

libro la bus
o en el 
ambio profundo de los planes de estudio. Espero que

este 
ambio 
onvierta al libro en una herramienta ne
esaria y útil para

los estudiantes. No pretendo que esta obra sea un libro de texto, sino

más bien una herramienta de trabajo que permita 
lari�
ar 
on
eptos y

desarrollar una serie de 
apa
idades, 
apa
idades que permitan 
rear una

visión amplia de la ele
trostáti
a 
omo pieza fundamental para el estudio

del ele
tromagnetismo.

La obra 
omprende seis 
apítulos 
on una estru
tura de 
orte 
lási
o. Soy


ons
iente que el 
ono
imiento de la ele
trostáti
a es fundamental e indis-

pensable para tratar fenómenos ele
tromagnéti
os, y para ello es ne
esario

realizar una exposi
ión teóri
a de los fenómenos tratados, intentando 
o-

muni
arlos de una forma 
lara y 
ompleta 
on el objetivo de al
anzar una

perfe
ta 
omprensión del 
on
epto. Pare
e a priori que el desarrollo del

texto es similar a la mayoría de los textos ya publi
ados, pero di�ere en

el apartado prá
ti
o. Ha
emos men
ión a Séne
a, que de
ía 'Largo es el


amino de la enseñanza por medio de teorías; breve y e�
az por medio de

ejemplos'. La 
asi totalidad de los textos publi
ados que abordan esta te-

máti
a, pero no de forma ex
lusiva, sugieren ejer
i
ios prá
ti
os, y algunos

de ellos presentan las solu
iones de los mismos. Pensando en el alumno que

estudia estos textos, 
reo que les resultaría muy prá
ti
o tener al profesor


er
a para poder llegar a las solu
iones que éstos proponen. Esto pare
e
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difí
il, pero una solu
ión válida es realizar los ejer
i
ios, y realizarlos de

forma que 
one
ten dire
tamente 
on los 
on
eptos estudiados y así a�an-

zarlos. Esto 
onstituye una de las novedades del texto: ya no apare
e una

lista de ejer
i
ios a resolver, sino éstos mismos, ya resueltos.

Otra de las novedades que presenta este libro es el apartado de utilidades.

En ellas, el alumno en
ontrará las herramientas matemáti
as ne
esarias

para abordar el tema en estudio. Y por último, propongo algunas le
turas o

temas de a
tualidad, no sólo para ver la apli
a
ión prá
ti
a de lo estudiado,

sino para motivar al alumno.

Ha sido importante la 
olabora
ión del alumnado en el pro
eso de reali-

za
ión de esta obra, ya que ellos son el mejor punto de referen
ia para la

búsqueda de la 
laridad 
on
eptual y de la profundidad de esta obra.

El libro va dirigido, en un prin
ipio, a alumnos de los primeros 
ursos de

los distintos grados en ingeniería o 
ien
ias; no obstante, 
ualquiera puede

adentrarse en este mundo de la ele
trostáti
a y de los fenómenos elé
tri
os,

ya que he pro
urado partir de situa
iones históri
as, e ir 
onstruyendo el


ono
imiento a
tual. Es 
ierto que el libro 
ontiene más material del que

se imparte en estos 
ursos; esto mani�esta que la obra no es un libro de

texto. Es una herramienta que también es útil para el profesor, ya que

así tendrá una visión de 
onjunto más amplia, y le permitirá sele

ionar

aquellos 
ontenidos que estime ne
esarios.

Uno de los objetivos fundamentales de esta obra es que el alumno y el

profesor dispongan de un material de interés, útil y de valor. Creo que de

esta forma es posible que el profesor estimule la ini
iativa y poten
ie en el

alumno su 
apa
idad 
reativa.

Es 
ierto que no todos los autores tienen el mismo punto de vista, y por

tanto los detalles que expresan en 
ada tema di�eren mu
ho entre ellos.

He pretendido dar 
oheren
ia y sentido a los temas tratados, e intentar

bus
ar el máximo de detalles.

Para es
ribir un libro es ne
esario el 
on
urso de otras personas, amigos

que te orientan, 
riti
an y bus
an sa
ar el máximo rendimiento de tu tra-

bajo. Este es el 
aso del 
atedráti
o Dr. Carlos González, que 
on sus


onsejos, orienta
iones y propuestas, 
onsiguió que en momentos difí
iles

prosiguiera 
on más tesón la elabora
ión de este libro. También agrade
er

al 
atedráti
o Dr. Miguel Ortuño, su in�uen
ia a la hora de es
ribir y su

parti
ipa
ión 
on la exposi
ión de Materiales super
ondu
tores. Agrade
er

a los profesores, Dr. José Abad y Dr. Manuel Carava
a su 
ontribu
ión 
on
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los artí
ulos Mi
ros
opía de fuerza ele
trostáti
a y mi
ros
opía Kelvin, y

Sistemas de unidades elé
tri
as, ya que 
on ellos hemos dado más real
e

a esta obra. Un apoyo logísti
o e informáti
o ha sido fundamental para

la realiza
ión de este libro, por ello agrade
er al Professor, Dr. Antonio

Pérez su esfuerzo y su 
ontribu
ión. De igual forma, quiero dis
ulparme

ante mi grupo de investiga
ión en Materia 
ondensada por mi dedi
a
ión

en ex
lusiva a la realiza
ión de esta obra, y darle las gra
ias por su tole-

ran
ia y 
omprensión durante estos años. Por último, agrade
er a Phywe

su disposi
ión para la utiliza
ión de material grá�
o, y a mis 
ompañeros

del Departamento de Físi
a Apli
ada, Dr. Ni
olás, Dr. Anastasio y Dr.

Javier Padilla, por sus orienta
iones y 
ríti
as que siempre he tenido en


uenta para ofre
er un libro fundamentalmente útil para el alumno.

Cartagena, mayo 2016

José Damián Catalá
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Capítulo 1

Generalidades de 
ampos

Presentamos los elementos de 
ál
ulo ve
torial 
omo herramientas indispensables

para el tratamiento del 
ampo ele
tromagnéti
o. De esta forma estable
emos la no-

men
latura que vamos a utilizar en todo el texto.

En este primer 
apítulo introdu
imos el 
on
epto de 
ampo y la utiliza
ión de


oordenadas 
urvilíneas, 
on el objetivo de valorar su apli
a
ión, que 
onjuntamen-

te 
on las herramientas matemáti
as ne
esarias, nos permiten analizar los efe
tos y

propiedades de estos 
ampos.

1.1. Con
epto de 
ampo

Un 
ampo es toda magnitud físi
a de�nida en una 
ierta región del espa
io y para

un 
ierto intervalo temporal.

La temperatura de una habita
ión durante 
ierto período de tiempo es un ejem-

plo de 
ampo. En 
ada punto de la habita
ión y para 
ada instante de tiempo, la

temperatura tiene un valor bien de�nido.

El ve
tor de posi
ión de una partí
ula, por ejemplo, no es un 
ampo, pues no

está de�nido para 
ada punto del espa
io. Se trata de un solo ve
tor, que depende

úni
amente del tiempo, pero no del espa
io.

Para des
ribir un 
ampo, hemos de espe
i�
ar su valor en fun
ión de las 
oor-

denadas espa
iales y temporales. Un 
ampo M es una fun
ión de la posi
ión ~r o,

equivalentemente, de (x, y, z) y del tiempo t

M = f(x, y, z, t) (1.1)

Los ampos pueden ser es
alares y ve
toriales, de a
uerdo 
on el 
ará
ter de la

1© Editorial Tébar Flores. Prohibida la reproducción sin la autorización expresa de la editorial



2 CAPÍTULO 1. GENERALIDADES DE CAMPOS

magnitud físi
a orrespondiente.

Los 
ampos es
alares están representados por una úni
a fun
ión, tal 
omo la de la

e
ua
ión anterior (1.1). Los 
ampos ve
toriales están representados por tres fun
iones,

una para 
ada 
omponente

Mx = f1(x, y, z, t) (1.2)

My = f2(x, y, z, t) (1.3)

Mz = f3(x, y, z, t) (1.4)

El 
ampo de temperaturas, men
ionado arriba, es un 
ampo es
alar, pues la tem-

peratura es una magnitud es
alar. Otros ejemplos de 
ampos es
alares son la presión

de un �uido y la densidad de una sustan
ia 
ualquiera.

La velo
idad de las partí
ulas de un �uido (siempre que 
onsideremos a éste 
omo

un 
ontinuo) son un ejemplo de 
ampo ve
torial. Di
ha velo
idad depende tanto del

tiempo 
omo de la posi
ión de la partí
ula.

Otro ejemplo de 
ampo ve
torial lo podemos hallar en la fuerza gravitatoria. Con-

sideremos un 
onjunto de partí
ulas 
on unas 
iertas masas y en unas determinadas

posi
iones. Estudiemos la fuerza que produ
en sobre otra partí
ula de prueba dada.

Di
ha fuerza depende de dónde (y 
uándo) esté la partí
ula de prueba, y es por lo

que disponemos de un 
ampo de fuerzas. El 
ampo es un 
ampo tensorial 
uando la

magnitud físi
a es un tensor.

De
imos que un 
ampo es esta
ionario o 
onstante 
uando no depende del tiempo.

Se di
e que es uniforme 
uando no depende de la posi
ión.

No todos los 
ampos ne
esitan de un medio material para su existen
ia, esto es

lo que ha 
ondu
ido a errores en la 
onsidera
ión del espa
io 
omo propio 
ampo.

Cuando un 
ampo ne
esita de la existen
ia de un medio material, diremos que di
ho


ampo es un 
ampo material. Un 
ampo de temperaturas o un 
ampo de densidades

ne
esitan de un medio material, de
imos que son 
ampos materiales. En el 
aso de no

ne
esitar un medio material, el 
ampo es inmaterial.

El 
on
epto de 
ampo se introdujo en el estudio de la ele
tri
idad para expli
ar la

idea de a

ión a distan
ia.
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1.2. COORDENADAS 3

1.2. Coordenadas
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Figura 1.1: Sistemas 
urvilíneos.

A 
ada punto del espa
io podemos

aso
iar, de forma unívo
a, un 
onjun-

to de tres números que denominamos


oordenadas. En el sistema de 
oor-

denadas 
artesianas, un punto vendrá


ara
terizado por los valores x, y, z.

Hay otros sistemas 
uyos ejes no tie-

nen porqué ser re
tas, de
imos que

tratamos 
on sistemas 
urvilíneos, que

nos permiten también 
ara
terizar a

un punto en el espa
io mediante otros

valores q1, q2, q3. A tales valores les

denominamos 
oordenadas 
urvilíneas.

Un punto 
omo O′
tiene 
oordenadas x, y y z, que 
orresponden a las 
omponentes

del ve
tor de posi
ión ~r en el sistema 
artesiano de origen O. El punto O′
puede ser

el origen para un sistema 
urvilíneo 
on 
oordenadas q1, q2 y q3. Para de�nir tales


oordenadas 
urvilíneas estable
emos una 
orresponden
ia biunívo
a entre ellas y las


oordenadas 
artesianas

x = x (q1, q2, q3)

y = y (q1, q2, q3)

z = z (q1, q2, q3) (1.5)

En 
ada punto de�nimos un triedro 
urvilíneo, tal y 
omo muestra la �gura 1.2,

y las super�
ies que lo forman se de�nen 
omo

q1 = q1 (x, y, z) = cte

q2 = q2 (x, y, z) = cte

q3 = q3(x, y, z) = cte

Las líneas 
oordenadas se 
orresponden 
on la interse

ión dos a dos de las su-

per�
ies anteriores, y los ejes 
oordenados se 
orresponden 
on las tangentes a di
has

líneas. En la �gura 1.2, el ve
tor ~r =
−−→
OO′ = x (qi) ı̂+ y (qi) ̂+ z (qi) k̂ determina el

origen del sistema 
urvilíneo y los ve
tores tangentes a las líneas son
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4 CAPÍTULO 1. GENERALIDADES DE CAMPOS

∂~r

∂q1
=

∂x

∂q1
ı̂+

∂y

∂q1
̂+

∂z

∂q1
k̂

∂~r

∂q2
=

∂x

∂q2
ı̂+

∂y

∂q2
̂+

∂z

∂q2
k̂

∂~r

∂q3
=

∂x

∂q3
ı̂+

∂y

∂q3
̂+

∂z

∂q3
k̂

Ve
tores unitarios

Los ve
tores unitarios son los ve
tores tangentes unitarios a las líneas 
oordenadas,

es de
ir

ût =
1

| ∂~r
∂qi

|

∂~r

∂qi
=

1

hi

∂~r

∂qi
(1.6)

donde ût es el ve
tor unitario tangente, y los hi son unos 
oe�
ientes denominados

fa
tores de es
ala, y 
uyos valores son los módulos de la varia
ión de ~r 
on respe
to

a 
ada 
oordenada 
urvilínea.

Si el sistema es ortogonal, debe veri�
arse

ûi · ûj = δij =

{

1 si i = j

0 si i 6= j

donde δij es la delta de Krone
ker.

1.3. Elemento de ar
o, área y volumen

El elemento de ar
o 
orresponde al análisis de la varia
ión de ~r 
on respe
to a las


oordenadas 
urvilíneas. Este elemento tendrá la forma

d~r =

(
∂~r

∂q1

)

dq1 +

(
∂~r

∂q2

)

dq2 +

(
∂~r

∂q3

)

dq3

utilizamos la expresión 1.6, y las derivadas par
iales las es
ribimos en términos de

los parámetros de es
ala y los unitarios tangentes. Es de
ir

d~r = h1dq1û1 + h2dq2û2 + h3dq3û3 (1.7)

Los elementos de área los obtenemos a partir del produ
to ve
torial de las 
ompo-

nentes 
urvilíneas del elemento de ar
o, de esta forma un elemento de super�
ie 
uyo

ve
tor lleve la dire

ión del unitario û1 será

dŝ1 = h2dq2û2 × h3dq3û3

dŝ1 = h2dq2h3dq3û1
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1.3. ELEMENTO DE ARCO, ÁREA Y VOLUMEN 5

Si el ve
tor del elemento de super�
ie lleva la misma dire

ión que el unitario û2,

enton
es su valor es

dŝ2 = h1dq1û1 × h3dq3û3

dŝ2 = h1dq1h3dq3û2

y si la dire

ión 
oin
ide 
on el unitario û3, el elemento de área es

dŝ3 = h1dq1û1 × h2dq2û2

dŝ3 = h1dq1h2dq2û3

De forma general el elemento de super�
ie diferen
ial en 
oordenadas 
urvilíneas

ortogonales lo es
ribimos de la siguiente forma

d~s = h2dq2h3dq3û1 + h1dq1h3dq3û2 + h1dq1h2dq2û3 (1.8)

El elemento de volumen es el volumen determinado por las 
omponentes 
urvilí-

neas del elemento de ar
o

dv = h1dq1û1 · (h2dq2û2 × h3dq3û3) =

= h1dq1h2dq2h3dq3 (û1 · (û2 × û3)) =

= h1dq1h2dq2h3dq3 (1.9)

Elementos de ar
o, super�
ie y volumen para el sistema de 
oordenadas

esféri
as.

Dado un ve
tor ~r = (x, y, z) en 
oordenadas 
artesianas, de�nimos las 
oordenadas

esféri
as (r, θ, φ), según 1.5 mediante la transforma
ión

x = r sin θ cosφ

y = r sin θ sinφ

x = r cos θ







donde 0 ≤ θ ≤ π y 0 ≤ φ ≤ 2π.

Para estable
er los elementos de ar
o, super�
ie y volumen, 
omo hemos des
rito

anteriormente, es ne
esario determinar los fa
tores de es
ala.

El ve
tor de posi
ión de un punto p en 
oordenadas esféri
as, 
omo apre
iamos en

la �gura 1.2, lo es
ribimos de la siguiente forma

~r = r sin θ cosφ ı̂ + r sin θ sinφ ̂ + r cos θ k̂

A 
ontinua
ión determinamos la varia
ión de ~r 
on respe
to a todos los parámetros
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Figura 1.2: Coordenadas esféri
as.

∂~r

∂r

∂~r

∂r
= sin θ cosφ ı̂ + sin θ sinφ ̂ + cos θ k̂


uyo módulo es

∣
∣
∣
∣

∂~r

∂r

∣
∣
∣
∣
=

√

sin2 θ cos2 φ + sin2 θ sin2 φ + cos2 θ = 1

y el fa
tor de es
ala h1, es según 1.6

h1 = 1

∂~r

∂θ

De igual forma determinamos la varia
ión de ~r respe
to de θ

∂~r

∂θ
= r cos θ cosφ ı̂ + r cos θ sinφ ̂ − r sin θ k̂


uyo módulo es ∣
∣
∣
∣

∂~r

∂θ

∣
∣
∣
∣
=
√

r2 cos2 θ + r2 sin2 θ = r

© Editorial Tébar Flores. Prohibida la reproducción sin la autorización expresa de la editorial



1.3. ELEMENTO DE ARCO, ÁREA Y VOLUMEN 7

y el fa
tor de es
ala 
orrespondiente es

h2 = r

∂~r

∂φ

La varia
ión de ~r 
on respe
to a φ es

∂~r

∂φ
= −r sin θ sinφ ı̂ + r sin θ cosφ ̂

y su módulo ∣
∣
∣
∣

∂~r

∂θ

∣
∣
∣
∣
=
√

r2 sin2 θ = r sin θ

de forma que el fa
tor de es
ala h3 es

h3 = r sin θ

Para determinar el elemento de ar
o, utilizamos la expresión 1.7, y 
omo el ve
tor

de super�
ie lleva dire

ión radial, enton
es

~ds = ds r̂, y el valor del área de di
ha

super�
ie elemental la determinamos mediante la expresión 1.8.

Para el volumen, utilizamos la expresión 1.9

Elemento de ar
o

−→
dr = dr r̂ + r dθ θ̂ + r sin θ dφ φ̂

Elemento de super�
ie

−→
ds = ds r̂ = r2 sin θ dθ dφ

Elemento de volumen

dv = r2 dr sin θ dθ dφ

Elementos de ar
o, super�
ie y volumen para un sistema de 
oordena-

das 
ilíndri
as.

Un punto P, 
omo el indi
ado en la �gura 1.3, está lo
alizado mediante el ve
tor

~r 
on 
omponentes

~r = r cos θ ı̂ + r sin θ ̂ + zẑ

siendo 0 < θ < 2π. Pro
edemos de forma análoga a la realizada anteriormente y

determinamos los fa
tores de es
ala
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u

ur

ds L

B
ds

y

x

z

P r zq

Figura 1.3: Coordenadas 
ilíndri
as.

h1 = |∂~r
∂r

| =
√

cos2 θ + sin2 θ = 1

h2 = |∂~r
∂θ

| =
√

r2 sin2 θ + r2 cos2 θ = r

h3 = |∂~r
∂z

| = 1

El elemento de ar
o es según la expresión 1.6

−→
dr = dr r̂ + rdθ θ̂ + dzẑ

Si el elemento de super�
ie está en la base del 
ilindro, di
ha super�
ie tendrá

dire

ión según el unitario ẑ, el valor de di
ha super�
ie es

−→
dsB = h1 h2 dq1 dq2 û1 × û2 = r dθ dr ẑ

El valor de un elemento de super�
ie en la pared lateral del 
ilindro es

−→
dsL = h3 h2 dq3 dq2 = r dθ dz r̂
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El elemento de volumen

dv = h1 h2 h3 dq1 dq2 dq3 = r dr dθ dz

Apli
a
iones

➪ Disponemos de un 
ampo es
alar que en 
oordenadas esféri
as tiene la ex-

presión ξ = r2 sin θ tanφ, en
uentra su expresión en 
oordenadas 
artesia-

nas y 
ilíndri
as.

Cono
emos 
ómo están de�nidas las 
oordenadas esféri
as

x = r sin θ cosφ

y = r sin θ sinφ

z = r cos θ

Obtenemos fá
ilmente que

x2 + y2 = r2 sin2 θ

x2 + y2 + z2 = r2 ⇒ r =
√

x2 + y2 + z2

sin θ =

√

x2 + y2

x2 + y2 + z2

y

x
= tanφ

Para expresar el 
ampo en 
oordenadas 
artesianas sólo nos queda susti-

tuir estos resultados en la expresión del 
ampo es
alar

ξ = (x2 + y2 + z2)

(√

x2 + y2

x2 + y2 + z2

)

y

x

Para expresar el 
ampo ξ en 
oordenadas 
ilíndri
as, partimos de la de-

�ni
ión de tales 
oordenadas y de su expresión en 
artesianas

x = r cos θ
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y = r sin θ

z = z

dedu
imos que

x2 + y2 = r2

x2 + y2 + z2 = r2 + z2

√

x2 + y2

x2 + y2 + z2
=

√

r2

r2 + z2

y

x
= tan θ

Toda esta informa
ión la re�ejamos en la expresión en 
oordenadas 
ar-

tesianas, y quedará expresada en 
oordenadas 
ilíndri
as

ξ = (r2 + z2)

√

r2

r2 + z2
tan θ

➪ Dado un 
ampo en 
oordenadas 
artesianas,

~A = x ı̂+ y ̂+ z k̂. Determina

su expresión en 
oordenadas 
ilíndri
as.

Cono
emos 
ómo están de�nidas las nuevas 
oordenadas según 1.5 y los

fa
tores de es
ala h1, h2 y h3. La posi
ión de un punto en el sistema de


oordenadas 
artesianas viene determinado por el ve
tor

~r = x ı̂ + y ̂ + z k̂

Los ve
tores unitarios son 
al
ulados según 1.6

ûi =
1

hi

(
∂~r

∂qi

)

=
1

hi

(
∂x

∂qi
ı̂ +

∂y

∂qi
̂ +

∂z

∂qi
k̂

)

De esta forma obtenemos un sistema de e
ua
iones que nos expresan unos

ve
tores unitarios en fun
ión de otros. En 
on
reto, la rela
ión entre los
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ve
tores unitarios en 
oordenadas 
ilíndri
as y los unitarios en 
artesianas

es






r̂

θ̂

ẑ




 =






cos θ sin θ 0

− sin θ cos θ 0

0 0 1











ı̂

̂

k̂






Si queremos expresar, 
omo es el 
aso, los ve
tores unitarios ı̂, ̂ y k̂ en

fun
ión de los unitarios 
urvilíneos, tomamos la matriz inversa






cos θ sin θ 0

− sin θ cos θ 0

0 0 1






−1

=






cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1






de forma que

ı̂ = cos θ r̂ − sin θ θ̂

̂ = sin θ r̂ + cos θ θ̂

k̂ = ẑ

y la expresión del 
ampo en 
oordenadas 
ilíndri
as, resulta

~A = (r cos θ) (cos θ r̂ − sin θ θ̂) + (r sin θ) (sin θ r̂ + cos θ θ̂) + z ẑ

~A = r r̂ + z ẑ

1.4. Campo es
alar

La magnitud físi
a que de�ne un 
ampo es
alar es de naturaleza es
alar, y por

tratarse de un 
ampo, tomará valores distintos según las 
oordenadas espa
iales. Un

ejemplo de un 
ampo es
alar es el representado en la �gura 1.4, donde las distintas

zonas 
on tonalidad diferente se 
orresponden a valores de temperaturas distintas. Se

trata pues, T = T (x, y, z), de un 
ampo es
alar de temperaturas.
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Figura 1.4: Campo es
alar (Meteo
entre).

En el espa
io se pueden en
on-

trar puntos donde el valor del 
am-

po, en este 
aso la temperatura,

sea la misma. Estos puntos for-

man una super�
ie que llamamos

de nivel o equies
alar, siendo su

e
ua
ión T (x, y, z) = cte. Si di-

bujamos di
has super�
ies obte-

nemos la representa
ión grá�
a del


ampo es
alar.

Es útil introdu
ir magnitudes

relevantes para que nos propor
io-

nen informa
ión del 
ampo. Una

de estas magnitudes, que 
ara
teriza a un 
ampo es
alar, es el gradiente y nos infor-

ma de 
ómo desplazarnos en el seno de di
ho 
ampo para obtener la máxima varia
ión

lo
al de éste.

1.4.1. Gradiente de un 
ampo es
alar

Estable
emos un 
ampo es
alar V = V (x, y, z). En un punto de 
oordenadas

(x,y,z) el 
ampo tiene un valor V , si nos desplazamos un ~dr, estaremos en el punto

(x+ dx, y+ dy, z + dz), y por tanto el valor del 
ampo habrá 
ambiado a V + dV , y

di
ho 
ambio es

dV =

(
∂V

∂x

)

y,z

dx+

(
∂V

∂y

)

x,z

dy +

(
∂V

∂z

)

x,y

dz (1.10)

donde hemos supuesto que el 
ampo es
alar V admite derivadas par
iales. Estas deri-

vadas par
iales pueden ser tomadas 
omo las 
omponentes de un ve
tor que llamamos

gradiente

−−→
grad V =

(
∂V

∂x

)

y,z

ı̂+

(
∂V

∂y

)

x,z

̂+

(
∂V

∂z

)

x,y

k̂

La varia
ión de V , si introdu
imos di
ho ve
tor en 1.10, es

dV =
−−→
grad V · d~r (1.11)

Si tomamos una super�
ie de nivel y nos desplazamos a lo largo de ella, no se

produ
irá, por propia de�ni
ión, 
ambio alguno en el valor del 
ampo. Es de
ir

dV = 0
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Por tanto

−−→
grad V · ~dr = 0 ⇒ −−→

grad V ⊥ ~dr

Es de
ir, el gradiente del 
ampo es perpendi
ular al desplazamiento produ
ido en la

super�
ie de nivel.

En 
ada punto del espa
io donde está de�nido el 
ampo es
alar, podemos 
onstruir

una línea de forma que la tangente a ella en di
ho punto sea paralela a la dire

ión

del gradiente. Es de
ir que el ve
tor (dx, dy, dz), tangente a la línea, y el
−−→
grad V sean

paralelos. La e
ua
ión que representa a esta línea en un punto es

dx
∂V
∂x

=
dy
∂V
∂y

=
dz
∂V
∂z

(1.12)

A estas líneas les llamamos líneas de gradiente y nos indi
an las traye
torias ortogo-

nales a las super�
ies de nivel.

Dado un 
ampo es
alar V = V (x, y, z), de�nimos la derivada dire

ional de di
ho


ampo según una dire

ión r̂, al siguiente produ
to es
alar

dV

dr
=

−−→
grad V · r̂

Si nos preguntamos por el máximo valor de la varia
ión lo
al del 
ampo en una

determinada dire

ión, el módulo del gradiente nos daría tal informa
ión

(
dV

dr

)

max

= |−−→grad V |

Luego el gradiente nos va a informar sobre 
ómo desplazarnos en el seno de un 
ampo

es
alar, para determinar puntualmente la máxima varia
ión de éste.

Apli
a
iones

➪ Dado el 
ampo es
alar V = x2 − y2, en el plano z = 0, determina la

e
ua
ión de las líneas de nivel así 
omo las líneas de gradiente.

Las líneas de nivel son aquellos lugares geométri
os donde el 
ampo tiene

el mismo valor. Por tanto la e
ua
ión de tales líneas es

x2 − y2 = C

siendo C una 
onstante. Estas líneas son hipérbolas. La e
ua
ión de las

líneas de gradiente según 1.12 es

dx

2 x
=

dy

− 2y
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14 CAPÍTULO 1. GENERALIDADES DE CAMPOS

o bien

x dy + y dx = 0

y por tanto

x y = C

que son también hipérbolas equiláteras, traye
torias ortogonales a las

líneas de nivel.

➪ Dado el 
ampo es
alar V = x2 + y2 + z2, determina su derivada dire

ional

según el ve
tor

(
ı̂+ ̂√

2

)

en el punto (1,1,1).

Para determinar la derivada dire

ional, hemos de proye
tar el 
ampo de

gradientes sobre el ve
tor unitario que de�ne la dire

ión. Es de
ir

dV

dr
=

−−→
grad V · r̂

donde

−−→
grad V = 2 x ı̂ + 2 y ̂ + 2 z ẑ

por tanto

dV

dr
= (2x, 2y, 2z) ·

(
1√
2
,
1√
2
, 0

)

=
2x + 2y√

2

y para el punto pedido

(
dV

dr

)

(1,1,1)

= 2
√
2

➪ A partir del punto P0(−1, 3, 2), ¾ha
ia qué dire

ión hay que dirigirse para

que aumente el 
ampo φ = (x+ y)2 + z2 − xy + 2z lo más rápidamente

posible.

La máxima varia
ión lo
al del 
ampo la determinamos mediante el gra-

diente en el punto 
onsiderado

[−−→
grad φ

]

(−1,3,2)
=

[(
∂φ

∂x
,
∂φ

∂y
,
∂φ

∂z

)]

(−1,3,2)
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1.4. CAMPO ESCALAR 15

[−−→
grad φ

]

(−1,3,2)
= [( 2(x+ y) − y, 2(x+ y) − x, 2z + 2 )](−1,3,2)

[−−→
grad φ

]

(−1,3,2)
= (1, 5, 6)

siendo ésta la dire

ión del desplazamiento.

1.4.2. Gradiente en 
oordenadas 
urvilíneas ortogonales

Disponemos de un 
ampo es
alar V = V (q1, q2, q3), 
uya expresión en 
oordena-

das 
urvilíneas es

−−→
grad V = Aû1 +Bû2 + Cû3

y quedará totalmente espe
i�
ado 
uando determinemos los valores de A, B y C.

El 
ambio en el valor del 
ampo dV , lo expresamos en virtud de 1.11 de la forma

dV = (Aû1 +Bû2 + Cû3) · (h1dq1û1 + h2dq2û2 + h3dq3û3)

= Ah1dq1 +Bh2dq2 + Ch3dq3

donde (h1dq1û1 + h2dq2û2 + h3dq3û3) es el elemento de ar
o ~dr.

Por otro lado, di
ha varia
ión la 
al
ulamos 
omo

dV =

(
∂V

∂q1

)

dq1 +

(
∂V

∂q2

)

dq2 +

(
∂V

∂q3

)

dq3

Comparamos ambas expresiones, y dedu
imos que

A =
1

h1

(
∂V

∂q1

)

B =
1

h2

(
∂V

∂q2

)

C =
1

h3

(
∂V

∂q3

)

Por tanto la expresión del gradiente es

−−→
grad V =

1

h1

(
∂V

∂q1

)

û1 +
1

h2

(
∂V

∂q2

)

û2 +
1

h3

(
∂V

∂q3

)

û3 (1.13)
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16 CAPÍTULO 1. GENERALIDADES DE CAMPOS

Gradiente de un 
ampo es
alar en 
oordenadas esféri
as y 
ilíndri
as

Coordenadas esféri
as (r, θ, φ)

Introdu
imos los fa
tores de es
ala (h1 = 1, h2 = r, y h3 = r sin θ), y las 
oor-

denadas 
orrespondientes en la expresión 1.13. El gradiente adopta la forma

−−→
grad V =

(
∂V

∂r

)

r̂ +
1

r

(
∂V

∂θ

)

θ̂ +
1

r sin θ

(
∂V

∂φ

)

φ̂

Coordenadas 
ilíndri
as (r, θ, z)

Realizamos el mismo pro
eso que el efe
tuado para las 
oordenadas esféri
as,

es de
ir, introdu
imos los fa
tores de es
ala (h1 = 1, , h2 = r, , h3 = 1) en la

expresión 1.13, y las 
oordenadas 
orrespondientes. Obtenemos el gradiente del


ampo en 
oordenadas 
ilíndri
as

−−→
gradV =

(
∂V

∂r

)

r̂ +
1

r

(
∂V

∂θ

)

θ̂ +

(
∂V

∂z

)

ẑ (1.14)

Apli
a
iones

➪ Dado el 
ampo es
alar V = r sin θ e− 5 z
en 
oordenadas 
ilíndri
as, deter-

mina el 
ampo de gradientes.

Apli
amos la expresión del gradiente en 
oordenadas 
ilíndri
as, expre-

sión 1.14. Las derivadas par
iales en di
ha expresión tienen los siguientes

valores (
∂V

∂r

)

= sin θ e− 5 z

(
∂V

∂θ

)

= − r cos θ e− 5 z

(
∂V

∂z

)

= − 5 r sin θ e− 5 z

y la expresión del gradiente

−−→
grad V = sin θ e− 5 z r̂ − cos θ e− 5 z θ̂ − 5 r sin θ e− 5 z ẑ
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1.5. CAMPO VECTORIAL 17

1.5. Campo ve
torial

La magnitud

~M = ~M(x, y, z) representa un 
ampo ve
torial, de forma que a


ada punto del espa
io le 
orresponde un valor úni
o de la magnitud

~M , siendo ésta

ve
torial e independiente del sistema de referen
ia. Nuestro objetivo se 
entra en

bus
ar magnitudes que nos permitan la visualiza
ión del 
ampo, de forma análoga

a la que realizamos 
on el 
ampo es
alar. Para ello la representa
ión del 
ampo la

realizamos mediante líneas de 
ampo, líneas 
onstruidas de forma que sonn tangentes

en 
ada punto al ve
tor 
ampo y además están dirigidas según el sentido de éste.

1.5.1. E
ua
ión de las líneas

Supongamos un 
ampo ve
torial

~M , y nos desplazamos un

~dr a lo largo de una

línea de 
ampo. Bajo esta situa
ión el 
ampo

~M es paralelo al desplazamiento d~r. Por

este motivo se veri�
a

dx

Mx
=

dy

My
=

dz

Mz
(1.15)

Si el 
ampo viene expresado en 
oordenadas 
urvilíneas, y 
omo el elemento de

ar
o es

~dr = h1dq1û1 + h2dq2û2 + h3dq3û3, enton
es

h1dq1
M1

=
h2dq2
M2

=
h3dq3
M3

(1.16)

La intensidad o módulo del 
ampo está indi
ado por el número de líneas de 
ampo

que atraviesa una determinada super�
ie que es normal a ellas, es de
ir

dn

dSn
= M (1.17)

donde dSn representa una super�
ie elemental normal al 
ampo.

Es ne
esario men
ionar que las líneas de 
ampo no pueden 
ortarse, ya que esto

supondría la no biye

ión entre 
oordenadas espa
iales y valores de 
ampo.

Apli
a
iones

➪ Disponemos de un 
ampo ve
torial expresado en 
oordenadas 
ilíndri
as

~V = Arφ̂ + Bẑ, siendo A y B 
onstantes. Determina las e
ua
iones de las

líneas de 
ampo.
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18 CAPÍTULO 1. GENERALIDADES DE CAMPOS

Los fa
tores de es
ala para estas 
oordenadas son

h1 = 1 h2 = r h3 = 1

por tanto las e
ua
iones de línea según 1.15, son

r dφ

Ar
=

dz

B

dr = 0

de donde dedu
imos

z =
B

A
φ + C

r = C′

siendo C y C′

onstantes.

➪ Disponemos de un 
ampo ve
torial,

~V = − a sin z ı̂+ b cos z ̂+ a k̂, siendo

a y b 
onstantes. Determina las e
ua
iones de las líneas de 
ampo.

La e
ua
ión de las líneas de 
ampo es

dx

− a sin z
=

dy

b cos z
=

dz

a

Pro
edemos a integrar di
ha e
ua
ión

dx

dz
= − sin z ⇒ x = cos z + C

además

dy

dz
=
(a

b

)

cos z ⇒ y =
b

a
sin z

y

z = z
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1.5. CAMPO VECTORIAL 19

1.5.2. Flujo

De�nimos el �ujo elemental de un 
ampo ve
torial

~M , a través de una super�
ie

elemental d~S 
omo

dφ = ~M · ~dS (1.18)

El �ujo nos informa del número de líneas que atraviesa una determinada super�
ie,

tal y 
omo se dedujo de la e
ua
ión 1.17. En la �gura adjunta observamos 
omo puede

darse el 
aso de que el �ujo saliente sea mayor o menor que el �ujo entrante a través

de 
ierta super�
ie, visualizado por las líneas de 
ampo.

.

Entrante

Manantial

Saliente

Sumidero

Figura 1.5: El �ujo neto

puede ser positivo, negativo

o nulo.

En tal 
aso di
ha super�
ie en
ierra lo que deno-

minamos fuentes del 
ampo. En el 
aso de ser mayor

el �ujo saliente que el entrante, la super�
ie en
ierra

fuentes o manantiales. Si por el 
ontrario, el �ujo sa-

liente es menor que el entrante, a las fuentes en
erra-

das les llamamos sumideros. Cuando el �ujo entran-

te en 
ierta super�
ie es igual al saliente, pensamos

que di
ha super�
ie en
ierra el mismo número de ma-

nantiales que sumideros o que 
are
e de fuentes. Una

super�
ie podemos dividirla en pequeñas super�
ies,

de forma que el �ujo a través de ella lo obtenemos

sumando los �ujos relativos a todas las super�
ies

elementales. Si dividimos una super�
ie S, 
omo la

de la �gura inferior, en pequeñas 
eldas de super�
ie

elemental dSi, el �ujo neto a través de S será la suma

de los �ujos elementales a través de 
ada una de las


eldas, es de
ir

φ =

∫

s

~M · ~ds (1.19)

El �ujo no es una magnitud que 
ara
teri
e lo
al-

mente al 
ampo ya que 
omo di
ha magnitud tiene un


ará
ter aditivo, 
omo 
omentábamos anteriormente,

si dividimos la super�
ie en pequeñas 
eldas, y rea-

lizamos un pro
eso al límite, las super�
ies de 
ada

elemento se redu
en a un punto y el �ujo a través

de él será nulo y por tanto extrapolando a toda la

super�
ie, el �ujo neto debería ser nulo.
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20 CAPÍTULO 1. GENERALIDADES DE CAMPOS

S

S i

Figura 1.6: El �ujo a través de una su-

per�
ie lo obtenemos sumando los �ujos

relativos a todas las super�
ies elementa-

les.

Esto supone una in
ongruen
ia, ya

que existe �ujo neto a través de la su-

per�
ie. Por tanto el �ujo no 
ara
te-

riza lo
almente al 
ampo.

Este problema lo solu
ionamos si

introdu
imos una nueva magnitud que

nos dé la misma informa
ión que el

�ujo, y que además 
ara
teri
e lo
al-

mente al 
ampo. Esta nueva magnitud

es la Divergen
ia.

Apli
a
iones

➪ Considera el siguiente 
ampo ve
torial

~E = x ı̂ + y ̂ +
x2

√

x2 + y2
k̂

Exprésalo en 
oordenadas 
ilíndri
as y determina el �ujo a través de un


ilindro de radio a y altura unidad.

Tal 
omo vimos en la apli
a
ión anterior, un punto P estaba lo
alizado

mediante el ve
tor

~r = r cos θ ı̂ + r sin θ ̂ + z k̂

Los ve
tores unitarios de este sistema 
urvilíneo los determinamos utili-

zando la expresión 1.6. Es de
ir

Ve
tor unitario en la dire

ión radial

r̂ =
1

|∂~r∂r |

(
∂~r

∂r

)

= cos θ ı̂ + sin θ ̂
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1.5. CAMPO VECTORIAL 21

Ve
tor unitario tangente

θ̂ =
1

|∂~r∂θ |

(
∂~r

∂θ

)

= − sin θ ı̂ + cos θ ̂

Ve
tor unitario en la dire

ión z

ẑ = k̂

Ahora debemos expresar los ve
tores unitarios ı̂, ̂ y k̂ en fun
ión de

los unitarios r̂, θ̂ y ẑ. Para ello multipli
amos la expresión del ve
tor

r̂ por el fa
tor sin θ, y la expresión de θ̂ por cos θ

sin θ r̂ = sin θ cos θ ı̂ + sin2 θ ̂

cos θ θ̂ = − sin θ cos θ ı̂ + cos2 θ ̂

Si sumamos ambas expresiones

̂ = sin θ r̂ + cos θ θ̂ (1.20)

Si ahora multipli
amos por (− sin θ) la expresión del unitario θ̂ y

por (cos θ), la expresión del unitario r̂

cos θ r̂ = cos2 θ ı̂ + cos θ sin θ ̂

− sin θ r̂ = sin2 θ cos θ ı̂ − sin θ cos θ ̂

Sumamos

ı̂ = cos θ r̂ − sin θ θ̂ (1.21)

Con toda esta informa
ión, la expresión del 
ampo queda de la forma

~E = (r cos θ) (cos θ r̂ − sin θ θ̂) + (r sin θ) (sin θ r̂ + cos θ θ̂)+

+
r2 cos2 θ

√

r2(cos2 θ + sin2 θ)
ẑ (1.22)

Operamos

~E = r r̂ + r cos2 θ ẑ
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22 CAPÍTULO 1. GENERALIDADES DE CAMPOS

Determinamos ahora el �ujo neto a través de la super�
ie del 
ilindro.

Di
ho �ujo será la suma de los �ujos a través de sus bases y de la super�
ie

lateral

φT = φB1 + φB2 + φSL

donde φT representa el �ujo neto, φB1 y φB2 los �ujos de las bases y φSL

el 
orrespondiente a la super�
ie lateral. Flujo a través de las bases

B1 y B2. Tomamos un elemento de super�
ie

~ds que llevará dire

ión

según el eje Z, por tanto su valor será

~ds = r dr dθ ẑ

φB1 =

∫

S1

~E · ~ds

y el valor del �ujo donde S1 es el área de la base B1. Si introdu
imos los

valores del 
ampo y del elemento de super�
ie, obtenemos

φB1 =

∫

S1

~E · ~ds =

∫

S1

(r r̂ + r cos2 θ ẑ) · (r dr dθ ẑ)

=

∫ a

0

∫ 2π

0

r2 cos2 θdr dθ =
a3

3

[
θ

2
+

sin 2θ

4

]2π

0

=
a3 π

3
(1.23)

ds
2B

2

S L

L

ds
1

B

a

1

ds
L

Figura 1.7: Flujo a través de las super�
ies.

El �ujo para la otra

base es

φB2 =

∫

S2

~E · ~ds

donde S2 es el área

de la base B2. En la

�gura observamos que

el elemento de super-

�
ie tiene un área

~ds = − r dr dθ ẑ
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Por tanto

φB2 =

∫

S2

~E · ~ds = −
∫

S2

(r r̂ + r cos2 θ ẑ) · (r dr dθ ẑ) =

= −
∫ a

0

∫ 2π

0

r2 cos2 θdr dθ

φB2 = − a3 π

3

Determinamos �nalmente el �ujo a través de la pared lateral. El área del

elemento de super�
ie

~dsl es

~dSl
= h2 h3 dq2 dq3 q̂1 = a dθ dz r̂

donde el radio es r = a. El �ujo es

φSl
=

∫

SL

~E · ~dsl =

∫

Sl

(a r̂ + a cos2 θ ẑ) · (a dθ dz r̂) =

∫ L

0

∫ 2π

0

a2 dθ dz

φSl
= a2 2π L

El �ujo total es por tanto

φT =
a3 π

3
− a3 π

3
+ a2 2π L = a2 2π L

➪ Considera el siguiente 
ampo ve
torial

~A =
10 r3

4
r̂

Expresado en 
oordenadas 
ilíndri
as. Determina el �ujo a través de un

tubo 
ilíndri
o de radios a y b y altura L, tal y 
omo se apre
ia en la �gura

adjunta.
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ds1

ds 2

L

r

z

ds

a
b

Figura 1.8: Flujo del 
ampo

~A a

través de un tubo 
ilíndri
o.

El 
ampo lleva dire

ión radial y

es por tanto perpendi
ular a la di-

re

ión del elemento de super�
ie

de las bases del tubo 
ilíndri
o.

El �ujo a través de di
has super�-


ies es nulo. Sólo tendremos �ujo

a través de las super�
ies latera-

les de radios a y b. En 
on
reto,

para la super�
ie lateral de radio

r = a, el elemento de super�
ie,

en la �gura etiquetado 
on ds2, es

~ds2 = −a dθ dz r̂

y el �ujo del 
ampo

~A a través de ella es

φSL2
=

∫

S2

~A · ~ds

φSL2
=

∫ 2π

0

∫ L

0

10 a3

4
r̂ · (−a dθ dz r̂)

φSL2
= − 10 a4

4
2π L

Para la super�
ie de radio r = b, el elemento de super�
ie es

~ds1 = b dθ dz r̂

y el �ujo a través de di
ha super�
ie es

φSL1
=

∫

S1

~A · ~ds =

∫ 2π

0

∫ L

0

10 b3

4
r̂ · (b dθ dz r̂) =

10 b4

4
2π L

El �ujo neto es por tanto

φT = φSL2
+ φSL1

= 5 π L (b4 − a4)

1.5.3. Divergen
ia

Tal y 
omo hemos presentado di
ha magnitud, su de�ni
ión es

div ~M = ĺım
δv→0

φi

δv (1.24)
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El numerador es el �ujo saliente a través de una super�
ie S, siendo ésta la que

envuelve al volumen v. Cuando nos aproximamos a un punto, di
ho volumen se va

redu
iendo. En la situa
ión límite, 
uando δv → 0, el 
o
iente expresado en 1.24

está de�nido, ya que tendremos una indetermina
ión. Por tanto esta nueva magnitud


ara
teriza lo
almente al 
ampo, y además nos informa de 
ómo

el 
ampo 'diverge' en el punto en 
uestión, tal y 
omo se apre
ia

en la �gura.

Figura 1.9: La divergen
ia de un 
ampo

nos permite determinar las fuentes es
a-

lares del mismo.

Observamos 
omo en el punto P

existe divergen
ia, mientras que en el

punto Q la divergen
ia es nula. Cuan-

do en
ontramos puntos para los que la

divergen
ia no es nula, de
imos enton-


es que el 
ampo presenta una singu-

laridad (fuente) en di
ho punto y que

el 
ampo es laminar. Si la divergen
ia

es nula, diremos que no existe singula-

ridad o fuente es
alar en di
ho punto.

En 
oordenadas 
artesianas

dxdy

dz
P

x

y

z

Figura 1.10: Divergen
ia del 
am-

po en un punto.

Tomamos un punto P en la región donde

existe una 
ampo

~V y queremos 
al
ular el

valor de la divergen
ia del 
ampo

~V en di
ho

punto. Tomamos un entorno del punto, tal y


omo observamos en la �gura 1.10, de volu-

men dv = dx dy dz , y determinamos el �ujo

neto del 
ampo a través de la super�
ie que

en
ierra di
ho volumen. Di
ho �ujo es el �ujo

a través de las 
aras del volumen tomado, es

de
ir

dφ = dφx + dφy + dφz

donde dφx es la varia
ión de �ujo a través de las 
aras de super�
ie dz dy. La varia
ión
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de �ujo dφy es determinada a través de las super�
ies dz dx y la varia
ión dφz es la


orrespondiente a las super�
ies dx dy.

El �ujo del 
ampo (Vx, Vy, Vz), a través de la super�
ie dy dz, es Vx dy dz. La

varia
ión de di
ho �ujo puede ser 
onsiderada 
omo varia
ión de una magnitud es
alar

y en virtud de la e
ua
ión 1.11, la expresamos en términos del gradiente.

dφx =
−−→
grad (Vxdydz) · dx ı̂

Introdu
imos la expresión del gradiente

dφx =

[
∂ (Vx dy dz)

∂x
ı̂+

∂ (Vx dy dz)

∂y
̂+

∂ (Vx dy dz)

∂z
k̂

]

· dx ı̂ =

=
∂Vx dydz

∂x
dx =

∂Vx

∂x
dydzdx =

∂Vx

∂x
dv

De igual forma pro
edemos 
on las varia
iones de los �ujos para las otras 
aras

dφy =
∂Vy

∂y
dv

dφz =
∂Vz

∂z
dv

Sumando estas varia
iones, el �ujo neto resulta

dφ =

(
∂Vx

∂x
+

∂Vy

∂y
+

∂Vz

∂z

)

dv

Finalmente, 
omparamos 
on la de�ni
ión de la magnitud divergen
ia y su expre-

sión en 
oordenadas 
artesianas es por tanto

div~V =
∂Vx

∂x
+

∂Vy

∂y
+

∂Vz

∂z
(1.25)

Divergen
ia en 
oordenadas 
urvilíneas

Realizamos un estudio análogo al efe
tuado para 
oordenadas 
artesianas. Con-

sideramos un punto en el espa
io 
urvilíneo y un volumen 
omo entorno de di
ho

punto. El �ujo a través de la super�
ie que en
ierra di
ho volumen será 
al
ulado


onsiderando las super�
ies que limitan di
ho volumen.

La expresión de la super�
ie elemental ds1 en 
oordenadas 
urvilíneas es

h2 h3 dq3 dq2

y por tanto el �ujo a través de di
ha super�
ie es

V1 h2 h3 dq3 dq2
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Como la varia
ión de �ujo es una varia
ión de una magnitud es
alar, la expresamos

en términos del gradiente.

dφ1 =
−−→
grad (V1 h2h3 dq3dq2) · (h1 dq1 û1) =

=
1

h1

∂ (V1 h2h3 dq2dq3)

∂q1
h1 dq1

=
1

h1h2h3

∂V1h2h3

∂q1
dv

De igual modo pro
edemos 
on las otras super�
ies

dφ2 =
1

h1h2h3

∂V2h1h3

∂q2
dv

dφ3 =
1

h1h2h3

∂V3h1h2

∂q3
dv

Sumamos e identi�
amos 
on la expresión de la divergen
ia

dφ =
1

h1h2h3

(
∂V2h1h3

∂q2
+

∂V1h2h3

∂q1
+

∂V3h1h2

∂q3

)

dv

div~V =
1

h1h2h3

(
∂V2h1h3

∂q2
+

∂V1h2h3

∂q1
+

∂V3h1h2

∂q3

)

(1.26)

Divergen
ia de un 
ampo ve
torial en 
oordenadas esféri
as y 
ilíndri
as

Para las 
oordenadas esféri
as (r, θ, φ), los fa
tores de es
ala son h1 = 1, h2 = r y

h3 = r sin θ. Utilizamos la expresión 1.26 para estable
er la divergen
ia de un 
ampo

~V en 
oordenadas esféri
as 
omo

div~V =
1

r sin θ

∂

∂θ
(Vθ sin θ) +

1

r2
∂

∂r
(Vr r

2) +
1

r sin θ

∂Vφ

∂φ
(1.27)

Si utilizamos 
oordenadas 
ilíndri
as, las 
oordenadas son r, θ y z y los fa
tores

de es
ala h1 = 1, h2 = r y h3 = 1. Por tanto la expresión de la divergen
ia en estas


oordenadas es

div~V =
1

r

(
∂(Vrr)

∂r
+

∂Vθ

∂θ
+ r

∂Vz

∂z

)
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Apli
a
iones

➪ Considera el siguiente 
ampo ve
torial expresado en 
oordenadas 
ilíndri
as

~A = r sinφ r̂ + r2 cosφ φ̂ + 2 r e−5z ẑ

Determina su divergen
ia en el punto (1/2, π/2, 0).

La divergen
ia del 
ampo en 
oordenadas 
ilíndri
as es

div ~A =
1

r

(
∂(Arr)

∂r
+

∂Aθ

∂θ
+ r

∂Az

∂z

)

= 2 sinφ − r sinφ − 10re−5z

y para el punto en 
uestión

[

div ~A
]

(1/2,π/2,0)
= − 7

2

➪ Considera el siguiente 
ampo ve
torial expresado en 
oordenadas esféri
as

~A = 5 sin θ θ̂ + 5 sinφ φ̂

Determina la divergen
ia en el punto (1/2, π/4, π/4).

Determinamos la divergen
ia del 
ampo

~A, para ello apli
amos la expresión

1.27

div ~A =
1

r sin θ

∂

∂θ
(5 sin2 θ) +

1

r sin θ

∂

∂φ
(5 sinφ)

y para el punto pedido

div ~A|(0,5,π/4,π/4) =

(
1

r
10 cos θ +

1

r sinφ
5 cos θ

)

(0,5,π/4,π/4)

= 24,14

1.5.4. Cir
ula
ión

Dado un 
ampo ve
torial

~V = ~V (x, y, z), de�nimos la 
ir
ula
ión elemental de este


ampo a lo largo de una 
urva γ, a la proye

ión del 
ampo sobre el desplazamiento

elemental a lo largo de di
ha 
urva, tal y 
omo se muestra en la �gura adjunta
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dr

V

Figura 1.11: Cir
ula-


ión de un 
ampo a lo

largo de una 
urva.

dc = ~V · ~dr (1.28)

donde dc es la 
ir
ula
ión elemental. Extendida ésta a

un tramo �nito, la 
ir
ula
ión es

Cab =

∫ b

a

~V · ~dr (1.29)

Introdu
imos en la expresión de la 
ir
ula
ión las


omponentes del 
ampo Vx, Vy , Vz y las del desplaza-

miento dx, dy, dz.

Cab =

∫ b

a

(Vx, Vy, Vz) · (dx, dy, dz)

Cab =

∫ b

a

Vx dx + Vy dy + Vz dz

Utilizamos las e
ua
iones de la 
urva γ de forma

que todas las variables queden expresadas en términos

de un solo parámetro, sea éste t. Enton
es la 
ir
ula
ión

adopta la forma

Cab =

∫ t1

t0

(

Vx
dx

dt
+ Vy

dy

dt
+ Vz

dz

dt

)

dt

Figura 1.12: La 
ir
ula-


ión en el 
ontorno de di-


ha super�
ie puede ser


onstruida mediante las


ir
ula
iones en las distin-

tas 
eldas, donde la 
ir
u-

la
ión en los tramos 
o-

munes se 
an
ela y sólo

hay 
ontribu
ión en la pa-

red externa.

donde t0 y t1 son los valores del parámetro t 
o-

rrespondientes a los puntos a y b.

La 
ir
ula
ión de un 
ampo es una magnitud im-

portante, ya que ésta puede ser independiente del 
a-

mino, es de
ir que para 
ualquier 
amino que esta-

blez
amos entre dos puntos, la 
ir
ula
ión va a tener

siempre el mismo valor.

Diremos pues, que el 
ampo es 
onservativo. Evi-

dentemente, si tomamos un 
amino 
errado y el 
am-

po es 
onservativo, la 
ir
ula
ión será nula. Se dedu
e

por tanto que Cb
a = −Ca

b .

Al igual que nos o
urrió 
on el �ujo, la 
ir
ula
ión

no 
ara
teriza lo
almente al 
ampo.

Cualquier re
orrido puede ser dividido en 
ir
uitos

más pequeños, de forma que la 
ir
ula
ión a través de

todos ellos será la 
ir
ula
ión neta sobre el 
ir
uito. Cierto es que 
onforme el área de
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los 
ir
uitos disminuya, el 
ir
uito quedará redu
ido a un punto. En esta situa
ión la


ir
ula
ión será nula y por tanto la del re
orrido, 
ontrario al he
ho de disponer de

una 
ir
ula
ión neta no nula. Es por tal motivo que es ne
esario el 
on
urso de otra

magnitud para solu
ionar este problema. Di
ha magnitud es el rota
ional.

Apli
a
iones

➪ Dado el 
ampo ve
torial

~A = x ı̂ + y ̂ + z k̂ y la 
urva γ de e
ua
iones

x = cos t y = sin t z = 3t

Determina la 
ir
ula
ión del 
ampo al desplazarse a lo largo de la 
urva

adjunta desde el punto P (1, 0, 0) al Q(0, 1, 3π/2).

La 
ir
ula
ión entre di
hos puntos a lo largo de la 
urva γ es

CPQ =

∫ Q

P

~A · ~dl =

∫ Q

P

(x, y, z) · (dx, dy, dz) =

∫ Q

P

xdx + ydy + zdz

Expresamos la 
ir
ula
ión en términos del parámetro t

x = cos t ⇒ dx = − sin t dt

y = sin t ⇒ dy = cos t dt

z = 3t ⇒ dz = 3 dt

Los puntos P y Q 
orresponden al valor t = 0 y t = π/2 del parámetro.

Por tanto

CPQ =

∫ π/2

0

− cos t sin t dt + cos t sin t dt + 9tdt =

∫ π/2

0

9tdt =
9 π2

8

➪ Determina la 
ir
ula
ión del 
ampo

~V = y ı̂ − x ̂ a lo largo de la semi-


ir
unferen
ia de radio unidad de la �gura adjunta entre los puntos a y

b.
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a

b

Figura 1.13: Cir
ula-


ión a lo largo de una

semi
ir
unferen
ia.

Expresamos el 
ampo

~V en 
oordenadas 
i-

líndri
as. Para ello utilizamos las rela
iones

entre ve
tores unitarios 1.21 y 1.20.

~V = r sin θ (cos θ r̂ − sin θ θ̂)−

− r cos θ (sin θ r̂ + cos θ θ̂)

Agrupamos y simpli�
amos

~V = − r θ̂

El desplazamiento elemental a lo largo de la 
ir
unferen
ia es

~dl = r dθ

y la 
ir
ula
ión

Cab =

∫ b

a

~V · ~dl =

∫ π/2

3π/2

− r2 dθ = π r2 = π

1.5.5. Rota
ional

Introdu
imos esta magnitud para que nos dé la misma informa
ión que la 
ir
u-

la
ión, y que además 
ara
teri
e lo
almente al 
ampo. Di
ha magnitud es 
ono
ida


omo Rota
ional del 
ampo, y está de�nida 
omo

|
−−−→
Rot~V | = ĺım

s→0

∫

γ
~V · ~dl
s

(1.30)

ds

C

V

Figura 1.14: El

�ujo del rota
io-

nal a través de

la super�
ie

~ds

es la 
ir
ula
ión

del 
ampo alre-

dedor del 
on-

torno de di
ha

super�
ie.

Debido a que la super�
ie es un ve
tor y ésta �gura en

el denominador de la expresión del rota
ional, es por lo que

hemos tenido que de�nirlo sólo en módulo. El 
ará
ter ve
torial

lo introdu
imos de forma que el �ujo elemental del rota
ional

a través del elemento de super�
ie sea igual a la 
ir
ula
ión

elemental del 
ampo a lo largo de la 
urva que en
ierra a di
ha

super�
ie. En la �gura 1.5.5, el �ujo elemental del rota
ional a

través de la super�
ie elemental

~ds es la 
ir
ula
ión del 
ampo

alrededor del 
ontorno de di
ha super�
ie, es de
ir

−−−→
Rot~V · ~ds =

∮

~V · ~dr (1.31)
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Expresión del Rota
ional en 
oordenadas 
artesianas

Tomamos un punto en el plano Y Z y estable
emos la 
ir
ula
ión del 
ampo

~V en

el re
orrido 
errado 1− 2− 3− 4− 1 espe
i�
ado en la �gura adjunta. La 
ir
ula
ión

1

2

3

4

x y

z

P

Figura 1.15: Determina
ión de la 
ir
ula
ión del 
ampo

~V alrededor

del punto P situado en el plano YZ.

del 
ampo

~V para esta orienta
ión es

∫

~V · ~dr = c12 + c23 + c34 + c41

= (c23 − c14) + (c12 − c43)

Para los tramos 2− 3 y 1− 4, la proye

ión de

~V sobre la dire

ión

~dr es

~V · ~dr = (Vx, Vy, Vz) · (0, 0, dz) = Vzdz

Por tanto

c23 − c14 = d (Vzdz)

de igual forma pro
edemos 
on la 
ir
ula
ión en los tramos 1− 2 y 3− 4, donde ahora

~V · ~dr = Vydy, por tanto

c12 − c43 = d (Vydy)

tanto (Vzdz) 
omo (Vydy) son fun
iones es
alares, y podemos medir su varia
ión a lo

largo de las dire

iones y y z respe
tivamente utilizando el gradiente, es de
ir

c23 − c14 = d (Vzdz) =
−−→
grad (Vzdz) · (dy ̂) =

∂(Vzdz)

∂y
dy

c12 − c43 = d (Vydy) =
−−→
grad (Vydy) ·

(

−dz k̂
)

= −∂(Vydy)

∂z
dz
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Obtenemos por tanto

∫

~V · ~dr =

(
∂Vz

∂y
− ∂Vy

∂z

)

dy dz

De la de�ni
ión de rota
ional 1.31, y para la super�
ie en
errada por este traye
to,

dedu
imos

(

(
−−→
Rot~V )x, (

−−→
Rot~V )y, (

−−→
Rot~V )z

)

· (dydz, 0, 0) = (
−−→
Rot~V )x dydz

(−−−→
Rot~V

)

x

dydz =

∫

~V · ~dr =

(
∂Vz

∂y
− ∂Vy

∂z

)

dydz

Por tanto la 
omponente x del rota
ional tiene la expresión

(−−−→
Rot~V

)

x

=

(
∂Vz

∂y
− ∂Vy

∂z

)

Este pro
eso lo repetimos para puntos situados en los planos XY y XZ, de esta

forma determinamos las 
omponentes y y z del rota
ional. Su expresión en 
oordena-

das 
artesianas resulta

−−−→
Rot~V =

(
∂Vz

∂y
− ∂Vy

∂z

)

ı̂ +

(
∂Vx

∂z
− ∂Vz

∂x

)

̂ +

(
∂Vy

∂x
− ∂Vx

∂y

)

k̂

Observamos que la expresión del rota
ional del 
ampo resulta del desarrollo del de-

terminante

−−−→
Rot~V =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ı̂ ̂ K̂
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Vx Vy Vx

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

(
∂Vz

∂y
− ∂Vy

∂z

)

ı̂+

(
∂Vx

∂z
− ∂Vz

∂x

)

̂+

(
∂Vy

∂x
− ∂Vx

∂y

)

k̂

Figura 1.16: Campo de

rotores aso
iado a un


ampo de velo
idades.

De forma prá
ti
a 
al
ularemos así el rota
ional.

Consideramos un 
ampo de velo
idades 
omo el de

la �gura 1.16 (puede 
onsiderarse 
omo un �uido en ro-

ta
ión). En algunas o
asiones las partí
ulas del �uido

experimentan un movimiento as
endente y esto es debi-

do a la existen
ia de otro 
ampo de ve
tores aso
iado al


ampo de velo
idades, el 
ampo de rotores o rota
ional,

siendo éste el que expli
a el nuevo movimiento de tras-

la
ión. Cuando un 
ampo ve
torial lleva aso
iado un


ampo de rotores, diremos que di
ho 
ampo ve
torial

es no 
onservativo.
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Operadores diferen
iales

Un operador es un ente físi
o o matemáti
o 
apaz de realizar una transforma-


ión entre magnitudes. Así d/dx,
∫
, .... Por tanto todo operador a
tuará sobre una

magnitud y la transformará en otra.

Sea A una magnitud físi
a, enton
es 
uando a
túe un operador 
omo

−→∇ sobre

di
ha magnitud, obtendremos una magnitud distinta, B, es de
ir

−→∇A = B

mientras que A
−→∇ sigue siendo un operador a la espera de a
tuar sobre 
ualquier otra

magnitud.

Introdu
imos el operador 'nabla' -

−→∇ - 
omo

−→∇ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)

Si este operador lo apli
amos a un 
ampo es
alar Ψ, obtenemos el gradiente de

di
ho 
ampo

−→∇Ψ =

(
∂Ψ

∂x
,
∂Ψ

∂y
,
∂Ψ

∂z

)

=
−−→
gradΨ

Dado un 
ampo ve
torial

~V , si 
al
ulamos
−→∇ · ~V , obtenemos la divergen
ia del


ampo

−→∇ · ~V =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)

· (Vx, Vy, Vz) =

(
∂Vx

∂x
+

∂Vy

∂y
+

∂Vz

∂z

)

= div~V

Si 
al
ulamos el produ
to ve
torial

−→∇ × ~V , obtenemos el 
ampo rota
ional.

−→∇ × ~V =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ı̂ ̂ K̂
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Vx Vy Vx

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
−−−→
Rot~V

Con esta nueva nomen
latura vamos a determinar la expresión del rota
ional en


oordenadas 
urvilíneas.

Rota
ional en 
oordenadas 
urvilíneas

Sea el 
ampo ve
torial

~V = ~V (x, y, z) 
uya expresión en el sistema de 
oordenadas


urvilíneas es

~V = q1 û1 + q2 û2 + q3 û3
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