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Prologo

FElectrostdtica es una obra resultado de mi experiencia académica en las
asignaturas de Campos y Ondasy Fundamentos Fisicos, en la Universidad
Politécnica de Cartagena. La razén o justificacion de la apariciéon de este
libro la busco en el cambio profundo de los planes de estudio. Espero que
este cambio convierta al libro en una herramienta necesaria y tutil para
los estudiantes. No pretendo que esta obra sea un libro de texto, sino
més bien una herramienta de trabajo que permita clarificar conceptos y
desarrollar una serie de capacidades, capacidades que permitan crear una
vision amplia de la electrostatica como pieza fundamental para el estudio

del electromagnetismo.

La obra comprende seis capitulos con una estructura de corte clasico. Soy
consciente que el conocimiento de la electrostdtica es fundamental e indis-
pensable para tratar fendmenos electromagnéticos, y para ello es necesario
realizar una exposiciéon tedrica de los fenémenos tratados, intentando co-
municarlos de una forma clara y completa con el objetivo de alcanzar una
perfecta comprension del concepto. Parece a priori que el desarrollo del
texto es similar a la mayoria de los textos ya publicados, pero difiere en
el apartado practico. Hacemos menciéon a Séneca, que decia ’Largo es el
camino de la ensenianza por medio de teorias; breve y eficaz por medio de
ejemplos’. La casi totalidad de los textos publicados que abordan esta te-
mética, pero no de forma exclusiva, sugieren ejercicios practicos, y algunos
de ellos presentan las soluciones de los mismos. Pensando en el alumno que
estudia estos textos, creo que les resultaria muy practico tener al profesor
cerca para poder llegar a las soluciones que éstos proponen. Esto parece
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dificil, pero una solucién valida es realizar los ejercicios, y realizarlos de
forma que conecten directamente con los conceptos estudiados y asi afian-
zarlos. Esto constituye una de las novedades del texto: ya no aparece una

lista de ejercicios a resolver, sino éstos mismos, ya resueltos.

Otra de las novedades que presenta este libro es el apartado de utilidades.
En ellas, el alumno encontrard las herramientas matemaéticas necesarias
para abordar el tema en estudio. Y por ltimo, propongo algunas lecturas o
temas de actualidad, no sélo para ver la aplicacion practica de lo estudiado,

sino para motivar al alumno.

Ha sido importante la colaboraciéon del alumnado en el proceso de reali-
zacion de esta obra, ya que ellos son el mejor punto de referencia para la
busqueda de la claridad conceptual y de la profundidad de esta obra.

El libro va dirigido, en un principio, a alumnos de los primeros cursos de
los distintos grados en ingenieria o ciencias; no obstante, cualquiera puede
adentrarse en este mundo de la electrostatica y de los fenémenos eléctricos,
ya que he procurado partir de situaciones histéricas, e ir construyendo el
conocimiento actual. Es cierto que el libro contiene mas material del que
se imparte en estos cursos; esto manifiesta que la obra no es un libro de
texto. Es una herramienta que también es 1util para el profesor, ya que
asi tendrd una visiéon de conjunto més amplia, y le permitira seleccionar

aquellos contenidos que estime necesarios.

Uno de los objetivos fundamentales de esta obra es que el alumno y el
profesor dispongan de un material de interés, ttil y de valor. Creo que de
esta forma es posible que el profesor estimule la iniciativa y potencie en el

alumno su capacidad creativa.

Es cierto que no todos los autores tienen el mismo punto de vista, y por
tanto los detalles que expresan en cada tema difieren mucho entre ellos.
He pretendido dar coherencia y sentido a los temas tratados, e intentar

buscar el maximo de detalles.

Para escribir un libro es necesario el concurso de otras personas, amigos
que te orientan, critican y buscan sacar el maximo rendimiento de tu tra-
bajo. Este es el caso del catedratico Dr. Carlos Gonzdalez, que con sus
consejos, orientaciones y propuestas, consiguioé que en momentos dificiles
prosiguiera con mas teson la elaboracion de este libro. También agradecer
al catedrético Dr. Miguel Ortuno, su influencia a la hora de escribir y su
participacion con la exposicion de Materiales superconductores. Agradecer

a los profesores, Dr. José Abad y Dr. Manuel Caravaca su contribucién con
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los articulos Microscopia de fuerza electrostdtica y microscopia Kelvin, y
Sistemas de unidades eléctricas, ya que con ellos hemos dado més realce
a esta obra. Un apoyo logistico e informatico ha sido fundamental para
la realizacion de este libro, por ello agradecer al Professor, Dr. Antonio
Pérez su esfuerzo y su contribucién. De igual forma, quiero disculparme
ante mi grupo de investigacion en Materia condensada por mi dedicacion
en exclusiva a la realizacién de esta obra, y darle las gracias por su tole-
rancia y comprension durante estos anos. Por ultimo, agradecer a Phywe
su disposicion para la utilizacion de material grafico, y a mis companeros
del Departamento de Fisica Aplicada, Dr. Nicolas, Dr. Anastasio y Dr.
Javier Padilla, por sus orientaciones y criticas que siempre he tenido en

cuenta para ofrecer un libro fundamentalmente ttil para el alumno.

Cartagena, mayo 2016

José Damian Catala
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Capitulo 1

Generalidades de campos

Presentamos los elementos de célculo vectorial como herramientas indispensables
para el tratamiento del campo electromagnético. De esta forma establecemos la no-
menclatura que vamos a utilizar en todo el texto.

En este primer capitulo introducimos el concepto de campo y la utilizaciéon de
coordenadas curvilineas, con el objetivo de valorar su aplicacién, que conjuntamen-
te con las herramientas matematicas necesarias, nos permiten analizar los efectos y

propiedades de estos campos.

1.1. Concepto de campo

Un campo es toda magnitud fisica definida en una cierta region del espacio y para

un cierto intervalo temporal.

La temperatura de una habitacién durante cierto periodo de tiempo es un ejem-
plo de campo. En cada punto de la habitaciéon y para cada instante de tiempo, la
temperatura tiene un valor bien definido.

El vector de posiciéon de una particula, por ejemplo, no es un campo, pues no
esté definido para cada punto del espacio. Se trata de un solo vector, que depende
tinicamente del tiempo, pero no del espacio.

Para describir un campo, hemos de especificar su valor en funcién de las coor-
denadas espaciales y temporales. Un campo M es una funcién de la posicién 7 o,

equivalentemente, de (x, y, z) y del tiempo ¢

M = f(z,y,z,1) (1.1)

Los ampos pueden ser escalares y vectoriales, de acuerdo con el cardcter de la
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2 CAPITULO 1. GENERALIDADES DE CAMPOS

magnitud fisica orrespondiente.

Los campos escalares estan representados por una tnica funcion, tal como la de la
ecuacion anterior (1.1). Los campos vectoriales estan representados por tres funciones,

una para cada componente

M, = fi(x,y,2,t) (1.2)
My, = foz,y, 2, 1) (1.3)
Mz :fB(xavavt) (14)

El campo de temperaturas, mencionado arriba, es un campo escalar, pues la tem-
peratura es una magnitud escalar. Otros ejemplos de campos escalares son la presion
de un fluido y la densidad de una sustancia cualquiera.

La velocidad de las particulas de un fluido (siempre que consideremos a éste como
un continuo) son un ejemplo de campo vectorial. Dicha velocidad depende tanto del
tiempo como de la posicion de la particula.

Otro ejemplo de campo vectorial lo podemos hallar en la fuerza gravitatoria. Con-
sideremos un conjunto de particulas con unas ciertas masas y en unas determinadas
posiciones. Estudiemos la fuerza que producen sobre otra particula de prueba dada.
Dicha fuerza depende de dénde (y cuando) esté la particula de prueba, y es por lo
que disponemos de un campo de fuerzas. El campo es un campo tensorial cuando la
magnitud fisica es un tensor.

Decimos que un campo es estacionario o constante cuando no depende del tiempo.
Se dice que es uniforme cuando no depende de la posicion.

No todos los campos necesitan de un medio material para su existencia, esto es
lo que ha conducido a errores en la consideracién del espacio como propio campo.
Cuando un campo necesita de la existencia de un medio material, diremos que dicho
campo es un campo material. Un campo de temperaturas o un campo de densidades
necesitan de un medio material, decimos que son campos materiales. En el caso de no
necesitar un medio material, el campo es inmaterial.

El concepto de campo se introdujo en el estudio de la electricidad para explicar la

idea de accién a distancia.
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1.2. COORDENADAS 3

1.2. Coordenadas

A cada punto del espacio podemos
asociar, de forma univoca, un conjun-
to de tres niimeros que denominamos
coordenadas. En el sistema de coor-
denadas cartesianas, un punto vendré
caracterizado por los valores z, y, z.

Hay otros sistemas cuyos ejes no tie-

nen porqué ser rectas, decimos que

tratamos con sistemas curvilineos, que

nos permiten también caracterizar a

un punto en el espacio mediante otros

Figura 1.1: Sistemas curvilineos.

valores ¢1, q2, g3. A tales valores les
denominamos coordenadas curvilineas.

Un punto como O’ tiene coordenadas x, y y 2z, que corresponden a las componentes
del vector de posicion 7 en el sistema cartesiano de origen O. El punto O’ puede ser
el origen para un sistema curvilineo con coordenadas q1, g2 y ¢3. Para definir tales
coordenadas curvilineas establecemos una correspondencia biunivoca entre ellas y las

coordenadas cartesianas

z=xz(q, g2, q3)
y=1y(q1, 92, q3)
z=z(q, 2, q3) (1.5)

En cada punto definimos un triedro curvilineo, tal y como muestra la figura 1.2,

y las superficies que lo forman se definen como

@ = q (z,y,2) = cte

@2 = g2 (z,y,2) = cte

a3 = q3(z,y,2) = cte
Las lineas coordenadas se corresponden con la interseccion dos a dos de las su-
perficies anteriores, y los ejes coordenados se corresponden con las tangentes a dichas

H ~
lineas. En la figura 1.2, el vector ¥ = OO0’ = z(¢;) i+ y (¢;) ]+ z (¢;) k determina el

origen del sistema curvilineo y los vectores tangentes a las lineas son
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CAPITULO 1. GENERALIDADES DE CAMPOS

or or . Oy . 0z
o~ oq o0’ o0
or or . Oy . 0z
9a: gz 00’ Oas
or  Ox. . 0Oy. 0z
s Oas | aa ' Oz

Vectores unitarios
Los vectores unitarios son los vectores tangentes unitarios a las lineas coordenadas,

es decir
1 or 1 0r
_ = 1.6
" | or | Jqi  hi 0q; (16)
0q;

donde w; es el vector unitario tangente, y los h; son unos coeficientes denominados
factores de escala, y cuyos valores son los moédulos de la variacién de 7 con respecto

a cada coordenada curvilinea.
Si el sistema es ortogonal, debe verificarse

donde §;; es la delta de Kronecker.

1.3. Elemento de arco, area y volumen

El elemento de arco corresponde al analisis de la variacion de 7 con respecto a las

coordenadas curvilineas. Este elemento tendra la forma

or or or
dr=|—|d — | d — | d
r (8(11) (J1+(8q2> Q2+(8q3> q3
utilizamos la expresiéon 1.6, y las derivadas parciales las escribimos en términos de

los parametros de escala y los unitarios tangentes. Es decir

dr = hidqit1 + hedgotis + hadqsts (1.7)

Los elementos de area los obtenemos a partir del producto vectorial de las compo-
nentes curvilineas del elemento de arco, de esta forma un elemento de superficie cuyo

vector lleve la direccion del unitario 4, seré

hadgatia X hadgsiis
hadgahsdgsis
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1.3. ELEMENTO DE ARCO, AREA Y VOLUMEN )

Si el vector del elemento de superficie lleva la misma direccién que el unitario s,

entonces su valor es

dss = hidqi11 X hsdqsis
dse = hidq1hsdqgsiiz
y si la direcciéon coincide con el unitario us, el elemento de area es
ds3z = hidgitiy X hadgatia
dsg = hidqihadgats

De forma general el elemento de superficie diferencial en coordenadas curvilineas

ortogonales lo escribimos de la siguiente forma

ds = hadqahsdqstiy + hidqihsdgstia + hidgihodgatiz (1.8)

El elemento de volumen es el volumen determinado por las componentes curvili-

neas del elemento de arco

dv = hldqlﬂl . (hgd(]gﬁg X hgd(]g’l)g) =
hidgqihadgahsdgs (i - (Ge X G3)) =
hidg1hadgahszdgs (1.9)

Elementos de arco, superficie y volumen para el sistema de coordenadas

esféricas.

Dado un vector ¥ = (x,y, z) en coordenadas cartesianas, definimos las coordenadas
esféricas (1,0, ¢), segin 1.5 mediante la transformacion
r =17 sinf cos¢
y =r sinf sin ¢
x =rcosf
donde 0 <O <7my0<¢p<2m.
Para establecer los elementos de arco, superficie y volumen, como hemos descrito
anteriormente, es necesario determinar los factores de escala.
El vector de posicion de un punto p en coordenadas esféricas, como apreciamos en

la figura 1.2, lo escribimos de la siguiente forma
7 = rsinf cos¢i + rsinf singj + rcosfk

A continuacion determinamos la variacion de 7 con respecto a todos los parametros
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CAPITULO 1. GENERALIDADES DE CAMPOS

Figura 1.2: Coordenadas esféricas.

or
or
or . . . N A
o = sinf cos¢? + sinf singj + cosfk
,
cuyo médulo es
or

= \/sin20(:os2¢ + sin?@sin? ¢ + cos20 = 1

or
y el factor de escala hq, es segun 1.6

hi =1

or
26

De igual forma determinamos la variaciéon de 7 respecto de 6

or

— = rcosf cospi + rcosf singj — rsinfk

00

cuyo médulo es

or
06

= \/r200s29 + r2sin®6 = r
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1.3. ELEMENTO DE ARCO, AREA Y VOLUMEN 7

y el factor de escala correspondiente es

b

r

or
99

La variacion de 7 con respecto a ¢ es

g—; = —rsinf sin¢i + rsinf cos¢)
y su modulo
% = Vr2sin’f0 = rsinf

de forma que el factor de escala hs es

hs = rsinf

Para determinar el elemento de arco, utilizamos la expresion 1.7, y como el vector
de superficie lleva direccion radial, entonces ds = ds 7, y el valor del area de dicha
superficie elemental la determinamos mediante la expresion 1.8.

Para el volumen, utilizamos la expresién 1.9

= Elemento de arco
dr = dri + rdff + rsinfdéd

= Elemento de superficie

4% = ds# = 12 sinfdodo

= Elemento de volumen
dv = r*drsinfdf de

Elementos de arco, superficie y volumen para un sistema de coordena-

das cilindricas.

Un punto P, como el indicado en la figura 1.3, esta localizado mediante el vector
7 con componentes

¥ =rcosfi+ rsinfj+ 2z

siendo 0 < 6 < 27. Procedemos de forma analoga a la realizada anteriormente y

determinamos los factores de escala
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CAPITULO 1. GENERALIDADES DE CAMPOS

P(1,0,2)

o o

Figura 1.3: Coordenadas cilindricas.

hy = |@ = Vecos?f + sin?f = 1
r

he = |=| = V12 sin20 + 2 cos?f = r
or
h3:|£ =1

= El elemento de arco es segun la expresiéon 1.6

dr = dri + rd0d + dzs

= Si el elemento de superficie estd en la base del cilindro, dicha superficie tendra

direccion segin el unitario 2, el valor de dicha superficie es
- " . .
dSB = h1 hgdql dq2u1 X U2 = rdédrz
El valor de un elemento de superficie en la pared lateral del cilindro es

dé; = hahydqsdqs = rdfdzf
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1.3. ELEMENTO DE ARCO, AREA Y VOLUMEN 9

= El elemento de volumen

dv = hihg hsdqy dgadqs = rdrdfdz

Aplicaciones

> Disponemos de un campo escalar que en coordenadas esféricas tiene la ex-
presion & = 72 sin @ tan ¢, encuentra su expresién en coordenadas cartesia-

nas y cilindricas.

Conocemos como estan definidas las coordenadas esféricas

r = r sinf cos¢
y = 7 sinf sin ¢

z = r cosf
Obtenemos ficilmente que
2

22 4+ y? = r?sin?0

2+ 422 =0 = = a2 y2 422

22 + y?

sinf) = | ——-"——
z? +y2 + 22

LA tan ¢
x

Para expresar el campo en coordenadas cartesianas sélo nos queda susti-

tuir estos resultados en la expresion del campo escalar

Para expresar el campo £ en coordenadas cilindricas, partimos de la de-

finicion de tales coordenadas y de su expresion en cartesianas
x = r cost
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10 CAPITULO 1. GENERALIDADES DE CAMPOS

y = rsinf

deducimos que

$2+y2+2’2:7"2+2’2

x2+y2 B 72
x2+y2+32_ r2 4 52

y_ tan 6
x

Toda esta informacion la reflejamos en la expresion en coordenadas car-

tesianas, y quedaré expresada en coordenadas cilindricas
2 2\ | r? )
= (r + z ——— tan
&= ) r2 422

—

> Dado un campo en coordenadas cartesianas, A = zi+yj+ z k. Determina

su expresion en coordenadas cilindricas.

Conocemos cémo estan definidas las nuevas coordenadas segtin 1.5 y los
factores de escala hi,ho y hs. La posicion de un punto en el sistema de

coordenadas cartesianas viene determinado por el vector
r=xi+yj+ zk
Los vectores unitarios son calculados segtun 1.6

ﬂ-—i ory _ 1 8$i+8yA+8zk
" hi \9¢;)  hi \Og; 3%‘] 0q;

De esta forma obtenemos un sistema de ecuaciones que nos expresan unos

vectores unitarios en funcion de otros. En concreto, la relacion entre los
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1.4. CAMPO ESCALAR 11

vectores unitarios en coordenadas cilindricas y los unitarios en cartesianas

es
7 cosf sinf O )
0 = —sinf cosf 0 7
3 0 0 1 k

Si queremos expresar, como es el caso, los vectores unitarios i, 7y k en

funcién de los unitarios curvilineos, tomamos la matriz inversa

-1

cosf sinf O cos —sinf 0
—sinf cosf 0 = sinf  cosf O
0 0 1 0 0 1

de forma que
cosfF — sinfd

>
I

j = sinf# + cosh

k=2
y la expresion del campo en coordenadas cilindricas, resulta

A = (r cosf) (cos 07 — sinff) + (r sinf) (sin07 + cos00) + z2

N>

/Y:rf’—!—z

1.4. Campo escalar

La magnitud fisica que define un campo escalar es de naturaleza escalar, y por
tratarse de un campo, tomaréa valores distintos segin las coordenadas espaciales. Un
ejemplo de un campo escalar es el representado en la figura 1.4, donde las distintas
zonas con tonalidad diferente se corresponden a valores de temperaturas distintas. Se

trata pues, T = T'(z,y, z), de un campo escalar de temperaturas.
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12 CAPITULO 1. GENERALIDADES DE CAMPOS

En el espacio se pueden encon-
trar puntos donde el valor del cam-
po, en este caso la temperatura,
sea la misma. Estos puntos for-
man una superficie que llamamos
de nivel o equiescalar, siendo su
ecuacion T'(z,y,z) = cte. Si di-
bujamos dichas superficies obte-
nemos la representacién grafica del

campo escalar.

Es dtil introducir magnitudes
Figura 1.4: Campo escalar (Meteocentre). relevantes para que nos proporcio-
nen informacién del campo. Una

de estas magnitudes, que caracteriza a un campo escalar, es el gradiente y nos infor-
ma de como desplazarnos en el seno de dicho campo para obtener la maxima variacion

local de éste.

1.4.1. Gradiente de un campo escalar

Establecemos un campo escalar V' = V(z,y,z). En un punto de coordenadas
(x,y,2) el campo tiene un valor V', si nos desplazamos un d_;", estaremos en el punto

(x +dx, y+dy, z+dz), y por tanto el valor del campo habra cambiado a V +dV, y

ov ov ov
dv = <%>yz dx + <8_y>xz dy + (g)mydz (1.10)

donde hemos supuesto que el campo escalar V' admite derivadas parciales. Estas deri-

dicho cambio es

vadas parciales pueden ser tomadas como las componentes de un vector que llamamos

gradiente
; R
gradV = (8—V> i+ (8—V> i+ (8—V> k
ox ), . 0 ), 9z ) .,
La variaciéon de V, si introducimos dicho vector en 1.10, es
——
dV = gradV - dr (1.11)

Si tomamos una superficie de nivel y nos desplazamos a lo largo de ella, no se
producird, por propia definicién, cambio alguno en el valor del campo. Es decir

av =0
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1.4. CAMPO ESCALAR 13

Por tanto
— - — -
gradV -dr =0 = gradV L dr

Es decir, el gradiente del campo es perpendicular al desplazamiento producido en la
superficie de nivel.

En cada punto del espacio donde esta definido el campo escalar, podemos construir
una linea de forma que la tangente a ella en dicho punto sea paralela a la direccion
del gradiente. Es decir que el vector (dz, dy, dz), tangente a la linea, y el 97”71 V sean

paralelos. La ecuaciéon que representa a esta linea en un punto es

dx dy dz
G = a = (1.12)

V. T 9V T 9V

dx dy GE;
A estas lineas les llamamos lineas de gradiente y nos indican las trayectorias ortogo-
nales a las superficies de nivel.

Dado un campo escalar V = V(z,y, z), definimos la derivada direccional de dicho

campo segin una direccién 7, al siguiente producto escalar

% = gradV - 7
Si nos preguntamos por el maximo valor de la variacién local del campo en una
determinada direccion, el moédulo del gradiente nos daria tal informacion

(ﬂ> = |gradV]|
d’r max

Luego el gradiente nos va a informar sobre coémo desplazarnos en el seno de un campo

escalar, para determinar puntualmente la méxima variacion de éste.

Aplicaciones

> Dado el campo escalar V. = 2 — 72, en el plano z = 0, determina la

ecuacion de las lineas de nivel asi como las lineas de gradiente.

Las lineas de nivel son aquellos lugares geométricos donde el campo tiene

el mismo valor. Por tanto la ecuacién de tales lineas es
-yt =C

siendo C' una constante. Estas lineas son hipérbolas. La ecuacion de las

lineas de gradiente segtin 1.12 es
dx dy

2z -2
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14 CAPITULO 1. GENERALIDADES DE CAMPOS

o bien
xdy + ydr =0
y por tanto
zy = C

que son también hipérbolas equilateras, trayectorias ortogonales a las
lineas de nivel.

> Dado el campo escalar V. = 22 + y? + 22, determina su derivada direccional
segin el vector (fg) en el punto (1,1,1).

Para determinar la derivada direccional, hemos de proyectar el campo de

gradientes sobre el vector unitario que define la direccion. Es decir

dv —
— =gradV -7
dr
donde
H N N R
gradV = 2x1 + 2yj + 222
por tanto

av
— = (22,2y,22) -
= o2

1 0) 20+ 2y

Sl -

y para el punto pedido

().,
dr (1,1,1)

> A partir del punto Py(—1,3,2), ;hacia qué direccién hay que dirigirse para

que aumente el campo ¢ = (x +y)? + 2% —xy + 2z lo mas rapidamente
posible.

La méaxima variacién local del campo la determinamos mediante el gra-
diente en el punto considerado

0o [(252)
g (-132)  |[\0xz 9y’ 0z ) |(~1.3.2)
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1.4. CAMPO ESCALAR 15

—
lgrado] =12 +y) ~ v 20t y) — 72+ 2) g
—
ad } — (1,5,6
{gm( 10) o) (1,5,6)

siendo ésta la direccion del desplazamiento.

1.4.2. Gradiente en coordenadas curvilineas ortogonales

Disponemos de un campo escalar V' = V(¢1, g2, g3), cuya expresion en coordena-
das curvilineas es
—
gradV = Aty + Bus + Cug

y quedara totalmente especificado cuando determinemos los valores de A, By C.

El cambio en el valor del campo dV, lo expresamos en virtud de 1.11 de la forma

dV = (Adq + Bug + Cis3) - (hidqitn + hadgatia + hsdgsts)
= Ahidgq: + Bhadgs + Chsdgs

donde (hidqit1 + hadgatia + hsdgsts) es el elemento de arco dr.

Por otro lado, dicha variacién la calculamos como
ov ov ov
av =(—-—1]d — | d — | d
(3(11> q1 + (8(12) q2 + (8(13) q3
Comparamos ambas expresiones, y deducimos que
A=t (3_")
hi \ 0q1
=L (3_")
ha \ 92
1 /oV
C=—|—=—
hs3 (3613)
Por tanto la expresion del gradiente es

— 1 /oV 1 [0V 1 [0V
— () = () — ()4 1.1
gradV h1 (8q1>u1+ " (8q2>u2+ h (8q3>u3 (1.13)
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16 CAPITULO 1. GENERALIDADES DE CAMPOS

Gradiente de un campo escalar en coordenadas esféricas y cilindricas

= Coordenadas esféricas (r,0, ¢)

Introducimos los factores de escala (hy =1, ho =71, yhs = rsinf), y las coor-

denadas correspondientes en la expresion 1.13. El gradiente adopta la forma
— ovy . 1 [OV\ - 1 av'\ -
gradl = (E)T+F (%)9+m(a_¢)¢

= Coordenadas cilindricas (r, 6, z)

Realizamos el mismo proceso que el efectuado para las coordenadas esféricas,
es decir, introducimos los factores de escala (hy = 1, ,ho =1, ,hs = 1) en la

expresion 1.13, y las coordenadas correspondientes. Obtenemos el gradiente del

+ 1 (g_g) 0+ (861) : (1.14)

campo en coordenadas cilindricas

- ()
or

=

Aplicaciones

> Dado el campo escalar V = r sinfle= 57

en coordenadas cilindricas, deter-

mina el campo de gradientes.

Aplicamos la expresion del gradiente en coordenadas cilindricas, expre-

sién 1.14. Las derivadas parciales en dicha expresion tienen los siguientes

<(Z)—‘I/) = sinfe %

a_v I, ‘6 —5z
90 = T cosb e

A/ W
92 = —orsmvoe

valores

y la expresién del gradiente

— . el e A . CEg A
gradV = sinfe” °*7 — cosfe  °*6 — 5rsinfe °* 2
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1.5. CAMPO VECTORIAL 17

1.5. Campo vectorial

La magnitud M =M (z,y,2) representa un campo vectorial, de forma que a
cada punto del espacio le corresponde un valor tnico de la magnitud M , siendo ésta
vectorial e independiente del sistema de referencia. Nuestro objetivo se centra en
buscar magnitudes que nos permitan la visualizacién del campo, de forma anéloga
a la que realizamos con el campo escalar. Para ello la representacion del campo la
realizamos mediante lineas de campo, lineas construidas de forma que sonn tangentes

en cada punto al vector campo y ademas estan dirigidas segtn el sentido de éste.

1.5.1. Ecuacion de las lineas

Supongamos un campo vectorial M , vy nos desplazamos un dr alo largo de una
linea de campo. Bajo esta situacion el campo M es paralelo al desplazamiento dr. Por

este motivo se verifica

dr _dy _
M, M, M,

(1.15)

Si el campo viene expresado en coordenadas curvilineas, y como el elemento de
arco es dr = hidgity + haodgotis + hadgsts, entonces
hidgr — hodga  hsdgs

p— f— ]..1
M, M, M (1.16)

La intensidad o médulo del campo esté indicado por el nimero de lineas de campo
que atraviesa una determinada superficie que es normal a ellas, es decir
dn

— =M 1.1
s, (1.17)

donde dS,, representa una superficie elemental normal al campo.
Es necesario mencionar que las lineas de campo no pueden cortarse, ya que esto

supondria la no biyecciéon entre coordenadas espaciales y valores de campo.

Aplicaciones

> Disponemos de un campo vectorial expresado en coordenadas cilindricas
V = Ar¢ + BZ, siendo A y B constantes. Determina las ecuaciones de las

lineas de campo.
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Los factores de escala para estas coordenadas son
hl =1 h2 =T h3 =1

por tanto las ecuaciones de linea segtn 1.15, son

rdg  dz
Ar B
dr =0
de donde deducimos
B
= — C
z 1 o+
r=CC
siendo C'y C’ constantes.
> Disponemos de un campo vectorial, V = —asin zi+b cos zZj+a IAc, siendo

a y b constantes. Determina las ecuaciones de las lineas de campo.

La ecuacion de las lineas de campo es

dx dy dz

—asin z b cos z a

Procedemos a integrar dicha ecuacién

dx .
— = —sinz = x =-cosz + C
dz

ademas
ORI
— = (=) cos z = —sin z
dz b 4

y

z =z
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1.5. CAMPO VECTORIAL 19

1.5.2. Flujo

Definimos el flujo elemental de un campo vectorial M , a través de una superficie

elemental dS como

d¢ = M -dS (1.18)

El flujo nos informa del numero de lineas que atraviesa una determinada superficie,
tal y como se dedujo de la ecuacion 1.17. En la figura adjunta observamos como puede
darse el caso de que el flujo saliente sea mayor o menor que el flujo entrante a través

de cierta superficie, visualizado por las lineas de campo.

- —_— En tal caso dicha superficie encierra lo que deno-

minamos fuentes del campo. En el caso de ser mayor

— — el flujo saliente que el entrante, la superficie encierra
I SN fuentes o manantiales. Si por el contrario, el flujo sa-
O e D e liente es menor que el entrante, a las fuentes encerra-
Manantial das les llamamos sumideros. Cuando el flujo entran-
- . te en cierta superficie es igual al saliente, pensamos
_
_ P . . . . .
E— que dicha superficie encierra el mismo niimero de ma-
E—— . .
- — nantiales que sumideros o que carece de fuentes. Una
—— EEEEE—— . . . . ~ .
N —_— superficie podemos dividirla en pequenas superficies,
de forma que el flujo a través de ella lo obtenemos
Sumidero . . .
sumando los flujos relativos a todas las superficies
elementales. Si dividimos una superficie S, como la
’ de la figura inferior, en pequenas celdas de superficie
_ _
- elemental dS;, el flujo neto a través de S sera la suma
de los flujos elementales a través de cada una de las
Figura 1.5: El flujo neto celdas, es decir
puede ser positivo, negativo o= /M . d_:s (1.19)
o nulo. s

El flujo no es una magnitud que caracterice local-
mente al campo ya que como dicha magnitud tiene un
caricter aditivo, como comentdbamos anteriormente,
si dividimos la superficie en pequenas celdas, y rea-
lizamos un proceso al limite, las superficies de cada
elemento se reducen a un punto y el flujo a través
de él serd nulo y por tanto extrapolando a toda la
superficie, el flujo neto deberia ser nulo.
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20 CAPITULO 1. GENERALIDADES DE CAMPOS

Esto supone una incongruencia, ya
que existe flujo neto a través de la su-
perficie. Por tanto el flujo no caracte-
riza localmente al campo.

Este problema lo solucionamos si

introducimos una nueva magnitud que

nos dé la misma informaciéon que el

Figura 1.6: El flujo a través de una su- flujo, y que ademas caracterice local-

perficie lo obtenemos sumando los flujos mente al campo. Esta nueva magnitud

relativos a todas las superficies elementa- es la Divergencia.

les.

Aplicaciones

> Considera el siguiente campo vectorial

1’2 &

Exprésalo en coordenadas cilindricas y determina el flujo a través de un

E:mi+yj+

cilindro de radio a y altura unidad.

Tal como vimos en la aplicacién anterior, un punto P estaba localizado

mediante el vector

7 = 1rcosfi+ rsinf) + 2k

Los vectores unitarios de este sistema curvilineo los determinamos utili-

zando la expresiéon 1.6. Es decir

= Vector unitario en la direccion radial

1 or
Po= (—7) = cosfi + sinfj

or
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= Vector unitario tangente

A 1 d
0 = 7] <%> = —sinfi 4 cosf)

Q)|QJ
S

= Vector unitario en la direccion z

z2 =k

Ahora debemos expresar los vectores unitarios 2, J y k en funcion de
los unitarios 7, 0 y z. Para ello multiplicamos la expresion del vector

7 por el factor sinf, y la expresion de 6 por cosf

sin@r = sinf cosfi + sin?6j

cosff = — sinf cosfi + cos? 0 j

Si sumamos ambas expresiones
j = sinf# + cosfo (1.20)

Si ahora multiplicamos por (— sin#) la expresion del unitario 0 y

por (cosf), la expresion del unitario 7

cos@i = cos? 07 + cosh sinhj

— sinf# = sin?60 cosfi — sinf cosfj
Sumamos
i = cosf — sinfo (1.21)

Con toda esta informacion, la expresion del campo queda de la forma

E = (r cosf) (cos 07 — sinf6) + (r sinf) (sinf7 + cosf )+
2 ana
+ rosd 2 (1.22)
\/r2(0052 6 + sin? )

Operamos

E =7ri+ rcos?6z
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22 CAPITULO 1. GENERALIDADES DE CAMPOS

Determinamos ahora el flujo neto a través de la superficie del cilindro.
Dicho flujo seré la suma de los flujos a través de sus bases y de la superficie

lateral

or = OB, + OB, + ds,

donde ¢ representa el flujo neto, ¢, v ¢, los flujos de las bases y ¢g,
el correspondiente a la superficie lateral. Flujo a través de las bases
By y Bs. Tomamos un elemento de superficie ds que llevara direccion

segun el eje Z, por tanto su valor sera

ds = rdrdfz

b5, :/ E-ds
S1

y el valor del flujo donde S es el area de la base Bj. Si introducimos los

valores del campo y del elemento de superficie, obtenemos

— -

b5, :/ E - ds :/ (r# + rcos®02) (rdrdf2)
Sl Sl

a 2 3 “. 2 2m
= / / r2 cos? Odrdf = & Q + sin 20
o Jo 3 |2 4 |,

= (123

> El flujo para la otra
! B base es

- E a > - —
qﬁBQ —/ FE-ds
Sa

ds, donde S5 es el area
L T~ de la base Bs. En la
figura observamos que

Sy el elemento de super-

:> ficie tiene un area
. —

ds = —rdrdf?

-
ds,
Figura 1.7: Flujo a través de las superficies.
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1.5. CAMPO VECTORIAL 23

Por tanto

B, :/ E-ds = —/ (ri+rcos?02)-(rdrdfz) =
Sz SZ

a 27
= — / / r2 cos? Odr db
o Jo

Determinamos finalmente el flujo a través de la pared lateral. El area del

elemento de superficie ds; es
ds, = hah3dgadgs o = adfdz7

donde el radio es r = a. El flujo es

L 27
¢s, :/ E - ds :/(af+acos2973)-(ad9dzf’) :/ / a®df dz
St S 0 Jo

05, = a’?2r L

El flujo total es por tanto

CL37T a37r

or = 5 T+a227TL:a227TL

> Considera el siguiente campo vectorial

1073
4

~

i1

Expresado en coordenadas cilindricas. Determina el flujo a través de un
tubo cilindrico de radios a y by altura L, tal y como se aprecia en la figura

adjunta.
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El campo lleva direcciéon radial y

es por tanto perpendicular a la di-

reccion del elemento de superficie

L ds de las bases del tubo cilindrico.
é}g’ El flujo a través de dichas superfi-
_f:f | cies es nulo. S6lo tendremos flujo
a través de las superficies latera-

7 - les de radios a y b. En concreto

ds, /_/% \ 7 e | ‘y -

(\ll \ﬁ"\d‘s A\\?{‘/‘/ para la superficie lateral de radio

\ Ly r = a, el elemento de superficie,

N _// 3 en la figura etiquetado con dsa, es

Figura 1.8: Flujo del campo A a .
través de un tubo cilindrico. d82 = —adfdzt

y el flujo del campo A a través de ella es

¢s,, = | A-ds
Sa
27 L 3
10
b5 :/ / C ¢ (—adods7)
0 0 4
10 a*
b5, = — 2r L

Para la superficie de radio » = b, el elemento de superficie es
ds; = bdfdz7

y el flujo a través de dicha superficie es

27 L 3 4
5 o 105 100

b5, = | A-ds :/ / 00 i waodziy = V% or
S1 0 0 4 4

El flujo neto es por tanto

o1 = ¢s,, + ¢s,, = 7L — a*)

1.5.3. Divergencia

Tal y como hemos presentado dicha magnitud, su definicion es

VI
dioM = lim = (1.24)
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El numerador es el flujo saliente a través de una superficie S, siendo ésta la que

envuelve al volumen v. Cuando nos aproximamos a un punto, dicho volumen se va

reduciendo. En la situaciéon limite, cuando dv — 0, el cociente expresado en 1.24

estéd definido, ya que tendremos una indeterminacion. Por tanto esta nueva magnitud

caracteriza localmente al campo, y ademéas nos informa de cémo

el campo ’diverge’ en el punto en cuestion, tal y como se aprecia

en la figura.

Observamos como en el punto P
existe divergencia, mientras que en el
punto @ la divergencia es nula. Cuan-
do encontramos puntos para los que la
divergencia no es nula, decimos enton-
ces que el campo presenta una singu-
laridad (fuente) en dicho punto y que
el campo es laminar. Si la divergencia
es nula, diremos que no existe singula-

ridad o fuente escalar en dicho punto.

En coordenadas cartesianas

X

Figura 1.10: Divergencia del cam-

pPo en un punto.

“ e/
| AN

Figura 1.9: La divergencia de un campo

nos permite determinar las fuentes esca-

lares del mismo.

Tomamos un punto P en la region donde
existe una campo 1% y queremos calcular el
valor de la divergencia del campo V en dicho
punto. Tomamos un entorno del punto, tal y
como observamos en la figura 1.10, de volu-
men dv = drdydz, y determinamos el flujo
neto del campo a través de la superficie que
encierra dicho volumen. Dicho flujo es el flujo
a través de las caras del volumen tomado, es

decir

dp = doy + dpy, + de.

donde d¢, es la variacion de flujo a través de las caras de superficie dz dy. La variacion
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26 CAPITULO 1. GENERALIDADES DE CAMPOS

de flujo d¢, es determinada a través de las superficies dz dx y la variacién de. es la
correspondiente a las superficies dz dy.

El flujo del campo (V,,V,,V.), a través de la superficie dydz, es V, dydz. La
variaciéon de dicho flujo puede ser considerada como variacion de una magnitud escalar

y en virtud de la ecuacion 1.11, la expresamos en términos del gradiente.

doy = grad (Vydyd,) - dxi

Introducimos la expresién del gradiente

O(Vpdydy) . 0(Vedyd,) . 0(Vydyd,)

dp, = ]Af sdxt =
¢ ox 't dy I+ 0z v
_ Vedydz Ve g — Ve gy
ox ox x
De igual forma procedemos con las variaciones de los flujos para las otras caras
av,
d(by = 8—’;/ dv
oV,
do, = d
¢ 52

Sumando estas variaciones, el flujo neto resulta

Cjov, oV, oV
d¢—(ax+a—y+az>dv

Finalmente, comparamos con la definicién de la magnitud divergencia y su expre-

sién en coordenadas cartesianas es por tanto

oV, oV, V.
+ 52+

divV = ox dy 0z

(1.25)

Divergencia en coordenadas curvilineas

Realizamos un estudio andlogo al efectuado para coordenadas cartesianas. Con-
sideramos un punto en el espacio curvilineo y un volumen como entorno de dicho
punto. El flujo a través de la superficie que encierra dicho volumen serd calculado
considerando las superficies que limitan dicho volumen.

La expresion de la superficie elemental ds; en coordenadas curvilineas es
ha h3 dgs dqz
y por tanto el flujo a través de dicha superficie es

Vi ha hz dgz dgz
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Como la variacion de flujo es una variaciéon de una magnitud escalar, la expresamos
en términos del gradiente.

—
dpr = grad (Vi hohs dgsdge) - (hi1dq 1) =
1 0 (Vi hahs dgadgs)
= — hy d
hy e 10491
1 Vikshs
hihohs 8Q1

De igual modo procedemos con las otras superficies

1 9Vahihs
doy = AL
¢2 hihahs 8Q2
1 OVshihe
dos = AL
9 = Jihahs O

Sumamos e identificamos con la expresion de la divergencia

do 1 <8V2h1h3 n OVihohs . 8V3h1h2> do

- hihohg qu 3(11 aQS

divV =

1 OVahih OVihah OVzhih
<213+ hahts 312) (1.26)

hlhghg 8(]2 86]1 8Q3

Divergencia de un campo vectorial en coordenadas esféricas y cilindricas

Para las coordenadas esféricas (r, 0, ¢), los factores de escalason hy = 1, hs = ry
hs = r sinf. Utilizamos la expresion 1.26 para establecer la divergencia de un campo
V en coordenadas esféricas como

1 0 1 0 1 8V¢

I - v . L+ o 2 oVe
divV = 7 sinf BG(VQ sin6) + r? 8r<vrr )+ rsingd 0¢

(1.27)

Si utilizamos coordenadas cilindricas, las coordenadas son r,0 y z y los factores

de escala hy = 1, ho = r y hs = 1. Por tanto la expresién de la divergencia en estas
coordenadas es

o 1 (0Ver) | OVe  OVL
dW_z( or +W”az>

© Editorial Tébar Flores. Prohibida la reproduccion sin la autorizacién expresa de la editorial



28 CAPITULO 1. GENERALIDADES DE CAMPOS

Aplicaciones

> Considera el siguiente campo vectorial expresado en coordenadas cilindricas
A =rsing? + r?cosdpd + 2re %

Determina su divergencia en el punto (1/2,7/2,0).

La divergencia del campo en coordenadas cilindricas es

- 1 /0(Ar 0A 0A, ‘ ‘ 5.
divA = - <% + (‘)—96 +r az") = 2sin¢g — rsing — 10re™*
y para el punto en cuestion

[div/q = — =
(1/2,7/2,0) 2

> Considera el siguiente campo vectorial expresado en coordenadas esféricas
A =5sin66 + 5 sinqﬁq?)

Determina la divergencia en el punto (1/2,7/4,7/4).

Determinamos la divergencia del campo ff./ para ello aplicamos la expresion
1.27 . 5 . 5
divA = — (5 sin 6 — (5 sin
7 sin 6 89(Ob )+ r sin 0 8®( sin.¢)
y para el punto pedido

S 1 1
divAlo5.x/4x/4) = | —10 cos§ + ——— 5 cosf = 24,14
oty T T s @ (0,5, /4,7 /4)

1.5.4. Circulacién

Dado un campo vectorial V = \7(33, Yy, z), definimos la circulacion elemental de este
campo a lo largo de una curva -, a la proyeccién del campo sobre el desplazamiento

elemental a lo largo de dicha curva, tal y como se muestra en la figura adjunta
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de=V - dr (1.28) v -
donde dc es la circulacion elemental. Extendida ésta a
un tramo finito, la circulacion es dr
b — —
Cup = / V . dr (1_29) Figura 1.11: Circula-
a

cion de un campo a lo
Introducimos en la expresion de la circulacion las largo de una curva.
componentes del campo V,, Vy, V, y las del desplaza-

miento dz, dy, dz.

b
Cop = / (Vi Vi, V2) - (de, dy, d2)

b
Cup z/ Vede + V,dy + V. dz

Utilizamos las ecuaciones de la curva v de forma
que todas las variables queden expresadas en términos
de un solo parametro, sea éste t. Entonces la circulaciéon

adopta la forma

b dx dy dz
Cup = Vo oo+ Vo + V.S dt
’ /to ( a " var T dt)

donde ty y t1 son los valores del pardmetro t co-

rrespondientes a los puntos a y b.

La circulacién de un campo es una magnitud im-

L
portante, ya que ésta puede ser independiente del ca- (/,‘(‘f H H H H H H u/'/
mino, es decir que para cualquier camino que esta-
blezcamos entre dos puntos, la circulacién va a tener W
siempre el mismo valor. Figura 1.12: La circula-
Diremos pues, que el campo es conservativo. Evi- cién en el contorno de di-

dentemente, si tomamos un camino cerrado y el cam- cha superficie puede ser

construida mediante las

po es conservativo, la circulacion serd nula. Se deduce . . ‘s
circulaciones en las distin-

b
por tanto que Cy, = —Cj'. tas celdas, donde la circu-

Al igual que nos ocurrié con el flujo, la circulacion lacién en los tramos co-

no caracteriza localmente al campo. munes se cancela y sélo

X X R X . hay contribucién en la pa-
Cualquier recorrido puede ser dividido en circuitos
red externa.

mas pequenos, de forma que la circulacion a través de

todos ellos sera la circulacion neta sobre el circuito. Cierto es que conforme el area de
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30 CAPITULO 1. GENERALIDADES DE CAMPOS

los circuitos disminuya, el circuito quedard reducido a un punto. En esta situacién la
circulacién serd nula y por tanto la del recorrido, contrario al hecho de disponer de
una circulaciéon neta no nula. Es por tal motivo que es necesario el concurso de otra

magnitud para solucionar este problema. Dicha magnitud es el rotacional.

Aplicaciones

> Dado el campo vectorial A=zi+ yj + 2k y la curva 7 de ecuaciones
xr = cost y = sint z =3t

Determina la circulacién del campo al desplazarse a lo largo de la curva
adjunta desde el punto P(1,0,0) al Q(0,1,37/2).

La circulacion entre dichos puntos a lo largo de la curva vy es

Q ., Q Q
Cpg = / A-dl = / (z,y,z2) - (dz,dy,dz) = / xdr + ydy + zdz
P P P

Expresamos la circulacién en términos del parametro ¢

T = cost = dx = — sintdt

y = sint = dy = costdt

z =3t = dz = 3dt

Los puntos Py @ corresponden al valor t = 0y ¢t = 7/2 del parametro.
Por tanto

w/2 w/2 9 712
Cpg = / — cost sintdt + cost sintdt + 9tdt = / 9tdt = 5
Jo Jo

> Determina la circulacién del campo V = y? — xj a lo largo de la semi-

circunferencia de radio unidad de la figura adjunta entre los puntos a y
b.
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Expresamos el campo V' en coordenadas ci-
lindricas. Para ello utilizamos las relaciones

entre vectores unitarios 1.21 y 1.20.

V = rsinf(cosfi — sinff) — J
a

— 7 cosf (sinf7 + cosh )

Agrupamos y simplificamos Figura 1.13: Circula-
cién a lo largo de una

V=—-r6 semicircunferencia.

El desplazamiento elemental a lo largo de la circunferencia es

—

dl = rdf

y la circulacién

b ., . /2
Cub:/ V- ,‘l:/ —r2df =1 =7
Ja 3m/2

1.5.5. Rotacional

Introducimos esta magnitud para que nos dé la misma informacion que la circu-
lacién, y que ademés caracterice localmente al campo. Dicha magnitud es conocida
como Rotacional del campo, y estd definida como

— [V -d
|RotV| = liﬂ%% (1.30)
Debido a que la superficie es un vector y ésta figura en

el denominador de la expresion del rotacional, es por lo que v 7
hemos tenido que definirlo so6lo en modulo. El caracter vectorial ®
lo introducimos de forma que el flujo elemental del rotacional C(
a través del elemento de superficie sea igual a la circulacién Figura 1.14: El
elemental del campo a lo largo de la curva que encierra a dicha flujo del rotacio-
superficie. En la figura 1.5.5, el flujo elemental del rotacional a nal a través de

p . g . .. la superficie ds
través de la superficie elemental ds es la circulacién del campo . ..
es la circulacién

alrededor del contorno de dicha superficie, es decir del campo alre-
dedor del con-
RotV - ds = ]{V - dr (1.31) torno de dicha

superficie.
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32 CAPITULO 1. GENERALIDADES DE CAMPOS

Expresion del Rotacional en coordenadas cartesianas

Tomamos un punto en el plano Y Z y establecemos la circulacién del campo V en

el recorrido cerrado 1 — 2 — 3 — 4 — 1 especificado en la figura adjunta. La circulacién

N
Z
4o

P ....... .3

L

®

2
X/\y

Figura 1.15: Determinacion de la circulacién del campo V alrededor

del punto P situado en el plano YZ.

del campo V para esta orientacién es

/17 cdr = cio4caz+ ez + e
= (co3 —c14) + (c12 — ca3)
Para los tramos 2 — 3 y 1 — 4, la proyeccién de V sobre la direccion dr es
Vdr = (Vo,V,, Vo) - (0,0,dz) = Vid,

Por tanto
c23 —cia = d(V.dy)

de igual forma procedemos con la circulacion en los tramos 1 —2 y 3 —4, donde ahora
V. dr = Vyd,, por tanto

C12 — C43 = d(Vydy)
tanto (V.d.) como (V,d,) son funciones escalares, y podemos medir su variacion a lo

largo de las direcciones y y z respectivamente utilizando el gradiente, es decir

— R o(V.d

o3 — g = d(Vadz) = grad(Vzd:) - (dyj) = OVedz) 2y 2 dy
— - o(V,d

c12 —ca3 = d(Vydy) = grad (Vyd,) - (—dz k) = —% dz
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Obtenemos por tanto

. oV, oV,
/V-dr—(ay —E>dydz

De la definicién de rotacional 1.31, y para la superficie encerrada por este trayecto,

deducimos

(RotV)x,(RotV)y,(RotV)z> - (dydz,0,0) = (RotV), dydz

—= L
RotV | dydz = /V cdr = oV — % dydz
- dy 0z

Por tanto la componente x del rotacional tiene la expresion

— av. v,
(Rf’tvl - (ay B %)

Este proceso lo repetimos para puntos situados en los planos XY y XZ, de esta

forma determinamos las componentes y y z del rotacional. Su expresién en coordena-
das cartesianas resulta

2 [(oV. OV, . ovy IOV . ov, OV »
ROtV_(@y_W>Z+<8z_8x>]+<%_8y>k

Observamos que la expresion del rotacional del campo resulta del desarrollo del de-

terminante

—=
RotV =

_ (O OV (OVe  OVEN L (OVy OV
~\oy 0oz 0z ox )7 \ow oy

De forma practica calcularemos asi el rotacional.

St -
S o~
=~ Sl =

Consideramos un campo de velocidades como el de
la figura 1.16 (puede considerarse como un fluido en ro-
tacion). En algunas ocasiones las particulas del fluido @
experimentan un movimiento ascendente y esto es debi-
do a la existencia de otro campo de vectores asociado al
campo de velocidades, el campo de rotores o rotacional, | \
siendo éste el que explica el nuevo movimiento de tras-
lacion. Cuando un campo vectorial lleva asociado un Figura 1.16: Campo de
campo de rotores, diremos que dicho campo vectorial rotores asociado a un

es no conservativo. campo de velocidades.
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Operadores diferenciales

Un operador es un ente fisico o matematico capaz de realizar una transforma-
ci6n entre magnitudes. Asi d/dz, [, .... Por tanto todo operador actuara sobre una
magnitud y la transformara en otra.

Sea A una magnitud fisica, entonces cuando actie un operador como ? sobre

dicha magnitud, obtendremos una magnitud distinta, B, es decir
VA=B

mientras que A? sigue siendo un operador a la espera de actuar sobre cualquier otra
magnitud.

Introducimos el operador "nabla’ - ? - como
T_(2 9 9
 \ 0z’ 9y’ 0z
Si este operador lo aplicamos a un campo escalar ¥, obtenemos el gradiente de

dicho campo
ov ov oV —
U=, — | = T
v (Bac’ oy’ 82) grad

Dado un campo vectorial ‘7, si calculamos ? . ‘7, obtenemos la divergencia del

campo

Si calculamos el producto vectorial ? X 17, obtenemos el campo rotacional.

N)

—
= RotV

T x V=

J
K
Oy

9
0z
v, V.

S o

Con esta nueva nomenclatura vamos a determinar la expresion del rotacional en

coordenadas curvilineas.

Rotacional en coordenadas curvilineas

Sea el campo vectorial V=V (z,y, z) cuya expresion en el sistema de coordenadas

curvilineas es
V=qi + qi + g33
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