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Resumen

Este libro surge de la experiencia docente de sus autores en la enseñanza de la geometría euclidiana en la Universidad Distrital Francisco José de Caldas. Su propósito es servir como guía clara y estructurada para resolver ejercicios clave del curso, basados en problemas propuestos en otras obras. Está dirigido a estudiantes de programas tecnológicos y de ingeniería, con el fin de fortalecer el razonamiento lógico y la comprensión rigurosa de conceptos geométricos. Además, busca evidenciar que las matemáticas pueden abordarse de manera formal mediante definiciones, términos fundamentales, axiomas y teoremas. A diferencia de otros textos, las soluciones se presentan con un nivel de detalle que incluye esquemas visuales en los que se identifican los datos iniciales, las construcciones auxiliares y el proceso de deducción, con el fin de promover una actitud crítica frente a los resultados matemáticos y motivar al lector a profundizar en su comprensión.

Palabras clave: geometría euclidiana, resolución de problemas, razonamiento lógico, representación gráfica, formalización matemática.
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Abstract

This book is based on the authors’ experience teaching Euclidean geometry at the Universidad Distrital Francisco José de Caldas. It serves as a clear and structured guide for solving key exercises in the course based on problems from other works. The book is intended for students in technology and engineering programs to strengthen their logical reasoning and rigorous understanding of geometric concepts. The book also demonstrates that mathematics can be approached formally through definitions, fundamental terms, axioms, and theorems. Unlike other texts, this book presents solutions with a level of detail that includes visual schemes identifying the initial data, auxiliary constructions, and the process of deduction. This promotes a critical attitude toward mathematical results and motivates readers to deepen their understanding.
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Prefacio


Este libro es resultado de la experiencia de los autores, quienes durante varios semestres han impartido la asignatura Geometría Euclidiana en la Universidad Distrital Francisco José de Caldas. Su principal objetivo es describir de manera coherente y completa la solución de una serie de ejercicios de los temas más importantes del curso de Geometría Euclidiana, planteados en [10], a fin de que los estudiantes de Tecnología e Ingeniería que tomen el curso lo puedan utilizar como una guía en la solución de problemas geométricos.

Además, con este libro queremos mostrar a los estudiantes que no tienen una formación en matemáticas que es posible formalizar las matemáticas mediante definiciones, términos indefinibles, axiomas y teoremas, cuyas demostraciones aparecen en [10]. Aquí se presentan las soluciones de los ejercicios presentados en [10] de forma detallada, a diferencia de los libros que existen de geometría euclidiana. En la mayoría de las demostraciones, se incluye una figura en la cual se puede visualizar lo que se quiere demostrar y se identifican los datos con los que se cuenta, así como las construcciones auxiliares. Con esto, pretendemos que los estudiantes sean más analíticos y críticos, y que tengan un mayor desarrollo lógico matemático para que, en el momento de encontrarse en su formación profesional con un resultado matemático, se genere en ellos la curiosidad de profundizar en su demostración y no se conformen simplemente con utilizarlo.

El libro consta de cinco capítulos. En el primer capítulo, titulado “Elementos básicos de la geometría”, se presentan la teoría básica sin demostraciones y ejercicios resueltos de los elementos básicos de geometría. Entre estos se encuentran: conjuntos y símbolos, método deductivo, axiomas de campo y de orden de los números reales, puntos y rectas, planos, segmentos, semirrectas o rayos, puntos colineales, coplanarios, axiomas, teoremas de la recta y del plano, ángulos y triángulos, interior y exterior de un ángulo y de un triángulo, clases de ángulos, ángulos congruentes, rectas perpendiculares, ángulos complementarios y suplementarios, y axiomas y teoremas de ángulos.

En el segundo capítulo, “Congruencia de triángulos”, se presentan la teoría y los ejercicios resueltos de figuras congruentes; los axiomas de congruencia de triángulos; la definición y el teorema de bisectriz de un ángulo; la definición y los teoremas de triángulos (isósceles, equiláteros y equiangulares); la definición de cuadrilátero, cuadrado y rectángulo, y la definición de bisectriz de un ángulo y de un triángulo.

En el tercer capítulo, titulado “Desigualdades geométricas”, se presentan la teoría y los ejercicios resueltos de ángulo externo de un triángulo, los teoremas del ángulo externo, la distancia de un punto a una recta, los teoremas de desigualdad del triángulo y el teorema de la bisagra y su recíproco.

En el cuarto capítulo, “Rectas paralelas”, se presentan la teoría y los ejercicios resueltos de rectas paralelas; las rectas secantes y los ángulos especiales; los teoremas de las paralelas; el axioma de las paralelas; el teorema de la suma de las medidas de los ángulos de un triángulo; la definición de trapecio, paralelogramo y rombo; la definición de distancia entre dos rectas paralelas y teoremas; los teoremas de rombo, rectángulo y cuadrado, y las secantes a varias rectas paralelas.

En el quinto capítulo, titulado “Semejanza de triángulos”, se presentan la teoría y los ejercicios resueltos de razones y proporciones, los segmentos proporcionales, los polígonos semejantes, el teorema fundamental de la proporcionalidad y su recíproco, y los teoremas fundamentales de semejanza de triángulos.






Capítulo 1. Elementos básicos de la geometría


Los principios de la geometría son aplicados por técnicos, tecnólogos, ingenieros, carpinteros, artistas, diseñadores, etcétera. El estudio de la geometría permite al estudiante pensar más y ser más crítico al momento de presentar sus conclusiones. También le permite aprender a utilizar un lenguaje más formal y a razonar lógicamente para enfrentarse a cualquier problema y poder darle solución.


Fundamentos históricos

La geometría es muy antigua y se originó a partir de las necesidades de la gente. Esta se ocupa del estudio de las propiedades y medidas de las figuras compuestas por puntos, rectas y planos. La palabra geometría se deriva de las palabras griegas geo, que significa ‘tierra’, y metron, que significa ‘medir’.

Los egipcios y los babilonios obtuvieron de modo inductivo por tanteos reglas prácticas para medir figuras geométricas sencillas y determinar sus propiedades, sin evidencia alguna de que se apoyaran en demostraciones lógicas. En las construcciones de las pirámides y de la Gran Esfinge de Guiza se observa la aplicación de dichos principios. Los sistemas de irrigación que inventaron los egipcios indican que poseían el conocimiento adecuado de la geometría tal y como se aplica en la topografía. Por su parte, los babilonios usaban figuras geométricas en las baldosas, las paredes y la decoración de sus templos.

Posteriormente, el conocimiento de la geometría pasó a Grecia. Los griegos nos dejaron algunos de los más grandes descubrimientos para el avance de las matemáticas. Los filósofos griegos eran personas acaudaladas que disponían de tiempo para realizar debates y estudios detallados sobre diferentes temas de interés cultural, debido a que contaban con esclavos que hacían la mayor parte de su trabajo diario. Los griegos basaban su economía en el comercio marítimo, por lo que, tras regresar de sus viajes por países extranjeros, llevaban teorías y conceptos, los cuales eran los temas para sus debates. De esta manera, los griegos se volvieron expertos en el razonamiento lógico y crítico.

Entre los griegos más destacados se encontraban: Tales de Mileto (640-546 a. C.); Pitágoras (580-500 a. C.), quien era discípulo de Tales; Platón (429-348 a. C.); Arquímedes (287-212 a. C.), y Euclides (alrededor de 300 a. C.). Precisamente, Euclides escribió el primer tratado de geometría titulado Elementos. Este libro se convirtió en el referente para los libros que más adelante se escribieron sobre geometría.



Método deductivo

En geometría, se utiliza el método deductivo. Este consiste en encadenar un conjunto de conocimientos que se aceptan como verdaderos, con el fin de obtener nuevos conocimientos, es decir, obtener proposiciones nuevas como consecuencia lógica de otras.

Una proposición es una oración que es verdadera o falsa, pero no ambas cosas a la vez.

El método deductivo, también denominado método axiomático, consiste en términos indefinidos, definiciones, axiomas o postulados, las leyes de la lógica, teoremas y corolario.


Términos indefinidos

Se trata de palabras cuyo significado se obtiene de la vida cotidiana. Son palabras que son difíciles de definir y que solamente se pueden definir en términos de otros conceptos indefinibles. En definitiva, son términos de uso diario que tienen un significado común para los lectores.

Cuando se utiliza un término indefinido, se supone que la palabra es tan elemental que todos conocen su significado, de manera que no hay palabras más sencillas para definir dicho término.

Los términos indefinidos que se emplearán en este libro son: conjunto, elemento, punto, recta y plano.



Definiciones

Es importante conocer el significado exacto de los términos utilizados en la geometría. Para definir, las palabras empleadas deben ser más sencillas que la palabra que se está delimitando, de modo que sea fácil de comprender y sea una proposición reversible.

Por ejemplo, en la definición un ángulo agudo es aquel cuya medida es menor que 90, el significado de cada término en la definición es claro, por tanto:

Si se tiene un ángulo agudo, su medida es menor que 90.

Recíprocamente, si se tiene un ángulo cuya medida es menor que 90, entonces, se tiene un ángulo agudo.



Axiomas o postulados

Se refiere al conjunto de proposiciones que se aceptan como verdaderas, sin que se requiera su demostración.



Las leyes de la lógica

Se relacionan con la capacidad que tiene un matemático para hacer



Teoremas




Corolario





Conjunto




	Método de la regla o comprensión: se da una característica que todos los miembros poseen.

	Método de lista o extensión: se da una lista completa de los miembros del conjunto.

	Gráficamente: se usa para conjuntos de números reales; el conjunto se representa gráficamente sobre la recta numérica.







	Conjunto finito: es un conjunto que tiene un número finito de elementos. El conjunto finito que no tiene elementos se denomina conjunto vacío o nulo, y se denota con ø.

	Conjunto infinito: es un conjunto que no es un conjunto finito.






Relaciones entre conjuntos





Operaciones entre conjuntos







Ejercicios resueltos 1.1

	Escriba los conjuntos por comprensión.

	{ a, e, i, o, u}

	{ 2, 4, 6, 8, 10}

	{ −2, −4, −6, …}

	{a, b, c, …, z}

	{3, 4, 5,…, 50}

	{−6, −4, −2, 0, 2, 4, 6}





	{a, b, c, d, e} = {x: x es una vocal}

	{2, 4, 6, 8, 10} = {x: x es un número natural menor que 10}

	{−2, −4, −6, …} = {x: x es un número entero mayor que −3}

	{a, b, c,…, z} = {x: x es una letra del alfabeto}

	{3, 4, 5,…, 50} = {x: x es un número natural entre 2 y 51}

	{ −6, −4, −2, 0, 2, 4, 6} = {x: x es un número entero entre −7 y 7}




	En las siguientes proposiciones, P y Q representan conjuntos. Indicar cuáles de las proposiciones son verdaderas y cuáles son falsas.

	P ∩ Q siempre está contenido en P.

	P ∪ Q siempre está contenido en Q.

	P siempre está contenido en P ∪ Q.

	Q siempre está contenido en P ∪ Q.

	P ∪ Q siempre está contenido en P.

	P ∩ Q siempre está contenido en Q.

	P siempre está contenido en P ∩ Q.

	Q siempre está contenido en P ∩ Q.

	Si P ⊃ Q, entonces, P ∩ Q = P.

	Si P ⊃ Q, entonces, P ∩ Q = Q.

	Si P ⊂ Q, entonces, P ∪ Q = P.

	Si P ⊂ Q, entonces, P ∪ Q = Q.









		P ∩ Q siempre está contenido en P.

	P ∪ Q siempre está contenido en Q.

	P siempre está contenido en P ∪ Q.

	Q siempre está contenido en P ∪ Q.

	P ∪ Q siempre está contenido en P.

	P ∩ Q siempre está contenido en Q.

	P siempre está contenido en P ∩ Q.

	Q siempre está contenido en P ∩ Q.

	Si P ⊃ Q, entonces, P ∩ Q = P.

	Si P ⊃ Q, entonces, P ∩ Q = Q.

	Si P ⊂ Q, entonces, P ∪ Q = P.

	Si P ⊂ Q, entonces, P ∪ Q = Q.



	
















Axiomas de igualdad



	Propiedad reflexiva: a = a.

	Propiedad simétrica: si a = b, entonces, b = a.

	Propiedad transitiva: si a = b y b = c, entonces, a = c.

	Propiedad de la adición: si a = b y c = d, entonces, a + c = b + d.

	Propiedad de la substracción: si a = b y c = d, entonces, a − c = b − d.

	Propiedad de la multiplicación: si a = b y c = d, entonces, ac = bd.

	Propiedad de la división: si a = b y c = d, con c y d diferentes de 0, entonces, a/c = b/d.

	Propiedad de sustitución: si a = b, entonces, a se puede sustituir por b en cualquier expresión.

	Propiedad cancelativa:




	Propiedad producto igual a cero: si ab = 0, entonces, a = 0 o b =0.





Axiomas de orden



	Propiedad de tricotomía: para los números a y b, es cierta una y sola una de las siguientes proposiciones a = b, a > b o a < b.

	Propiedad aditiva: si a < b y c < d, entonces, a + c < b + d.

	Propiedad de la substracción:



	Propiedad de monotonía:




	Propiedad de la división:



	Propiedad transitiva: si a < b y b < c, entonces, a < c.

	Propiedad de partición: si a = b + c y c > 0, entonces, a > b.






Axiomas de campo



	Propiedad de cerradura: a+b y ab y son números reales.

	Propiedad asociativa: (a+b) + c = a + (b + c)
(ab) c = a (bc)

	Propiedad conmutativa: a + b = b + a
a b = b a

	Propiedad modulativa:

	Existe 0 tal que, para todo número real a, se tiene que a + 0 = 0 + a = a.

	Existe 1 ≠ 0 tal que, para todo número real a, se tiene que a1 = 1a = a.




	Propiedad del inverso aditivo: para todo número real a, existe un número real (−a) tal que a + (−a) = (−a) + a = 0.

	Propiedad del inverso multiplicativo o del recíproco: para todo número real a ≠ 0, existe un número real 1/a tal que a(1/a) = (1a)a = 1

	Propiedad distributiva: a(b+c) = ab + ac
(a + b) c = ac + bc





La demostración en geometría







	Hipótesis o datos: la proposición P, las definiciones, los términos indefinidos, los axiomas u otros teoremas ya demostrados.

	Conclusión o tesis: la proposición Q.




Método directo



	Suponer que P es verdadera.

	Partiendo del hecho de que P es verdadera y de otras proposiciones conocidas (términos indefinidos, definiciones, axiomas y otros teoremas demostrados), probamos que Q es verdadera.





Método indirecto o reducción al absurdo




Los términos indefinibles


Punto








Recta










Plano










Definiciones básicas















Ejercicios resueltos 1.2


	Teniendo en cuenta la siguiente figura, indique cuáles de las proposiciones son verdaderas y cuáles son falsas.




	Los puntos A, B, C y D son colineales.

	Los puntos A, F, B y C son coplanares.

	Los puntos F, B y E son colineales y coplanares.

	Los puntos A, B y E son coplanares.

	(Plano P) ∩ (Plano Q) = L↔

	Los puntos A, B y E son coplanares.

	n↔ ⊂ ( Plano P)

	n↔ ∩ m↔ = {B}

	m↔ ∩ (Plano P) = m↔

	n↔ ∩ (Plano P) = B

	(Plano P) ∪ (Plano Q) = L↔

	D ∈ (Plano Q)

	(Plano Q) ∩ L↔ = L↔







	

	Los puntos A, B, C y D son colineales.

	Los puntos A, F, B y C son coplanares.

	Los puntos F, B y E son colineales y coplanares.

	Los puntos A, B y E son coplanares.

	(Plano P) ∩ (Plano Q) = L↔

	Los puntos A, B y E son coplanares.

	n↔ ⊂ ( Plano P)

	n↔ ∩ m↔ = {B}

	m↔ ∩ (Plano P) = m↔

	n↔ ∩ (Plano P) = B

	(Plano P) ∪ (Plano Q) = L↔

	D ∈ (Plano Q)

	(Plano Q) ∩ L↔ = L↔


	


















	Dibuje las figuras (si es posible) que ilustren las situaciones descritas.

	l↔ y m↔ son dos rectas, y l↔∩m↔={ P }.

	l↔ y m↔ son dos rectas, P∈l↔,R∈m↔, S∈m↔ y RS↔≠PR↔.

	C∉AB↔ y A≠B

	R∈ST↔

	r↔ y s↔ son dos rectas, y r↔∩s↔=ϕ.

	r↔ y s↔ son dos rectas, y r↔∩s↔=ϕ.

	P∈KL↔,P∈l↔ y l↔∩KL↔=ϕ.

	R, S y T son tres puntos, y T∈(RT↔∩ST↔).

	r↔ y s↔ son dos rectas, A≠B y { A,B }⊂(r↔∩s↔).

	P, Q, R y S son cuatro puntos; Q∈PR↔, y R∈QS↔.

	P, Q, R y S son cuatro puntos no colineales; Q∈PR↔, y Q∈PS↔.

	A, B y C son tres puntos no colineales; A, B y C son tres puntos colineales, y A, C y D son tres puntos colineales.

	l↔, m↔ y n↔ son tres rectas, y P∈(m↔∩n↔)∩l↔.

	l↔, m↔ y n↔ son tres rectas; A≠B, y { A,B }⊂(l↔∩m↔)∩n↔.

	l↔, m↔ y n↔ son tres rectas; A≠B, y { A,B }=(l↔∩m↔)∪(n↔∩m↔).

	A, B y C son tres puntos no colineales; C, D y E son tres puntos no colineales, y E ∈ AB↔.

	(Plano RS) ∩ (Plano MN) = AB↔.

	(Plano AB) ∩ (Plano CD) = ϕ.

	l↔⊂(Plano AB), m↔⊂(Plano CD) y l↔∩m↔={ P }.

	(Plano AB)∩(Plano CD) = l↔, m↔∈(Plano CD) y l∩m↔≠ϕ

	(Plano AB)∩(Plano CD) = l↔, m↔⊂(Plano CD) y l↔∩m↔≠ϕ





	l↔ y m↔ son dos rectas, y l↔∩m↔={ P }.





	l↔ y m↔ son dos rectas, P∈l↔,R∈m↔, S∈m↔ y RS↔≠PR↔.





	C∉AB↔ y A≠B





	R∈ST↔





	r↔ y s↔ son dos rectas, y r↔∩s↔=ϕ.





	r↔ y s↔ son dos rectas, y r↔∩s↔=ϕ.





	P∈KL↔,P∈l↔ y l↔∩KL↔=ϕ





	R, S y T son tres puntos, y T∈(RT↔∩ST↔)





	r↔ y s↔ son dos rectas, A≠B y { A,B }⊂(r↔∩s↔) Si las rectas r↔ y s↔ son iguales:






	P, Q, R, y S son cuatro puntos; Q∈PR↔, y R∈QS↔.





	P, Q, R, y S son cuatro puntos no colineales; Q∈PR↔, y Q∈PS↔.







	A, B y C son tres puntos no colineales; A, B y D son tres puntos colineales, y A, C y D son tres puntos colineales. No se puede dibujar.

	l↔ y m↔ y n↔ son tres rectas, y P∈(m↔∩n↔)∩l↔.






	Si l↔=m↔=n↔:






	l↔, m↔ y n↔ son tres rectas; A≠B,  y { A,B }=(l↔∩m↔)∪(n↔∩m↔).





	A, B y C son tres puntos colineales; C, D y E son tres puntos no colineales, y E∈AB↔.





	(Plano RS) ∩ (Plano MN) = AB↔.





	(Plano AB) ∩ (Plano CD) = ϕ.





	l↔⊂(Plano AB), m↔⊂(Plano CD) y l↔∩m↔={ P }.





	






	(Plano AB)∩(Plano CD) = l↔, m↔⊂(Plano CD) y  l↔∩m↔=ϕ.










Axioma de la recta 1







Axioma 2


	Una recta contiene por lo menos dos puntos.





	Todo plano contiene al menos tres puntos que no son colineales.





	El espacio contiene al menos cuatro puntos que no son coplanarios.








Axioma del plano 3


	Tres puntos distintos cualesquiera están al menos en un plano.





	Para cada tres puntos distintos cualesquiera no colineales, existe uno y solo un plano que los contiene a los tres.







Teorema 1.1







Axioma 4







Teorema 1.2







Teorema 1.3







Axioma 5







Teorema 1.4







Ejercicios resueltos 1.3


	¿Cuántos planos pueden pasar por



		un punto?

	dos puntos?

	tres puntos no colineales?

	cuatro puntos no coplanares?



	








	








	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		Sean los puntos A y B en una regla que tocan una superficie plana.


		Hipótesis.





		Todos los puntos de la regla tocan la superficie plana.


		










	




	¿Son B, D, E y F coplanarios?

	¿Son B, G y E colineales?

	¿Se cortan BE↔ y FD↔?

	¿Se cortan FC↔ y DE↔?

	¿Son A, B, D y E coplanares?








	


	


	


	


	





	

	Si tres puntos son colineales, entonces, son coplanares.

	Si tres puntos son coplanares, entonces, son colineales.

	Si dos rectas son coplanarias, entonces, se cortan en un solo punto.

	Si dos rectas se cortan, entonces, son coplanarias.

	Dos puntos algunas veces son colineales.

	Tres puntos colineales nunca están contenidos en un único plano.








	





	Proposición o afirmación
	Razón o justificación



		Sean los puntos P, Q y R colineales.


		Hipótesis.




		Los puntos P, Q y R son coplanares.


		

	Tres puntos distintos cualesquiera están al menos en un plano.











	





	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		Sean los puntos P, Q y R coplanares.


		Hipótesis.





		Los puntos P, Q y R son pueden no ser colineales.


		

	











	





	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		Sean las rectas l↔ y m↔ diferentes y coplanarias.


		Hipótesis.




		Sean las rectas l↔ y m↔ que se intersecan.


		










	





	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		Sean las rectas l↔ y m↔ diferentes que se cortan.


		Hipótesis.




		Las rectas l↔ y m↔ son coplanarias.


		











	





	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		Sean los puntos P y R.


		Hipótesis.




		Los puntos P y R son colineales.


		










	





	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		Sean los puntos P, Q y R colineales.


		Hipótesis.




		Por los puntos P, Q y R pasa más de un plano.


		

	Tres puntos distintos cualesquiera están al menos en un plano.

	Para cada tres puntos distintos cualesquiera no colineales, existe uno y solo un plano que los contiene a los tres.












Valor absoluto




Propiedades de valor absoluto:


	| a |>0

	| a |=0⇔a=0

	| ab |=| a || b |

	| ab |=| a || b |, si b≠0

	|a+b|≤|a|+|b|

	| −a |=| a |

	| a−b |=0⇔a=b

	| a |≤b⇔−b≤a≤b

	| a |≥b⇔a≥bꓦ−a≥b

	Si a y b son números reales con b > 0, entonces, | a |=b si y solo si a = b ꓦ −a = b




Axioma de la regla 6



	A cada punto de la recta le corresponde exactamente un número real.

	A cada número real le corresponde exactamente un punto de la recta.

	La distancia entre dos puntos cualesquiera P y Q es el valor absoluto de la diferencia entre los números correspondientes. La distancia se denota como PQ.





















Axioma de colocación de la regla 7







	Los puntos A, B y C son puntos distintos y colineales.

	AB + BC = AC







Ejercicios resueltos 1.4


	




	¿Cuál es la distancia entre B y F?

	¿Cuál es la coordenada de A?

	Nombre dos puntos cuya distancia a D es 4.

	Nombre dos puntos cuya distancia a G es 2.

	Halle la distancia entre H y B.

	Halle la distancia entre A e I.







	¿Cuál es la distancia entre B y F?





	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		La coordenada de F es 2 y la coordenada de B es −3.


		

	A cada punto de la recta le corresponde exactamente un número real.











	¿Cuál es la coordenada de A?





	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		La coordenada de A es −4.


		

	A cada punto de la recta le corresponde exactamente un número real.











	Nombre dos puntos cuya distancia a D es 4.





	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		DG=|4−0|=|4|=4DA=|0−(−4)|=|4|=4


		

	La distancia entre dos puntos cualesquiera P y Q es el valor absoluto de la diferencia entre los números correspondientes. La distancia se denota como PQ.







	Por tanto, los puntos cuya distancia a D es 4 son G y A.






	Nombre dos puntos cuya distancia a G es 2.





	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		GF=| 4−2| = |2 |=2GI=| 4−6| = |−2 |=2


		

	La distancia entre dos puntos cualesquiera P y Q es el valor absoluto de la diferencia entre los números correspondientes. La distancia se denota como PQ.








	Por tanto, los puntos cuya distancia a G es 2 son F e I.






	Halle la distancia entre H y B.





	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		BH=|−3−5|=|−8|=8


		

	La distancia entre dos puntos cualesquiera P y Q es el valor absoluto de la diferencia entre los números correspondientes. La distancia se denota como PQ.











	Halle la distancia entre A e I.





	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		AI=|−4−6|=|−10|=10.



		

	La distancia entre dos puntos cualesquiera P y Q es el valor absoluto de la diferencia entre los números correspondientes. La distancia se denota como PQ.











	

	x = −3, y = 4

	x = −5, y = −11

	x=92,y=−4

	x = 5.3, y = 6.2

	x = a, y = b







	x = −3, y = 4





	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		



		Hipótesis.





		



		Hipótesis.





		x = −3, y = 4


		Hipótesis.





		RS=| x−y |=| −3−4 |=| −7 |=7


		

	La distancia entre dos puntos cualesquiera P y Q es el valor absoluto de la diferencia entre los números correspondientes. La distancia se denota como PQ.








		RS=|x−y|=|0−y|=|−y|


		

	La distancia entre dos puntos cualesquiera P y Q es el valor absoluto de la diferencia entre los números correspondientes. La distancia se denota como PQ.









		|−y|=7


		







		−y=7∘y=7y=−7∘y=7


		








		La coordenada de S es 7.


		










	x = −5, y = −11





	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		
.


		Hipótesis.





		



		Hipótesis.





		x = −5, y = −11


		Hipótesis.





		RS=|x−y|=|−3−(−11)|=|8|=8


		

	La distancia entre dos puntos cualesquiera P y Q es el valor absoluto de la diferencia entre los números correspondientes. La distancia se denota como PQ.









		RS=|x−y|=|0−y|=|−y|


		

	La distancia entre dos puntos cualesquiera P y Q es el valor absoluto de la diferencia entre los números correspondientes. La distancia se denota como PQ.









		|−y|=8


		







		−y=8∘y=8y=−8∘y=8


		








		La coordenada de S es 8.


		










	x=92,y=−4





	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		
.


		Hipótesis.





		



		Hipótesis.





		x=92, y = −4


		Hipótesis.





		RS=| x−y |=| 92−(−4) |=| 9+82 |=| 172 |=172



		

	La distancia entre dos puntos cualesquiera P y Q es el valor absoluto de la diferencia entre los números correspondientes. La distancia se denota como PQ.








		RS=|x-y|=|0-y|=|-y|


		

	La distancia entre dos puntos cualesquiera P y Q es el valor absoluto de la diferencia entre los números correspondientes. La distancia se denota como PQ.








		|-y|=172


		







		



		







		La coordenada de S es 172.


		









	x = 5.3, y = 6.2





	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		
.


		Hipótesis.





		



		Hipótesis.





		x = 5.3, y = 6.2


		Hipótesis.





		RS=|x−y|=|5.3−6.2|
=|0.9|=0.9


		

	La distancia entre dos puntos cualesquiera P y Q es el valor absoluto de la diferencia entre los números correspondientes. La distancia se denota como PQ.








		RS=|x−y|=|0−y|=|−y|


		

	La distancia entre dos puntos cualesquiera P y Q es el valor absoluto de la diferencia entre los números correspondientes. La distancia se denota como PQ.








		|−y|=0.9


		







		−y=0.9∘y=0.9y=−0.9∘y=0.9


		








		La coordenada de S es 0.9.


		









	x = a, y = b





	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		
.


		Hipótesis.





		



		Hipótesis.





		x = a, y = b


		Hipótesis.





		RS=|x-y|=|x-y|=|a-b|


		

	La distancia entre dos puntos cualesquiera P y Q es el valor absoluto de la diferencia entre los números correspondientes. La distancia se denota como PQ.








		RS=|x-y|=|0-y|=|-y|


		

	La distancia entre dos puntos cualesquiera P y Q es el valor absoluto de la diferencia entre los números correspondientes. La distancia se denota como PQ.








		|-y|=|a-b|


		







		-y=|a−b|∘y=|a−b|∘-y=|a−b|∘y=|a−b|−y=a−b∘−y=a−by=b−a∘y=a−b


		







		



		









	






	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		
	AC = BC = 10

	La coordenada de C es 8 y la coordenada de A es mayor que la coordenada de B.




		Hipótesis.





		Sean x la coordenada de A y z la coordenada de B.


		

	









		AC=| x−8 |=10


		

	La distancia entre dos puntos cualesquiera P y Q es el valor absoluto de la diferencia entre los números correspondientes. La distancia se denota como PQ.








		



		







		BC=|8-z|=10


		

	La distancia entre dos puntos cualesquiera P y Q es el valor absoluto de la diferencia entre los números correspondientes. La distancia se denota como PQ.








		



		







		La coordenada de A es 18 y la coordenada de B es − 2.


		








	Suponga que R, S y T son tres puntos de una recta. ¿Qué relación debe existir entre RS, ST y RT si T está entre S y T?






	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		Sean R, S y T tres puntos de una recta.


		Hipótesis.





		T está entre S y T.


		Hipótesis.





		ST + RT = SR


		Definición: dados tres puntos A, B y C, B está entre A y C, si y solo si:
	Los puntos A, B y C son puntos distintos y colineales.

	AB + BC = AC











	

	K está entre G y H, y H está entre G y K.

	H está entre K y G, y H está entre G y K.

	G está entre H y K, y K está entre G y H.

	K está entre H y G, y G está entre K y H.

	G está entre K y H, y G está entre H y K.






	K está entre G y H, y H está entre G y K. Falso





	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





			K está entre G y H.

	H está entre G y K.




		Hipótesis.





			GK + KH = GH

	GH + HK = GK




		
	Los puntos A, B y C son puntos distintos y colineales.

	AB + BC = AC








		




		








	Por tanto, los puntos H y K serían el mismo.






	H está entre K y G, y H está entre G y K. Verdadero





	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





			H está entre K y G.

	H está entre G y K.




		Hipótesis.





			KH + HG = KG

	GH + HK = GK




		
	Los puntos A, B y C son puntos distintos y colineales.

	AB + BC = AC








		


		










	G está entre H y K, y K está entre G y H. Falso





	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





			G está entre H y K.

	K está entre G y H.




		Hipótesis.





			HG + GK = HK

	GK + HK = GH




		
	Los puntos A, B y C son puntos distintos y colineales.

	AB + BC = AC








		




		








	Por tanto, los puntos G y K serían el mismo.






	K está entre H y G, y G está entre K y H. Falso





	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





			K está entre H y G.

	G está entre K y H.




		Hipótesis.





			GK + KH = GH.

	GH + GK = KH.




		
	Los puntos A, B y C son puntos distintos y colineales.

	AB + BC = AC








		




		








	Por tanto, los puntos G y K serían el mismo.






	G está entre K y H, y G está entre H y K. Verdadero





	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





			G está entre K y H.

	G está entre H y K.




		Hipótesis.





			GK + GH = KH

	GH + GK = KH




		
	Los puntos A, B y C son puntos distintos y colineales.

	AB + BC = AC








		


		










	












	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		M está en AB↔ y M está entre A y B.


		Hipótesis.





		AM + MB = AB


		
	Los puntos A, B y C son puntos distintos y colineales.

	AB + BC = AC








		MB = AB − AM


		

















	El segmento AB¯.

	El conjunto de todos los puntos C para los cuales es cierto que B está entre A y C.












	








Teorema 1.5








Ejercicios resueltos 1.5


	




	¿Cuál es la medida de BD¯?

	¿Cuál es la medida de DA¯?

	¿Cuál es la coordenada del punto extremo de AB→?

	¿Cuál es la medida de BA¯?










	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		Sea AB↔ con los puntos A,B, C, D,E y F.


		Hipótesis.





			2. La coordenada de A es −6.

	La coordenada de B es −4.

	La coordenada de C es −1.

	La coordenada de D es 1.

	La coordenada de E es 4.

	La coordenada de F es 6.




		

	A cada punto de la recta le corresponde exactamente un número real.








		
	BD=|−4−1|=|−5|=5

	DA=|1−(−6)=|7|=7

	BA=|−4−(−6)=|2|=2




		

	La distancia entre dos puntos cualesquiera P y Q es el valor absoluto de la diferencia entre los números correspondientes. La distancia se denota como PQ.









		El punto B es el extremo de BF→.


		
	El segmento AB¯.

	El conjunto de todos los puntos C para los cuales es cierto que B está entre A y C.











	Si RS→ es opuesto a RT→, ¿cuál de los puntos R, S, T está entre los otros dos?






	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		Sea RS→. opuesto a RT→.


		Hipótesis.





		El punto R está entre S y T.


		










	Si A, B y C son tres puntos de una recta tales que AC + BC = AB, ¿cuál es la intersección de CB→ y  BA→, de AC→ y AB→, y de CA→ y CB→?













	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		Sean A, B y C tres puntos de una recta tales que AC + BC = AB.


		Hipótesis.





			CB→

	BA→

	AC→

	AB→

	CA→

	CB→





		
	El segmento AB¯.

	El conjunto de todos los puntos C para los cuales es cierto que B está entre A y C.









			CB→∩BA→=CB→

	AC→∩AB→=AB→

	CA→∩CB→=∅




		Definición: la intersección de dos conjuntos Q y R es el conjunto de todos los elementos que pertenecen tanto a Q como a R, lo cual se denota como Q ∩ R.











	R, S y T son tres puntos colineales. Si RS < ST, ¿qué punto no puede estar entre los otros dos?









	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





			Sean R, S y T tres puntos colineales.

	RS < ST




		Hipótesis.





		El punto S está entre R y T.


		Definición: si A está entre B y C en la recta L↔, entonces, los rayos AB→ y AC→ se denominan rayos opuestos.







		



		
	Los puntos A, B y C son puntos distintos y colineales.

	AB + BC = AC












Teorema de localización de puntos 1.6







	B está entre A y C.

	AB = BC










Teorema 1.7








Ejercicios resueltos 1.6


	A, B y C son tres puntos de una recta. La coordenada de A es 0 y la coordenada de C es −6. Si B es el punto medio de AC¯, ¿cuál es la coordenada de B?









	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





			Sean A, B y C tres puntos de una recta.

	La coordenada de A es 0 y la coorde nada de C es −6.

	B es el punto medio de AC→.




		Hipótesis.





		BC = BA


		
	B está entre A y C.

	AB = BC



	Los puntos A, B y C son puntos distintos y colineales.

	B + BC = AC








		Sea x la coordenada del punto B.


		

	A cada punto de la recta le corresponde exactamente un número real.








			La coordenada de B es menor que 0.

	La coordenada de C es menor que la coordenada de B.




		Por 1.





		
	BC=|x−(−6)=|x+6|

	BA=|x−0|=|x|=−x




		

	La distancia entre dos puntos cualesquiera P y Q es el valor absoluto de la diferencia entre los números correspondientes. La distancia se denota como PQ.









		| x+6 |=−x


		







		




		







		La coordenada del punto B es −3.


		

	A cada punto de la recta le corresponde exactamente un número real.











	
	Si las coordenadas de P y Q son 4 y 10, respectivamente, y M biseca a PQ¯, ¿cuál es la coordenada de M?

	







	Si las coordenadas de P y Q son 4 y 10, respectivamente, y M biseca a PQ¯, ¿cuál es la coordenada de M?





	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





			Sean las coordenadas de P y Q 4 y 10, respectivamente.

	M biseca a PQ¯.




		Hipótesis.





		PM = MQ


		

	B está entre A y C.

	AB = BC



	Los puntos A, B y C son puntos distintos y colineales.

	B + BC = AC








		Sea x la coordenada del punto M.


		

	A cada punto de la recta le corresponde exactamente un número real.








			PQ = |4 - 10| = 6

	MQ = |x - 10|




		

	La distancia entre dos puntos cualesquiera P y Q es el valor absoluto de la diferencia entre los números correspondientes. La distancia se denota como PQ.








		PQ = PM + MQ


		
	Los puntos A, B y C son puntos distintos y colineales.

	AB + BC = AC








		PQ = 2MQ


		







		6 = 2 |x - 10|


		







		




		







		La coordenada de M es 7.


		

	A cada punto de la recta le corresponde exactamente un número real.











	




	

	¿Cuál es la coordenada del extremo de AB→, del extremo de BA→ y del extremo del rayo opuesto a BA↔?

	¿Cuál es la coordenada del punto medio de AB¯?












	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





			Se da un sistema de coordenadas en AB↔ tal que AB¯ es el conjunto de todos los puntos cuyas coordenadas x satisfacen la condición −5 ≤ x  ≤ 7.

	La coordenada de A es menor que la coordenada de B.




		Hipótesis.





		Sean −5 y 7 las coordenadas de A y B, respectivamente.


		

	A cada punto de la recta le corresponde exactamente un número real.








			−5 es el extremo de AB→.

	7 es el extremo de BA→.




		
	El segmento AB¯.

	El conjunto de todos los puntos C para los cuales es cierto que B está entre A y C.









		7 es el extremo del rayo opuesto a BA→.


		

	El segmento AB¯.

	El conjunto de todos los puntos C para los cuales es cierto que B está entre A y C.









		7−52=1


		






		El punto medio de AB¯ es 1.


		











Conjuntos convexos












Axioma de separación del plano 8



	Cada uno de los conjuntos es convexo.

	Si un punto P está en uno de los conjuntos y otro punto Q, entonces, el segmento PQ¯ interseca a la recta.






	Si dos puntos están en el mismo semiplano, entonces, el segmento que los une está en el mismo semiplano y, por tanto, nunca interseca a la recta.

	Si dos puntos están en semiplanos opuestos, entonces, el segmento que los une siempre interseca a la recta.





Ángulos y triángulos









	P y B están del mismo lado de la recta AC↔.

	P y C están del mismo lado de la recta AB↔.





























Ejercicios resueltos 1.7


	









	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		∡GPH, ∡HPM, ∡MPK, ∡KPG y ∡GPM


		Definición: si dos rayos tienen el mismo origen o extremo, pero no están en la misma recta, entonces, su reunión es un ángulo. Si los rayos que forman el ángulo son AB→ y AC→, entonces, el ángulo se denota con tres puntos, una letra, letras minúsculas o letras griegas, como ∡BAC, ∡CAB, ∡A ∘ ∡a.








	

	el interior del ángulo ∡CBA?

	el exterior del ángulo ∡EBC?

	el interior del ángulo ∡ABD?

	el interior del ángulo ∡ABQ?












	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		∡CBA, ∡EBC, ∡ABD y ∡ABQ


		Hipótesis.





		
	Los puntos P, K y H están en el interior del ∡CBA.

	Los puntos P, K y H están en el interior del ∡ABD.

	El punto M está en el interior del ∡ABQ.




		

	P y B están del mismo lado de la recta AC↔.

	P y C están del mismo lado de la recta AB↔.







			Los puntos M, Q, S, T y R están en el exterior del ∡EBC.




		

	P y B están del mismo lado de la recta AC↔.

	P y C están del mismo lado de la recta AB↔.













	¿En cuántas regiones un triángulo separa al plano?









	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		Sea el triángulo ΔABC.


		Hipótesis.





		Un triángulo separa al plano en dos regiones.


		

	Cada uno de los conjuntos es convexo.

	Si un punto P está en uno de los conjuntos y otro punto Q, entonces, el segmento PQ¯ interseca a la recta.





	Si dos puntos están en el mismo semiplano, entonces, el segmento que los une está en el mismo semiplano y, por tanto, nunca interseca a la recta.

	Si dos puntos están en semiplanos opuestos, entonces, el segmento que los une siempre interseca a la recta.











	









	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		Sean los puntos P, R, H, M, D y K.


		Hipótesis.





		ΔPKM, ΔPRH, ΔRHD, ΔRKD, ΔKDM, ΔMDH, ΔPRM, ΔRKH, ΔRKM, ΔPKH, ΔMRH y ΔHKM.


		










	










	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		Sea el ΔABC.


		Hipótesis.





		Sean los puntos P y Q en el ΔABC.


		







		El ΔABC no es un conjunto convexo.


		









	
	




	













	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		Sea el ΔABC.


		Hipótesis.





		Sea el punto P en el exterior del ΔABC.


		






		Sea el punto P en el interior del ∡BAC.


		








		 El punto P puede estar en el exterior del ΔABC y en el interior del ∡BAC.


		 Por 2 y 3.








	Se da el ΔABC; además, A − D − B, B − E − C, C − D − F y D − G − E.

	¿Está G en el interior o en el exterior del ΔABC?

	¿Interseca BG→ a AC¯.

	G y F están en lados opuestos de ________________.












	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		Se da el ΔABC; además, A − D − B, B − E − C, C − D − F y D − G − E.


		Hipótesis.





			El punto G está en el interior del Δ ABC.




		






		 Sea el rayo BG→.


		

	El segmento AB¯.

	El conjunto de todos los puntos C para los cuales es cierto que B está entre A y C.










			BG→. interseca a AC¯.




		








		Sea la recta AB↔.


		







			Los puntos G y F están en lados opuestos de la recta AB↔.




		

	Cada uno de los conjuntos es convexo.

	Si un punto P está en uno de los conjuntos y otro punto Q, entonces, el segmento PQ¯ interseca a la recta.







	Si dos puntos están en el mismo semiplano, entonces, el segmento que los une está en el mismo semiplano y, por tanto, nunca interseca a la recta.

	Si dos puntos están en semiplanos opuestos, entonces, el segmento que los une siempre interseca a la recta.












Axioma de la medida de ángulos 9





Axioma de la adición de ángulos 10







Axioma de la construcción del ángulo 11
















Axioma del suplemento 12









Ejercicios resueltos 1.8


	Se da que A − K − F y que D no es un punto de AF↔. Complete los enunciados.

	∡AD y ∡FKD forman

	m∡AKD + m∡FKD =













	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		Se da que A − K − F y que D no es un punto de AF↔.


		Hipótesis.





		Sea KD→.


		

	El segmento AB¯.

	El conjunto de todos los puntos C para los cuales es cierto que B está entre A y C.










		Los ángulos ∡AKD y ∡FKD forman un par lineal.


		






		 m∡AKD + m∡FKD = 180


		











	

	Si b = 52, ¿cuál es el valor de a?

	Si a = 110, ¿cuáles son los valores de b, c y d?













	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





			Sean las rectas GH↔ y PQ↔ que se cortan, formando cuatro ángulos.

	m∡HRQ = b = 52

	m∡QRG = a = 110




		Hipótesis.





		

	∡HRQ y ∡QRG forman un par lineal.

	∡HRQ y ∡HRP forman un par lineal.

	∡GRP y ∡QRG forman un par lineal.




		






		

	m∡HRQ + m∡QRG = 180.

	m∡HRQ + m∡HRP = 180.

	m∡GRP + m∡QRG = 180.




		








		



		







		



		







		



		







		



		










	Si la medida de un ángulo es tres veces la medida de su suplemento, ¿cuál es la medida del ángulo?






	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		Sea el ángulo ∡CAB tal que su suplemento es ∡DEF.


		Hipótesis.





		m∡CAB = 3m∡DEF


		Hipótesis.





		 m∡CAB + m∡DEF = 180


		






		




		







		



		










	La medida de un ángulo es 24 más que la medida de su suplemento. Halle la medida de cada ángulo.







	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		Sea el ángulo ∡CAB tal que su suplemento es ∡DEF.


		Hipótesis.





		m∡CAB = 24 + 3m∡DEF


		Hipótesis.





		


		






		




		







		



		






















Teorema 1.8




Teorema de transitividad de congruencia de ángulos 1.9








Ejercicios resueltos 1.9


	El punto A es el extremo de los rayos perpendiculares AB→ y AC→, D está en el interior del ángulo ∡BAC y E es un punto del exterior del ángulo ∡BAC tal que AD→⊥AE→.

	Nombre un par de ángulos complementarios si los hay.

	Nombre un par de ángulos suplementarios si los hay.

	Nombre un par de ángulos congruentes si los hay.












	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		El punto A es el extremo de los rayos perpendiculares AB→ y AC→, D está en el interior del ángulo ∡BAC y E es un punto del exterior del ángulo ∡BAC tal que AD→ ⊥ AE→.


		Hipótesis.





		Sean los ángulos ∡EAB, ∡BAD, ∡DAC, ∡BAC y ∡EAD.


		Definición: si dos rayos tienen el mismo origen o extremo, pero no están en la misma recta, entonces, su reunión es un ángulo. Si los rayos que forman el ángulo son AB→ y AC→, entonces, el ángulo se denota con tres puntos, una letra, letras min∡sculas o letras griegas, como ∡BAC, ∡CA, ∡A ° ∡a.






			m∡EAB + m∡BAD = m∡EAD

	m∡BAD + m∡DAC = m∡BAC




		






			m∡EAD = 90 

	m∡BAC = 90




		







			m∡EAB + m∡BAD = 90

	m∡BAD + m∡DAC = 90




		







			Los ángulos ∡EAB y ∡BAD son complementarios.

	Los ángulos ∡BAD y ∡DAC son complementarios.




		






		m∡BAC + m∡EAD = 180


		







		Los ángulos ∡BAC y ∡EAD son suplementarios.


		Definición: si la suma de las medidas de dos ángulos es 180, entonces, los ángulos son suplementarios y cada uno es el suplemento del otro.






		Los ángulos ∡BAC y ∡EAD son congruentes.


		Definición: dos ángulos con la misma medida se denominan ángulos congruentes, es decir, m∡BAC = m∡FDE si y solo si los ángulos ∡BAC y ∡FDE son congruentes, lo cual se denota como ∡BAC ≅ ∡FDE.









	Complete cada uno de los siguientes enunciados, de modo que resulten verdaderos.

	Si m∡MPS = 39 y m∡THN = 39, entonces, m∡MPS es _____ ∡THN.

	El suplemento de un ángulo agudo es un ángulo _____.

	El complemento de un ángulo agudo es un ángulo _____.

	Si ∡ADK ≅ ∡BEH, las medidas de los ángulos son _____.








	a. Si m∡MPS = 39, y m∡THN = 39, entonces, ∡MPS es congruente con ∡THN

	El suplemento de un ángulo agudo es un ángulo obtuso.

	El complemento de un ángulo agudo es un ángulo agudo.

	Si ∡ADK ≅ ∡BEH, las medidas de los ángulos son iguales.




	Si la medida de un ángulo es dos veces la medida de su complemento, ¿cuál es la medida de cada ángulo?







Teorema 1.10







Teorema 1.11




Teorema 1.12




Teorema 1.13




Teorema 1.14









Teorema de los ángulos opuestos por el vértice 1.15




Teorema 1.16





Ejercicios resueltos 1.10


	Si el ∡M es el suplemento del ∡K, el ∡P es el suplemento del ∡Q y ∡Q ≅ ∡M, ¿qué se deduce acerca de ∡K y ∡P?







	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		

	 el ∡M es el suplemento del ∡K.

	el ∡P es el suplemento del ∡Q.

	∡Q ≅ ∡M




		Hipótesis.





		∡M ≅ P


		










	










	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		
	m∡a = 85

	m∡e = 30




		Hipótesis.





			Los ángulos ∡a y ∡d son opuestos por el vértice.

	Los ángulos ∡e y ∡b son opuestos por el vértice.




		Definición: dos ángulos son opuestos por el vértice si sus lados forman dos pares de rayos opuestos.





			m∡a = m∡ d

	m∡e = m∡ b

	m∡c = m∡ f




		







			m∡ d = 85 

	m∡ b = 30




		







		m∡a + m∡b + m∡f = 180


		Axioma de la adición de ángulos 10 Si D está en el interior del ángulo ∡BAC, entonces, m∡BAC = m∡BAD + m∡DAC.





		




		







		m∡c = 65


		










	Sea la siguiente figura:












	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		PQ = RS


		Hipótesis.





			PR = PQ + QR

	QS = QR + RS




		

	Los puntos A, B y C son puntos distintos y colineales.

	AB + BC = AC








		 PR = RS + QR


		







		 QS = PR


		










	












	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





		∡PMN = ∡PNM


		Hipótesis.





		∡PMN y ∡PMC forman un par lineal.


		Definición: si AB→ y AD→ son rayos opuestos, y AC→ es otro rayo cualquiera, entonces, ∡BAC y ∡CAD forman un par lineal.





		 ∡PNM y ∡PND forman un par lineal.


		






		 m∡PMN = m∡PNM


		






		m∡PMN + m∡PMC =180


		








		m∡PNM + m∡PND = 180


		








		



		







		∡PMC ≅ ∡PND


		









	












	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





			AD→ ⊥ FB→

	∡BAC ⊥ ∡DAE




		Hipótesis.





		∡DAB y ∡DAF son ángulos rectos.


		








			m∡DAB = m∡DAC + m∡BAC

	m∡ DAF = m∡DAE + m∡EAF




		Axioma de la adición de ángulos 10 Si D está en el interior del ángulo ∡BAC, entonces, m∡BAC = m∡BAD + m∡DAC.





		 m∡BAC = m∡DAE


		






		m∡DAB = m∡DAF


		







		m∡DAC + m∡BAC = m∡DAE + m∡EAF


		







		



		











	










	Proposición o afirmación
	Razón o justificación





			GA→ es opuesto a GE→.

	GB→ ⊥ GC→




		Hipótesis.





		m ∡ BGC = 90


		







		 ∡ AGC y ∡EGC forman un par lineal.


		 Definición: si AB→ y AD→ son rayos opuestos, y AC→ es otro rayo cualquiera, entonces, ∡BAC y ∡CAD forman un par lineal.





		 m ∡ AGC + m∡EGC = 180


		







		m∡AGC + m∡EGC = 180


		







		m ∡ AGB + m ∡ BGC = m∡AGC


		






		m∡AGB + m∡BGC + m∡EGC = 180


		







		



		







		∡AGB y ∡ EGC son complementarios.
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