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Capítulo 1

Introdução à geometria espacial



    Neste capítulo introdutório de geometria espacial será possível descobrir os conceitos fundamentais de pontos, retas e planos no espaço tridimensional. O objetivo principal é estabelecer uma base sólida para explorar a geometria em três dimensões e desenvolver a habilidade de representar sistemas de coordenadas tridimensionais com precisão.


    A geometria espacial tridimensional é desafiadora e intrigante, e este capítulo nos convida a explorar esses conceitos fundamentais para melhor compreendê-la. “Você pode representar, no espaço à sua volta, um estado de coisas que contradiga as leis da física; mas não um que contradiga as leis da geometria.” Essa citação é uma frase adaptada de Ludwig Wittgenstein (1889-1951), filósofo e matemático austríaco, contida no famoso livro Tractatus Logico-Philosophicus ([1921] 2013, p. 31).


    Inicialmente, serão apresentados os conceitos referentes aos pontos, que são a essência da geometria, demarcando posições únicas por meio de coordenadas (x, y, z) (Machado; Ferraz, 2019). Embora destituídos de dimensões físicas por pertencerem a um espaço adimensional (zero D), os pontos formam a base que permite localizar objetos e traçar trajetórias complexas. Posteriormente, serão abordados os conceitos das retas nos espaços uni (1D), bi (2D) e tridimensionais (3D) (Reis, 2014). Estas últimas, diferentemente das do plano bidimensional, são sequências infinitas de pontos que se estendem em múltiplas direções, conferindo-lhes uma flexibilidade direcional incomparável, ideal para a visualização de trajetórias que descrevem o mundo real.


    Desse alicerce sólido, podem-se explorar as posições relativas, o paralelismo e a perpendicularidade de retas e planos.


    Ao abraçar os conceitos de distância entre pontos, retas e planos, somos habilitados a quantificar as separações físicas ou geométricas entre esses elementos. Tal habilidade nos oferecerá um instrumento valioso para a resolução de desafios geométricos e a construção de estruturas precisas em contextos tridimensionais (Machado; Ferraz, 2019).


    Ressalta-se que esses conceitos transcendem meras abstrações matemáticas, emergindo como ferramentas poderosas para compreender e interpretar o espaço circundante. Leite e Castanheira (2014) abordam, em seu livro Geometria plana e trigonometria, a importância dos conceitos fundamentais da geometria e da trigonometria na compreensão de diversas aplicações matemáticas. Ao desvendar os mistérios da tridimensionalidade, um novo panorama se revela, e com ele emergem os sistemas de coordenadas tridimensionais, capacitando-nos a navegar e representar com precisão as posições de pontos, retas e planos nesse vasto ambiente geométrico (Reis, 2014).


    1 Pontos e retas


    Apesar de contraditório, pontos e retas não têm uma definição clara na matemática. Na prática, ambos são considerados conceitos “primitivos” na geometria e desempenham um papel crucial na construção de estruturas geométricas e na compreensão das relações espaciais. Sua importância na geometria é vasta; portanto, a sua compreensão facilita o trabalho da construção de figuras geométricas (Machado; Ferraz, 2019).


    Os pontos são os blocos de construção fundamentais para a geometria. Todas as figuras geométricas, dos polígonos aos sólidos tridimensionais, são compostas por eles. Por sua vez, as retas são usadas para obter e delinear distâncias, comprimentos, profundidades e alturas. No uso prático da modelagem, elas constituem as arestas e os contornos das figuras, criando sua forma e estrutura (Reis, 2014).


    1.1 Pontos


    O ponto é um conceito abstrato na geometria, ou seja, não tem definição clara, porém trata-se de uma entidade matemática que representa uma localização única no espaço tridimensional. Conforme explicita o quadro 1, o ponto não possui dimensões físicas, mas é definido por coordenadas numéricas que permitem sua localização precisa (Machado; Ferraz, 2019).


    Os pontos são a base para a construção de estruturas geométricas mais complexas e são fundamentais para entender as relações espaciais na matemática e suas aplicações. Essas estruturas podem ser formadas pela conexão de pontos usando regras específicas. Apesar de usarmos pontos para representar posições no mundo real, eles são entidades abstratas usadas para modelar a localização. Na prática, um ponto não tem existência física tangível, mas é uma ferramenta fundamental para entender a geometria e as relações espaciais.


    
Quadro 1 – Propriedades e características dos pontos
      
        

        
      

        
          	PROPRIEDADES

          	CARACTERÍSTICAS
        


      
        
          	Dimensionalidade

          	Um ponto possui dimensão zero (adimensional), ou seja, não ocupa nenhum espaço e não tem extensão em qualquer direção. Não possui volume, área ou comprimento.
        


        
          	Localização única

          	Cada ponto representa uma localização única no espaço tridimensional, a qual é definida por coordenadas específicas, expressas como valores numéricos ao longo dos eixos cartesianos x, y e z.
        


        
          	Coordenadas

          	Os pontos são definidos por três coordenadas (x, y, z) no espaço tridimensional, que indicam as distâncias ao longo dos eixos correspondentes.
        


        
          	Independência

          	Os pontos são independentes uns dos outros e não têm relação intrínseca com outros pontos, a menos que essas relações sejam estabelecidas, como no caso de traçar retas ou formar figuras geométricas.
        


        
          	Identificação

          	Os pontos podem ser identificados por letras maiúsculas, números ou símbolos, como A, B, C, ou por coordenadas numéricas específicas, como (2, 3, 5).
        

      
    


    As retas, semirretas e segmentos de retas são elementos essenciais na geometria. As retas são sequências infinitas de pontos alinhados que se estendem indefinidamente em ambas as direções. As semirretas possuem um ponto inicial e continuam em uma única direção indefinidamente. Já os segmentos de retas têm início e fim bem definidos, sendo partes limitadas das retas. Esses conceitos são fundamentais para a compreensão das relações geométricas e a construção de estruturas no espaço tridimensional.


    A representação de pontos num espaço pode seguir diferentes padrões, a depender da dimensionalidade do espaço onde estão inseridos. No quadro 2, são apresentadas as representações gráficas dos pontos no espaço de zero a três dimensões (Machado; Ferraz, 2019).


    
Quadro 2 – Propriedades e características dos pontos
      
        

        

        
      

        
          	NÚMERO DE DIMENSÕES

          	REPRESENTAÇÃO GRÁFICA

          	DESCRIÇÃO
        


      
        
          	
            Adimensional


            0D

          

          	
[image: ]


          	Um ponto
        


        
          	
            Uma dimensão


            1D

          

          	

[image: ]



          	Dois ou mais pontos num segmento de reta
        


        
          	
            Duas dimensões


            2D

          

          	

[image: ]



          	Dois ou mais pontos numa superfície plana, plano α
        


        
          	
            Três dimensões


            3D

          

          	

[image: ]



          	Pontos num espaço tridimensional determinado pelos eixos X, Y e Z
        

      
    


    Os pontos desempenham um papel fundamental na geometria ao fornecer as coordenadas que definem posições e direções. No espaço da figura 1, há uma representação em duas dimensões, “x” e “y”, com três pontos em suas distintas localizações no plano cartesiano. Os pontos são representados por pares ordenados (x, y), que são usados para indicar a localização de objetos, pontos de interesse ou eventos em um sistema bidimensional. Por exemplo, na figura 1, são representados os pontos A (2,3), B (3,2) e C (-3,1).


    Figura 1 – Representação em 2D dos pontos A (2,3), B (3,2) e C (-3,1) no plano cartesiano

[image: cap1fig1]

    Como apresentado na figura 1, os pontos são as estruturas-base para a produção de gráficos de funções. Eles são usados para representar pares (x, y), em que x é a entrada e y, a saída correspondente da função. Conectar esses pontos cria a curva que representa a função no plano cartesiano.


    A interseção ocorre quando duas ou mais linhas, ou curvas, se cruzam. Esses pontos têm coordenadas específicas e são frequentemente usados para resolver sistemas de equações lineares e identificar soluções comuns. No entanto, este é um assunto que exploraremos depois.


    Assim como em todos os exemplos apresentados, os vértices das formas geométricas são representados por pontos, o que inclui desde figuras simples, como um triângulo ou um quadrado, até estruturas tridimensionais, como uma pirâmide ou um paralelogramo (figura 2). Perceba que os pontos onde os lados se encontram são seus vértices e desempenham um papel importante no cálculo dos ângulos e na classificação das formas.


    
Figura 2 – Representação em 3D dos pontos que compõem os vértices de uma pirâmide de base quadrada e de um paralelogramo

[image: Imagem de representação de estruturas geométricas a partir de pontos. A figura à esquerda representa uma pirâmide de base quadrada, e a figura à direita, um paralelogramo de base quadrada e seis lados. ]


    Note que esse recurso pode ser aplicado para modelar estruturas em 3D usando bolinhas de isopor e palitos de madeira. Essas representações geométricas podem contribuir significativamente para o aprendizado de pessoas com deficiência visual, substituindo as próprias figuras.


    Em suma, o estudo e o trabalho com pontos na geometria espacial constituem um alicerce para a compreensão e o desenvolvimento de estruturas tridimensionais complexas. Ao explorar as propriedades únicas dos pontos, como sua dimensão zero e sua capacidade de representar localizações precisas, construímos a base para a criação de objetos e formas geométricas intrincadas.


    Além disso, a independência dos pontos e sua capacidade de interconexão possibilitam a construção de estruturas geométricas mais elaboradas, servindo como blocos de construção essenciais para áreas como engenharia, arquitetura, design e ciências naturais. Ao entender o papel crucial dos pontos na geometria espacial, abrimos portas para a exploração de um mundo tridimensional que permeia nosso ambiente e nossa compreensão do espaço que nos cerca.


    1.2 Retas


    Retas são sequências infinitas de pontos em ambas as direções; semirretas são partes de uma reta que se estendem indefinidamente em uma direção; e segmentos de reta são partes finitas de uma reta com pontos extremos definidos. Esses conceitos são cruciais para descrever e entender as relações geométricas em extensões lineares no espaço.


    Para melhor compreensão, veja o quadro 3, que apresenta as particularidades de cada uma das retas. Nele, observa-se que a reta é uma sequência infinita e contínua de pontos que se estende em ambas as direções indefinidamente.


    Uma reta pode ser definida a partir de dois pontos. Ela não tem começo nem fim, e todos os pontos nela estão alinhados. As retas são frequentemente representadas por uma letra minúscula com uma seta acima, como “[image: segmento de reta]”. A seta indica o sentido pelo qual a reta se estende ao infinito.


    Por sua vez, a semirreta é uma parte de uma reta que tem um ponto inicial, mas se estende indefinidamente em uma única direção. Ela começa a partir de um ponto e continua infinitamente em uma direção específica indicada pelo sentido da seta. As semirretas são frequentemente nomeadas usando dois pontos, um para o ponto inicial e outro para a direção da extensão.


    Por fim, um segmento de reta é uma parte finita de uma reta que possui dois pontos extremos claramente definidos. Ele inclui todos os pontos entre esses extremos e não se estende além deles. Segmentos de reta têm comprimento definido e podem ser medidos em unidades de distância. Eles não têm setas indicando o sentido para o infinito, uma vez que estão confinados no espaço entre os pontos.


    
Quadro 3 – Propriedades e características das retas, semirretas e segmentos de reta
      
        

        

        
      

        
          	PROPRIEDADES

          	CARACTERÍSTICAS

          	REPRESENTAÇÃO
        


      
        
          	Retas

          	Sequência infinita e contínua de pelo menos dois pontos que se estende em ambas as direções indefinidamente.

          	

[image: ]


        


        
          	Semirretas

          	Parte de uma reta que tem um ponto inicial, mas se estende indefinidamente em uma única direção e sentido.

          	

[image: ]


        


        
          	Segmentos de reta

          	Parte finita de uma reta que possui dois pontos extremos claramente definidos.

          	

[image: ]


        

      
    


    As retas são frequentemente usadas para representar trajetórias e direções em diversos contextos. Por exemplo, ao traçar a rota mais curta entre dois pontos em um mapa, uma linha reta representa o caminho ideal a seguir.


    
[image: Ícone]
PARA SABER MAIS


    Acesse a calculadora gráfica do site Geogebra ([2023]) para explorar uma poderosa ferramenta de gráficos interativos. Experimente os recursos disponíveis para visualizar, analisar e compreender funções matemáticas de forma dinâmica. A calculadora é ideal para estudantes e professores de matemática.


     

        


 

        


      


    

    Na construção de formas e


    

    

    

    

    1.3 Sistemas de coordenadas tridimensionais


    

    

    

[image: É apresentado um plano tridimensional com três eixos que partem de um ponto em comum, denominado “origem”. Os três pontos são A (0,1,1), B (1,0,1) e C (2,2,0). Para uma melhor explanação para deficientes visuais, sugere-se o uso de uma caixa de sapato para representar os três eixos, onde pode-se produzir os respectivos furos, representados na escala.]


    

    

    1.4 Sugestão de atividade prática


    

    

    

    

    
      	5 palitos de tamanho médio (palitos de dente).


      	Superfície de trabalho, 1 placa de isopor de 50 cm de largura x 50 cm de profundidade x 1 cm de altura.


      	100 cm de barbantes.


      	1 tesoura.


      	1 fita adesiva.


      	1 papel e lápis para anotações.

    


    

    

    

    

    

    

    

    

    
      	Criar um plano que seja perpendicular a uma reta dada.


      	Montar um modelo que ilustre duas retas paralelas em diferentes posições.


      	Explorar diferentes formas de interseção entre retas e planos.


      	Criar uma estrutura tridimensional usando palitos e barbantes que envolva pelo menos um ponto, uma reta e um plano.

    


    

    

    

    Considerações finais
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