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Avant-propos

Les différentes facettes des sciences de 1’ingénieur, production, fabrication, conception,
développement et recherche... aménent les acteurs scientifiques a associer, dans un
cadre multidisciplinaire, approches expérimentales et simulations numériques.

Si ces approches numériques et expérimentales conjointes s’interrogent, se valident,
s’enrichissent mutuellement, permettant ainsi de démultiplier I’efficacité de chaque type
d’approche séparée, c’est cependant toujours le maillon le plus faible qui définit
I’efficacité de I’ensemble.

C’est pourquoi, dans un contexte de développement rapide des puissances des
ordinateurs, qui a pour conséquence la croissance spectaculaire de la part prise par la
simulation numérique, il est essentiel que chaque scientifique puisse s’appuyer sur un
socle de connaissances et de compréhension des principales méthodes numériques.

En effet, une telle culture numérique rend capable de juger de la fiabilit¢ du maillon
numérique des approches scientifiques, et de dialoguer efficacement avec des
numériciens spécialisés.

D’autre part, le développement considérable des logiciels numériques commerciaux,
généralistes ou plus spécialisés, n’a pas fait diminuer la nécessité pour les ingénieurs et
les chercheurs de posséder une solide base de connaissance et de maitrise des outils de
calcul numérique, bien au contraire. L’enjeu est en effet pour chacun d’étre un
utilisateur averti de tels logiciels, capable d’assimiler les notices, de cerner les limites,
de définir les parameétres adéquats, et de valider les résultats.

Enfin, une bonne connaissance des algorithmes numériques fondamentaux ouvre la
possibilit¢ de développer ses propres outils de calcul scientifique et d’en juger la
pertinence et I’efficacité.

Cet ouvrage, synthése de supports de cours magistral et de travaux dirigés, refléte ma
longue expérience d’enseignante coordonnatrice du cours d’analyse numérique du
département Génie Mécanique Développement de 1’Institut National des Sciences
Appliquées de Lyon.

Il traite des algorithmes numériques fondamentaux, destinés a la résolution des
systémes linéaires et non linéaires, des problémes aux valeurs propres, a 1’interpolation



et a ’approximation, a la quadrature numérique, ainsi qu’a la résolution des problémes
différentiels a valeurs initiales.

Evitant une présentation de type catalogue, 1’approche pédagogique de cet ouvrage vise
une compréhension profonde des méthodes, de leurs principes et de leurs performances,
et s’appuie délibérément sur des fondements théoriques. La présentation s’attache
néanmoins a éviter les développements mathématiques trop longs, trés abstraits, ou non
constructifs.

Un ensemble d’exercices, de problémes de synthése, et d’applications en environnement
MATLAB®, assortis d’éléments de réponses et d’aides a I’interprétation, compléte
I’ouvrage.

Je voudrais remercier tous les collégues enseignants-chercheurs avec lesquels j’ai
collaboré dans le cadre de I’enseignement d’analyse numérique, pour leur apport a cette

synthése au travers de nos fructueux échanges, partages d’expériences et discussions.

J’adresse également mes remerciements aux étudiants et collégues qui ont manifesté de
I’intérét pour ce projet rédactionnel et 1’ont soutenu.

Mereci enfin a Gilles pour son aide patiente a la relecture.
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chapitre |

Introduction a la résolution numérique des
systemes linéaires

Ce chapitre traite de questions générales concernant la résolution numérique des
systémes d’équations linéaires. On y définit en particulier les notations utilisées dans les
chapitres I a V, consacrés a I’analyse numérique matricielle ; les outils mathématiques,
qui permettent d’étudier la qualité des solutions approchées obtenues par les différents
algorithmes numériques, sont également présentés.

Les principaux algorithmes de résolution de systémes linéaires sont présentés dans les
chapitres II (algorithmes directs), puis III et IV (algorithmes itératifs, respectivement de
splitting et de descente).

1  NOTATIONS

Notations

On considére un systéme linéaire de » équations a » inconnues :

a,x, +a,x, +..+a,x =b

ay X, +apXx, +...+a,,x, =b,

n
noté également Y a,x, =b, Vie{l,2,..,n}, ou bien
a,x, +a,x,+..+a,x, =b =i

a,x,+a,x,+..+a, x =b

nn""n n

a, 4dp, . . 4,
a4y Gy Dy

Ax=b, ou A=| . . . |€M,, (R) désigne la matrice du systeme
anl an2 arm
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xl bl
X b,

linéaire, x=| . |€ M, (R) deésigne le vecteur des inconnues et b=| . 1€ M, (R) le
x'l bﬂ

vecteur second membre.

Ce systéme est supposé étre un systéme dit de Cramer, qui posséde une solution unique,
donc tel que det 4#0.

Taille des systémes linéaires

La taille des systémes linéaires rencontrés en ingénieric ou en recherche et
développement est trés variable, et peut atteindre des valeurs considérables. A titre
d’exemple, le calcul des intensités électriques dans les différentes branches d’un circuit
en dérivation donne typiquement lieu a un systeme linéaire de petite taille (n = 2, 3, 4
...). Si ’on considere les systémes linéaires issus des techniques de discrétisation
d’équations différentielles ou d’équations aux dérivées partielles, leur taille est trés
dépendante de la dimension des équations, et de la nécessité de resserrer le maillage au
voisinage des singularités. Si pour une discrétisation d’équations 1D (calcul de la fléche
d’une poutre par exemple) on aboutit a un systéme linéaire dont la taille est typiquement
de I’ordre de 10 ou 102, elle sera naturellement de I’ordre de 10? a 10* pour un probléme
2D (calcul de la répartition de température dans une plaque mince par exemple), et de
I’ordre de 10* a 10° pour un probléme 3D (calcul de la déformée d’un corps solide par
exemple).

Ainsi, dans la plupart des situations pratiques, la solution des systémes linéaires ne peut
pas étre recherchée a la main. 11 est nécessaire de mettre en ceuvre un algorithme
numérique pour obtenir, avec plus ou moins de précision, une solution approchée. Mais
pour les trés gros systémes linéaires, les temps de calcul, méme avec un calculateur
super puissant peuvent étre prohibitifs.

Les critéres principaux d’évaluation et de performance des algorithmes numériques, en
particulier les algorithmes de résolution de systéme linéaire, portent donc a la fois sur la
précision et sur le temps d’obtention des solutions approchées.

2  COMPLEXITE DES ALGORITHMES

La notion de complexité d’un algorithme vise a évaluer le nombre d’opérations
couteuses en temps, nécessaires pour la mise en ceuvre de cet algorithme. Elle permet
de comparer les algorithmes entre eux, sur un critére de temps de calcul, d’une maniére
qui ne soit pas dépendante du calculateur lui-méme, du langage de programmation, ou
du compilateur. Les théories de la complexité algorithmique proposent diverses
méthodes pour évaluer la complexité d’un algorithme.
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On utilise dans cet ouvrage une définition élémentaire de la complexité d’un algorithme
de résolution de systéme linéaire, suffisante pour hiérarchiser les différents algorithmes
sur un critére de temps (donc de coit) de calcul. Elle consiste a ne considérer que les
opérations algébriques de type multiplications ou divisions contenues dans cet
algorithme.

Définition de la complexité

La complexit¢ d’un algorithme est le nombre de multiplications et de divisions
nécessaires pour sa mise en ceuvre. Elle n’est un critére de sélection d’algorithme que
pour les gros systémes linéaires, et on la présente généralement avec la notation
mathématique O(f(n)), qui signifie :

complexité =O( f(n)) < Fa>0, b>0et N>0/af (n)<complexité <bf(n) Yn>N

Complexité de la méthode de Cramer

En algébre linéaire, la méthode de Cramer permet d’obtenir une formulation de la
solution exacte du systéme linéaire, en exprimant chaque composante x; de la solution
en fonction du déterminant de la matrice, et d’un déterminant obtenu en remplagant la
i*™ colonne de la matrice par le second membre b :

.eme
i colonne de 4
a, m

In
a b, a,
a b . a
x, =1 d " Vie{l.2,....n}
det 4

Pour obtenir la solution du systéme linéaire par cette méthode, il est nécessaire de
calculer n+1 déterminants de taille n x n, et d’effectuer » divisions. Or le nombre de
multiplications nécessaire pour calculer un déterminant de cette taille est:

11 1
n|l+—+—+...+ .
21 3! (n—1)!

La complexité de la méthode de Cramer est donc : »| n! 1+i+i+...+ ! +1].
21 3! (n=1)!

Son comportement pour » grand est O(nXxn!).

Avec un super calculateur capable d’effectuer 10'? opérations par seconde (1
teraFLOPS), il faudrait, pour résoudre un systéme de relativement petite taille, n = 50,
plus de 10%* secondes, c’est a dire plus de 10*° années !
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Ce calcul de complexité montre bien que la méthode de Cramer n’est envisageable que
pour les systémes linéaires de trés petite taille, pour lesquels on recherche généralement
une solution exacte.

Inversion de la matrice

Puisque le systéme linéaire est supposé¢ de Cramer, sa matrice est inversible, et il est
ais¢ d’écrire formellement Ax = b < x = A”'h. Mais cette formule n’est utile pour
obtenir la solution du systéme linéaire que si 1’on est capable de calculer I’inverse de la
matrice 4.

Or, le calcul de A revient a résoudre n systémes linéaires. En effet, par définition :
AAT =1

a’ll (xlj ¢ a‘ln
Oy oy o,
Donc, si A4'=| . . . |, la j®m colonne de A" est solution du
(an a’nj ¢ a’rm
a, 0
a,, 0
systéme linéaire : 4|  |=e, ot e =| ligne n°;
Y a; ! ! 1 |« g /
o 0

Pour calculer 47/, il s’agit donc de résoudre les n systémes linéaires associés aux »
colonnes inconnues de cette matrice. Il est clair que ce procédé, de méme que la
méthode de Cramer, n’est pas intéressant pour résoudre le systéme linéaire initial,
puisqu’il consiste a remplacer un seul systéme linéaire par »n systémes linéaires de
méme matrice. Chercher a inverser la matrice est donc un trés mauvais réflexe lorsque
le but des calculs est la résolution d’un systéme linéaire.

Par contre, on peut noter que, réciproquement, un algorithme de résolution de systéme
linéaire appliqué successivement aux » systemes linéaires définis ci-dessus, qui
permettent de calculer les # colonnes de 4°', peut permettre d’inverser la matrice A4, si
tel est le but recherché. Les algorithmes directs de la famille LU, LDU ... (cf. chapitre
II, § 3) sont particulierement bien adaptés pour cela.
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3 CONDITIONNEMENT D’UNE MATRICE

Le cumul des erreurs d’arrondi dues au calculateur lors de la mise en ceuvre d’un
algorithme de résolution de systéme linéaire est susceptible de provoquer un trés gros
écart entre la solution approchée, théoriquement fournie par I’algorithme, et la solution
approchée effective obtenue a I’issue des calculs. L’exemple décrit au § 3.1 illustre de
telles situations de catastrophes numériques.

La notion de conditionnement d’un systeme linéaire (qui est également le
conditionnement de sa matrice, cf. § 3.3) permet de quantifier la sensibilit¢ d’une
solution numérique approchée aux perturbations qui peuvent se produire lors
I’exécution d’un algorithme de résolution (erreurs d’arrondi par exemple).

3.1 Un exemple de systéme linéaire mal conditionné
10 7 8 7 32
. . 7 5 23
Considérons le systéme linéaire Ax =b, avec 4= et b= , dont
6 10 9 33
7 5 9 10 31

1
. 1

la solution exacte est s = Ll
1

Afin de simuler les erreurs d’arrondi induites par le calculateur, on perturbe
successivement les coefficients du second membre puis de la matrice, et on étudie
I’incidence de ces perturbations sur la solution.

32.1

e Si on remplace b par b'= 33'1 , induisant ainsi une perturbation telle que

30.9
9.2
b~ 5] . o126
Max o] =4.4%, la solution du systéme linéaire devient s'= 45 | et on
-1.1

i

|s’.—s.
: =1360%

observe une erreur relative maximale Max
1

A\

i
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10 7 81 7.2
) ) 7.08 5.04 6 5 L .
e Si on remplace la matrice 4 par A'= & 508 989 9 | induisant ainsi

699 499 9 998

a'.—a.
une perturbation telle que Max——— =2.9%, la solution du systtme A'x =5
ij a;
=71
. 137 . .
devient s"= 34| et on observe une erreur relative maximale
22
Max| L= 13600%.

' |Si‘

Ainsi, bien qu’étant de trés petite taille, ce systeme linéaire présente une
sensibilité particuliere aux erreurs d’arrondi. L’analyse de cette sensibilité, qui
conduit a la notion de conditionnement au § 3.3, utilise comme outil
mathématique de mesure des erreurs, les normes vectorielles et matricielles dont
les propriétés sont rappelées au § 3.2.

3.2 Normes vectorielles, normes matricielles

On rappelle ici quelques propriétés des normes, en mettant naturellement 1’accent sur
les normes de R" (ou de 9, ,(IR)), ainsi que sur les normes de matrices carrées (de

m, . (R)).

Définition d’une norme
Soit £ un espace vectoriel sur R (ouC). Soit N une application de £ dans R*.
N est une norme de E si et seulement si :

e Nw)=0=u=0

o N(Au)=|A|N(u) VAeR (ouC) VuekE

e Nu+v)< Nw)+N®y) V(u,v)e E’

Les 3 normes usuelles de M, (R), notées xe M, ,(R) —||x||, € R" sont définies par :

n
° =2

i=1

X,

1
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172
o ||)c||2 = [Zn:|xi|2j (norme euclidienne usuelle)
i=1

° Hx” = Max |x

ie{l,2,0pn} i

Norme matricielle induite

Soit x—)”x” une norme quelconque (vectorielle) de 9, (R). L’application

Ae M, (R)—> Sup HAxH est une norme de I’espace vectoriel des matrices carrées
’ M, ) (R)
=1

M, ,(R), que ’on note généralement :

|||A|”= Sup ||Ax|| S”P N
HX;&%,.(M WI 1(R) ||x||

Aux 3 normes usuelles de R” sont ainsi associées 3 normes matricielles induites
usuelles (on dit également normes matricielles subordonnées), telles que :

aj;

* Il = s 4, =
N‘l\

Z

je{l n}

. H|A|”2 Sup ||Ax” ( ( AA) ) "2 p désignant le rayon spectral d’une matrice.

Mz
Remarque : si 4 est normale (¢’est-a-dire si A'A= AA"), alors H|A|H2 =p(4).

> 4l = Sup_ 4], ,g‘?w,s}ZM

=1

Les normes matricielles induites vérifient les 2 propriétés suivantes (les normes sont
dites sous-multiplicatives) :

o ||Ax|| < H|A|” ||x|| Vxe M, (R) VA4e M,  (R) (c’estune conséquence directe

de la définition d’une norme matricielle induite).

« sl <falls] s e (m,, 0y

Autres normes matricielles

Si ’on assimile une matrice carrée a un tableau de »n> coefficients, donc a un élément de

R”, on peut définir d’autres normes (non induites) matricielles, dont les 3 principales :
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12
|4, = ( j
i=l j=1

4l =, Max

ay
iyjell,2mn} ’ u

Equivalence de normes

Dans les espaces vectoriels de dimension finie (c’est le cas des espaces vectoriels de
matrices), toutes les normes sont équivalentes. Les normes de matrices, induites ou non
induites, sont donc toutes équivalentes entre elles. Ce qui se traduit par :

3e.d>0 1 cllal] <[l < a4,
de, >0 / e|4], <|4], <d|4,| k=120, =120
3g.h>0 1 g|4], <[4l <],

33 Conditionnement d’une matrice, d’un systeme linéaire

Afin de simuler les erreurs d’arrondi induites par le calculateur, comme dans I’exemple
présenté au § 3.1, on considére successivement des perturbations des coefficients du
second membre b puis de la matrice 4, d’un systéme linéaire de Cramer quelconque
Ax=b, et on quantifie, grice aux normes vectorielles et matricielles induites,
I’incidence de ces perturbations sur la solution du systéme.

Perturbation du second membre

On remplace b par b'=b+ Ab ; la solution s devient s'=s+ As. Compte tenu du fait
que, par définition, As =5~ et A(s+As)=b+Ab, on obtient par soustraction

AAs = Ab , ¢’est-a-dire formellement As = A7'Ab.

On en déduit que HASH < H‘A_l|

comme ||b|| <

Ab|
5]

llasll

I SPRE=L ”
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Perturbation de la matrice

On remplace maintenant 4 par 4'= A+ A4 ; la solution s devient s"= s+ As. Compte
tenu du fait que As=b et (4+ AA)(s +As)=b, on obtient par soustraction

AA(s + As)+ AAs = 0, c’est-a-dire formellement As = —A4~'AA(s + As).

On en déduit que HASHSH‘A_IHHHAA‘H Hs+AsH puisque les normes sont sous-

multiplicatives, donc que :

|AA|||

||As||

||
A A !

Définition du conditionnement

On remarque que les perturbations des coefficients de la matrice ou du second membre
conduisent a une méme estimation du facteur d’amplification de leur perturbation

relative, sur la solution du systéme linéaire. Cette estimation est égale a ||| A||| ||| A ||| .

11 est a noter que ce facteur dépend uniquement de la matrice, et non du second membre
du systéme linéaire. On le nomme conditionnement de la matrice, qui est également le
conditionnement du systéme linéaire :

cond(4)=[| 47|} 4]

Le conditionnement d’une matrice estime le risque d’amplification des erreurs d’arrondi
provoquées par le calculateur. Il estime également I’incertitude sur la solution d’un
systéme linéaire, liée a d’éventuelles incertitudes sur ses coefficients.

La valeur du conditionnement dépend la norme de 9, (R) considérée. Il existe donc 3

conditionnements usuels, notés cond;, cond>, cond-,, associés aux 3 normes usuelles de

M, ,(R) (oude R"),

Si on considére a nouveau I’exemple donné au § 3.1, et que I’on choisit la norme

s,
sl

” H2 ~3.3107. La matrice A4 étant symétrique, donc normale, elle vérifie

euclidienne usuelle pour mesurer les écarts, on constate que

=8.2 pour

Jas],
o1,

As
cond,(A) = p(A)p(A™") = 3029 . On vérifie bien que ” ” < cond,(A)

=10.1
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Propriétés du conditionnement
e cond(A)=cond(A™")
e cond,(I)=cond,(I)=cond_(I)=1

° cona’(A)=H|A’1|HH|A|”2”|I|H=cond(l) puisque les normes sont sous-

multiplicatives. Ainsi, pour les normes usuelles, le conditionnement idéal est 1. Le
processus de résolution d’un systéme linéaire ne peut donc qu’amplifier la
perturbation des coefficients.

o cond(0d) =cond(A) sioc#0. Il est donc inutile de tenter d’améliorer le
conditionnement d’un systéme linéaire en multipliant toutes les lignes du systéme
linéaire par une méme constante (c’est-a-dire en considérant que
Ax=b o adx =ab).

et

max

e Si la matrice 4 est normale (c’est-a-dire si A'’A= AA"), alors en notant |ﬂ
|}L|min respectivement les plus grand et plus petit module de valeur propre de 4 :
4

cond,(A)= p(A)p(A™") = |ﬂmax

min

e Si A est orthogonale (c’est-a-dire si A' = A™"), alors cond,(A)=1. Un systéme
linéaire dont la matrice est orthogonale est idéal au plan du conditionnement. Cela
explique I’intérét particulier porté aux matrices orthogonales en analyse
numérique.

Notion de préconditionnement d’une matrice

Lorsque I’on doit résoudre un systéme linéaire mal conditionné, il peut étre intéressant
d’appliquer une technique dite de préconditionnement qui améliore (donc diminue) le
conditionnement de la matrice du systéme linéaire.

Les techniques de préconditionnement les plus usuelles ont pour principe de multiplier
le systéme linéaire, & gauche, par une matrice non singuliére, C, judicieusement
choisie :

Ax=b< CAx=Cb.
On peut distinguer 2 cas particuliers de matrice C, extrémes en termes d’efficacité :
e (C =] (matrice identité), choix dont la complexité de mise en ceuvre est nulle,

mais 1’efficacité sur le conditionnement nulle également ;

e C=A", choix dont la complexité de mise en ceuvre est élevée par rapport a la
complexité d’un algorithme de résolution de systéme linéaire (cf. remarque sur
I’inversion de matrice au § 2), mais dont 1’efficacité en termes d’amélioration du
conditionnement est totale.
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Ces deux cas particuliers montrent bien que pour choisir la matrice de
préconditionnement C, il convient de faire un compromis entre le supplément de
complexité qu’induit cette technique, et ’amélioration attendue sur le conditionnement.

11 existe diverses techniques de préconditionnement, qui ne sont pas développées ici. On
peut toutefois citer 1’'une des plus simples, dite préconditionnement de Jacobi, qui
consiste a diviser chaque ligne du systéme linéaire par le terme diagonal correspondant
de la matrice (supposé non nul) :

(a,)” 0 .o 0
0 (ay)" 0
C =diag(A)" = . 0 . (sia, #0 Vi)
. . 0
0 * 0 (ann )_l

Ce préconditionnement est en particulier efficace pour les matrices a diagonale
dominante.



chapitre Il

Algorithmes directs

On considére le systéme linéaire de » équations a » inconnues, Ax =b, a solution
unique (on suppose que det(A4)#0). Les notations concernant les coefficients et
inconnues de ce systéme linéaire sont définies au chapitre I.

On présente dans ce chapitre les principaux algorithmes directs permettant la résolution
de tels systémes linéaires, a savoir I’algorithme de Gauss (simple ou avec pivotage),
I’algorithme LU et ses variantes, et 1’algorithme de Householder.

Définition

Un algorithme direct fournit la solution du systéme en un nombre fini d’opérations
arithmétiques (+,-,X, +).

1  SYSTEMES LINEAIRES TRIANGULAIRES

Les algorithmes directs consistent a remplacer le systéme linéaire initial par un systéme
triangulaire équivalent (ou un ensemble équivalent de systémes triangulaires), qui est
ensuite résolu. C’est pourquoi cette section préliminaire traite des algorithmes de
résolution de systémes triangulaires, qui sont a associer, dans les algorithmes directs,
aux différents algorithmes de triangulation.

1.1 Systemes triangulaires inférieurs
On appelle systeme triangulaire inférieur, un systéme linéaire dont la matrice 4 est

triangulaire inférieure, ¢’est-a-dire telle que a, =0 Vi<n, Vj/i<j<n.

a,x, =b,
ay X, +ayx, =b,
L téme s’écrit alors :
¢ systeme s cc ors a,x, +a,x, +a,x, +....+a,x, =b,

a, X, +a,x, +a,x+..+a,x, =

La résolution d’un tel systéme s’effectue en considérant les équations par ordre
croissant : de la premiére équation on peut déduire x,, puis x, de la 2°™ équation, ...,

x, de la i™ équation, et ainsi de suite jusqu’a x, .

Ce processus est possible puisque, le systéme étant supposé de Cramer, aucun des
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termes diagonaux de la matrice n’est nul.

L’algorithme de résolution d’un systéme triangulaire inférieur de Cramer s’écrit donc :

Pour i=1,2,...,n faire
i—1

x, = (b, —Zai/.xj)/aﬁ
j=1

fin faire

La complexité de cet algorithme (définie comme le nombre de multiplications et

nn+1)

divisions, cf. chapitre I, § 2) est =0(n*).

1.2 Systémes triangulaires supérieurs

Définition
On appelle systeme triangulaire supérieur, un systéme linéaire dont la matrice est
triangulaire supérieure, c’est-a-dire telle que a, =0 Vi<n, Vj/j<i.

a,x, +a,x, +a,x,+....+a,x, =b

ay X, + apX, + Ay Xy +..ta,, X
Un tel systéme linéaire a I’allure suivante : a,x, +a,x, +a;x; +....+a,x, = b,

anfl,nfl'xnfl + anfl,n'xn = bnfl

ann xn = bVl

La résolution s’effectue en considérant les équations par ordre décroissant. De la
derniere équation on peut déduire x, , puis on tire x,  de la n-1°"° équation,..., x;de la

i°™° équation, ..., et ainsi de suite en remontant jusqu’a x, .

D’ou I’algorithme de résolution d’un systéme triangulaire supérieur de Cramer :
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nn

Pour i=n-1,n-2,...,1 faire

x, =(b - Z a;x;)/a,

J=i+l

fin faire

La complexité de cet algorithme est identique a celle de la résolution d’un systéme
triangulaire inférieur : O(n’).

2 ALGORITHME DE TRIANGULATION DE GAUSS

2.1 Principe

Principe de I’algorithme de Gauss

L’algorithme de triangulation de Gauss est une généralisation de la méthode dite
d’élimination, qui permet la résolution a /a main des petits systémes linéaires.

La méthode consiste a exprimer la premiére inconnue x, en fonction des autres

inconnues a partir de la premiére équation, puis a reporter cette expression dans les
équations suivantes, qui deviennent ainsi indépendantes de x, (x, a été éliminé). Puis on

exprime x, a partir de la 2™ équation, et on reporte son expression dans les équations
suivantes (on élimine x,), et ainsi de suite jusqu’a obtenir un systeéme triangulaire

supérieur équivalent au systéme initial, qu’il suffit de résoudre en appliquant
I’algorithme présenté au § 1.2.

Exemple de procédé d’élimination sur un systéme 3 x 3
2x,+x,+x, =4
Considérons le systeme linéaire de 3 équations a 3 inconnues : (S;) 13x,+2x, +x; =5
X, +3x,+3x, =7

., . g X, X . ,
De la premiére équation on peut déduire que x, =2——=—— expression que 1’on
‘ 2

2
reporte dans les équations 2 et 3 pour obtenir le systéme (S1) équivalent a (So) :
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2%, +x,+x,=4

1 1
S)eE) oxn-gx=-1
3% %

2 2

=5

De la deuxiéme équation de (S1) on peut déduire que x, =—2+x,, expression que I’on

reporte dans 1’équation 3 pour obtenir le systéme (S2) équivalent a (S1) et (So) :

2%, +x,+x,=4
xZ x3
2 2
5x,=10

(So) <:>(Sl) ¢>(Sz) =-1

Notons que ce procédé a pu aboutir, apres élimination de x, etx,, au systéme

triangulaire (Sz2), grace au fait que les termes diagonaux par lesquels on a effectué¢ des
divisions (on les nomme les pivots), étaient non nuls.

Les matrices et seconds membres des systémes linéaires (So), (Si), (S2) sont
successivement :

2 1 1 4 2 1 1 4
AV=4=|3 2 1| b =b=|5 A= 0 05 05| pV=|-1
1 3 3 7 0 25 25 5
2 1 1 4
AP = 0 05 -05| p?P=|1
0 0 5 10
2.2 Algorithme de Gauss

On considere le principe d’élimination des inconnues, décrit sur un exemple au § 2.1,
que I’on applique a un systéme de taille quelconque :
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(0) (0) (0) — 1
ay’ xta, x,+..+a, x,=b

0) (0) (0) — 1(0)
a, x,tay, x,+t..+a, x,=b,

5
0 (0) (0) ©0) o _ 10
a, xta ' x,+..+ta, x,=b

) (0) O . —pO
a)/x,+ay,x,+..+a,’ x =b

nn

ou A” =4 et b =bsont respectivement la matrice et le second membre du systéme

linéaire & résoudre. Si le premier pivot a\,’ est non nul, on peut éliminer x, :

[0 _N 0 )
x =| b _Zau x; |/ ay
j=2
On reporte cette expression de x, dans le systeme (So) pour obtenir le systéme (Si)

équivalent au systéme (So), dont la matrice et le second membre sont respectivement
AV et B :

o M M —p0 M) _ (0
ay x ta, x,+.+taq), x, —b1 a; a,; VJ b(l) :b(o)
m ) M _ 0 o _ ’ ! !
ay X+ ay, X, +..ta, x, =b a,=0
0) _(0)
a,’a
1 1
S) o 0 W q Avec g m _ o T 7
ay x,+a’ x,+..+a,’ x =b i i 20
i2 11 P
i,j=2,..,n
aOp©
pO = p© _ 41 %
o 0 o _p0 i =0 ©
a,/x+a;x,+..+a, x =b a,

On a ainsi, en supposant le pivot a}’ non nul, remplacé le systéme initial 4”x = »b”

par un systéme équivalent, 4AVx = b, tel que la partie sous-diagonale de la 1°¢
colonne de 4" soit nulle. La figure II.1 présente I’algorithme d’élimination de x,, qui
permet de calculer les coefficients du systéme linéaire (S1).

Dans I’algorithme de Gauss (cf. figure 11.2), cette procédure est ensuite appliquée aux
n—1 derniéres lignes du systéme linéaire (S1) (si le pivot ai) est non nul), créant ainsi
le systéme équivalent 4”x = b, tel que la partie sous-diagonale des deux premiéres
colonnes de la matrice 4 est nulle, ..., et ainsi de suite jusqu’au systéme triangulaire
supérieur A" x = p",

La résolution de ce systéme triangulaire peut alors étre réalisée grace a 1’algorithme
présenté au § 1.2.
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Remarques

e Une des caractéristiques de I’algorithme de Gauss est que les calculs successifs de
coefficients concernent a la fois les matrices et les seconds membres,
contrairement aux algorithmes directs de type LU (cf. § 3). Cet ¢élément de
comparaison est susceptible, dans certains cas, d’influencer le choix d’un
algorithme direct adéquat.

e Les matrices successives obtenues par 1’algorithme de triangulation de Gauss ont
toutes le méme déterminant, égal au déterminant de 4. La derniére matrice, 4",

étant triangulaire supérieure, on a donc det 4 =[Ja\"™" . L’algorithme de Gauss
i=1

constitue ainsi I’une des méthodes de calcul d’un déterminant.

pour k=1,2,,..,n-1

0 m pouri=1,2,,..k
a, =dap

b =p©
pourj=273,..,n

k) — (k=1)
a, =a;
(k) _ g, (k=1)
b® = b

pourj=i+1,i+2,..n

= a® = g+
() 4 4
a; =0 (k)
a; =0
fin pour
fin pour
our i =2,3,..,n
P ”’ fin pour

pourj=23..n )
pouri=k+Lk+2,.,n

a4
il Ij .
a;’ =a;,°)—# pourj=k+1Lk+2,.,n
a; %D gD
hy _ G-y _ Yk “
fin pour a;’ =a i
aVp® ik
b =pO - fin pour
a©
n a*FDpkh
fin pour b,.(“ — b,.“"” _ %
n
figure II.1 — Algorithme d’élimination fin pour
de x, fin pour

figure I1.2 — Algorithme de Gauss

Mise en ceuvre de I’algorithme de Gauss

On peut remarquer que dans 1’algorithme de Gauss (cf. figure 11.2), lors du calcul des
coefficients du systéme linéaire 4“’x = »*), chaque coefficient du systéme linéaire
A" Dx = p"V g™ ou b ne sert que lors du calcul du nouveau coefficient
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correspondant, respectivement a;” ou b’. Ceci permet de stocker tous les coefficients

des systémes linéaires successifs dans un seul tableau.

11 est par exemple possible d’utiliser un tableau rectangulaire, noté C, a n lignes et n+1
colonnes. Les n premiéres colonnes de C sont initialisées avec les coefficients de la
matrice 4 du systéme linéaire a résoudre, et la n+1°™ colonne est initialisée avec les
coefficients du second membre b. Au cours de la procédure de triangulation, les valeurs
de C sont transformées selon 1’algorithme de Gauss. Il est classique, pour gagner du
temps, de ne pas réaliser effectivement la mise a zéro des coefficients de la sous-
diagonale. L’organigramme de mise en ceuvre de I’algorithme de Gauss présenté sur la
figure I1.3 correspond a cette option.

2.3 Exemples

On considere 2 exemples de mise en ceuvre de 1’algorithme de Gauss, selon le mode de
stockage et I’organigramme de la figure 11.3, sur des systémes linéaires de 4 équations a
4 inconnues.

Exemple 1
2 1 1 1 5
. o 1 211 5
On considére le systéme linéaire Ax =b, avec A= L1 21 et b= 5| dont la
1 11 2 5
1
solution exacte est s= Ll La mise en ceuvre en simple précision (32 bits) de
1

I’algorithme de Gauss conduit a un systéme triangulé dont les coefficients peuvent étre
trouvés dans le tableau C final de la figure 11.4.

La résolution du systéme triangulaire fournit ensuite la solution numérique du systéme
1.000000

L 1.000000 s e ,

linéaire : s'= . L’erreur relative, ———=, est inférieure a 107/, du fait de
0.9999999 lIs|l.
1.000000

la petite taille du systéme linéaire et de son bon conditionnement.
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/pourk:1,2,..n—1 \

pouri=k+1Lk+2,.n

o« Sk

sic, #0 ("pivot" non nul)
Cik

pourj=k+1,k+2,.n,n+1
C,; ¢ —acy

fin pour

fin pour

K fin pour /

figure I1.3 — Organigramme de mise en ceuvre de I’algorithme de Gauss ; stockage
de tous les coefficients dans un seul tableau rectangulaire C ; les coefficients sous-
diagonaux ne sont pas mis a zéro

2.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 5.0000000
1.0000000 2.0000000 1.0000000 1.0000000 5.0000000
1.0000000 1.0000000 2.0000000 1.0000000 5.0000000
1.0000000 1.0000000 1.0000000 2.0000000 5.0000000

tableau C initial

2.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 5.0000000
1.0000000 1.5000000 0.5000000 0.5000000 2.5000000
1.0000000 0.5000000 1.3333333 0.3333333 1.6666667
1.0000000 0.5000000 0.3333333 1.2500000 1.2500000

tableau C final

figure I1.4 — Etats initial et final du tableau C associé a ’exemple 1, apreés
mise en ceuvre de [’algorithme de Gauss selon [’organigramme de la figure
11.3, en simple précision

Exemple 2
10 7 8 7 32

AN W

7 23
On consideére le systéme linéaire Ax =b, avec 4 = 0 9 et b= 330 dont
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1
la solution exacte est s = L La mise en ceuvre en simple précision (32 bits) ou en
1

double précision (64 bits) de 1’algorithme de Gauss conduit a un systéme triangulé dont
les coefficients peuvent étre trouvés dans le tableau C final de la figure I1.5.

En simple précision, la résolution du systéme triangulaire fournit comme solution
numérique du systéme linéaire :

0.9999927
1.000012
0.9999968
1.000002

s~ sl

sl

ce systeme linéaire, ce qui est dil & son mauvais conditionnement (cf. § 3.1).

L’erreur relative , de I’ordre de 10, est élevée compte tenu de la petite taille de

En double précision, la solution numérique devient :

0.999999999999995
1.00000000000001
0.999999999999997 |
1.00000000000000

sl
sl

permet de limiter les effets néfastes du mauvais conditionnement.

L’erreur relative , de I’ordre de 10'°, montre que la précision des calculs

2.4 Complexité

La complexité de ’algorithme de Gauss est un O(n’). Ce résultat appelle plusieurs
remarques :

e La complexité de la résolution d’un systéme triangulaire est un O(n*). Pour les

gros systémes linéaires, le temps de résolution du systéme triangulé¢ est donc
négligeable devant le temps de triangulation.

e Le degré de finesse d’un maillage (¢léments finis, différences finies ...) a une
énorme influence sur le temps de résolution du systéme linéaire résultant de la
discrétisation des équations. Si par exemple, en affinant un maillage, on multiplie
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le nombre d’inconnues par 10, le temps de résolution du systéme linéaire par
I’algorithme de Gauss est alors multiplié par 1000.

10.000000 7.000000 8.000000  7.0000000 32.0000000
7.000000 5.000000 6.000000  5.000000  23.0000000
8.000000 6.000000 10.000000 9.0000000 33.0000000
7.000000 5.000000 9.000000 10.0000000 31.0000000

tableau C initial

10.000000 7.0000000 8.000000 7.0000000 32.000000
7.0000000 0.1000001 0.4000001 0.1000001 0.6000004
8.0000000 0.1000001 2.000001 3.0000000 5.0000000
7.0000000 0.1000001 3.000000 0.5000025 0.5000035

tableau C final (simple précision)

10.0000000000000  7.00000000000000  8.00000000000000  7.00000000000000 32.0000000000000
7.00000000000000  0.100000000000001  0.400000000000000  0.100000000000001  0.600000000000001
8.00000000000000  0.399999999999999  2.00000000000001 3.00000000000000 5.00000000000001

7.00000000000000  0.100000000000001  3.00000000000000  0.500000000000020  0.500000000000020
tableau C final (double précision)

figure IL.5 — Etats initial et final du tableau C associé a l’exemple 2, aprés mise en
ceuvre de l’algorithme de Gauss selon [’organigramme de la figure 11.3, en simple
précision, et double précision

2.5 Phénomeéne d’instabilité

Au cours de I’algorithme de triangulation, on effectue un certain nombre de divisions
par des coefficients, nommés pivots (les c,, dans I’organigramme de la figure 11.3). Il

faut donc s’attendre a un blocage lorsque I’on rencontre un pivot nul. Par ailleurs, les
valeurs non nulles mais trés petites de pivots conduisent a des solutions numériques non
satisfaisantes ; ce phénomeéne est appelé instabilité de [’algorithme de Gauss.

. . e 1\ x 0.5 . 0.5 1
Le systéme linéaire = , dont la solution exacte est s =——
I 1){x, 1 1-e\1-2¢

permet d’illustrer simplement ce phénoméne d’instabilité. Le procédé de triangulation

& 1 X 0,5
de Gauss conduit au systéme équivalent : 0 1 ( ! j = 1



