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	Prefácio

	EUÉ do conhecimento comum entre os matemáticos que grande parte da álgebra moderna tem suas raízes na questão da solubilidade de equações por radicais. O objetivo deste texto é fornecer aos alunos de graduação em matemática e aos futuros professores de matemática do ensino médio uma introdução de um semestre à álgebra moderna que mantém essa relação em vista o tempo todo.

	A maioria dos textos de álgebra modernos emprega uma estratégia axiomática que começa com grupos abstratos e termina com corpos, ignorando a questão da solubilidade de equações por radicais. Em contraste, seguimos a trilha do papel desde a solução renascentista da equação cúbica até a descrição de Galois de suas ideias. No processo, todos os conceitos importantes são encontrados, cada um de maneira bem motivada.

	Um ano de cálculo fornece todas as informações necessárias para a compreensão de todos os tópicos deste texto, que tem muitos diferenciais:

	Desenvolvimento histórico. Os alunos preferem saber as verdadeiras razões subjacentes à criação das estruturas matemáticas que encontram. Eles também gostam de estar em contato direto com as obras dos principais impulsionadores da matemática. Este texto tenta trazê-los o mais próximo possível da fonte.

	Grupos e corpos finitos estão enraizados em algumas investigações específicas de Lagrange, Gauss, Cauchy, Abel e Galois sobre a solubilidade de equações por radicais. Este texto torna essas conexões explícitas. A prova de Gauss da construtibilidade do polígono regular de 17 lados é incorporada ao desenvolvimento, e o argumento apresentado é apenas uma paráfrase do que aparece nas Disquisitiones. Da mesma forma, a prova do Teorema 8.10 é apenas uma reorganização daquela dada por Abel em seu artigo sobre a equação quíntica. A construção dos campos de Galois é realizada na forma de um comentário nas páginas iniciais do artigo de Galois Sobre a Teoria dos Números, que são citados literalmente no texto. Vários documentos importantes também estão incluídos como apêndices.

	organização coesa. O desenvolvimento histórico do material permite muito pouca flexibilidade. Cada capítulo elucida parte do material anterior e motiva ideias que vêm depois. A vantagem dessa abordagem é a mesma da boa motivação em geral: ela ajuda na compreensão ao fornecer aos alunos uma estrutura na qual encaixar os vários conceitos que encontram. Um curso de um semestre pode ser construído com base nas Seções 1.1, 2.1–5, 3.1–2. 4.1–2, 5.1–2, 6.1–3, 7.1–3, 8.1–4, 9.1–5 e 10.1.

	Figura 0.1ilustra a percepção do autor sobre a evolução da teoria abstrata de grupos (ignorando todas as contribuições geométricas e muitas das teóricas dos números). O número à direita de cada caixa denota o capítulo em que este tópico é discutido. As setas sólidas correspondem a conexões que são tratadas com alguma profundidade, enquanto as que são exibidas por setas tracejadas são tocadas apenas informalmente.

	Figura 0.1A génese da teoria dos grupos finitos.

	Os capítulos 1 a 3 são dedicados à formalização da noção de solubilidade por radicais. A prova de Gauss da construtibilidade do polígono regular de 17 lados é o teorema fundamental desta parte do curso. A teoria dos campos é desenvolvida nos Capítulos 4 a 7. O Teorema do Elemento Primitivo da Seção 7.3 serve como um divisor de águas: ele unifica muitos dos conceitos importantes que o precedem e motiva a noção de ciclicidade que vem depois. A teoria de grupos é desenvolvida nos Capítulos 8 a 10. Ela começa com uma explicação da relevância das permutações para a solubilidade por radicais, segue para a discussão de grupos de permutação e grupos abstratos e conclui com a descrição de grupos quocientes. O Capítulo 11 destina-se a familiarizar os alunos com algumas das ferramentas padrão da teoria elementar de grupos.

	exercícios. Cada seção é seguida por seu próprio conjunto de exercícios. Estes vão desde a rotina ao desafio. Cada capítulo tem um conjunto adicional de exercícios de revisão fáceis adicionados para lembrar os alunos dos pontos principais do capítulo. Existem mais de 1.000 desses exercícios de revisão de capítulo e de final de seção. As respostas para exercícios ímpares selecionados aparecem no final do livro. A maioria dos capítulos também é acompanhada por uma coleção de projetos complementares de computador e/ou matemática. Algumas das últimas envolvem questões abertas.

	pedagogia adicional. Cada capítulo começa com uma introdução e termina com um resumo. Os propósitos da introdução e do resumo são fornecer ao aluno uma visão geral do capítulo e, às vezes, comentar sua relação com os capítulos anteriores. Os exemplos estão integrados na exposição e são destacados por uma anotação na margem. Os novos termos de cada capítulo são listados, juntamente com as páginas em que são definidos, após o resumo do capítulo.

	Manual do instrutor.Um manual do instrutor está disponível. Ele contém as respostas para todos os exercícios de revisão do final da seção e do capítulo. Alguns trabalhos de casa e testes sugeridos também estão incluídos.

	Prefácio à segunda edição

	Surpreendentemente, descobriu-se que a abordagem histórica também poderia ser usada para ensinar a teoria dos anéis. O ponto de partida é o Teorema de Pitágoras, visto como uma equação diofantina. O Capítulo 12 começa aí e segue para a caracterização de Fermat dos primos que são a soma de dois inteiros quadrados. A partir daí, passamos à reciprocidade quadrática e aos inteiros gaussianos. A questão dos primos gaussianos é natural e alguma atenção é dada aos sistemas numéricos variantes com radicais[image: OEBPS/images/minus-root2.gif]ou[image: OEBPS/images/minus-root3.gif]. O capítulo termina com uma discussão sobre a decisão de Kummer de redefinir a noção de primalidade.

	Campos quadráticos, inteiros quadráticos e ideais são definidos e a aritmética dos ideais é explorada no Capítulo 13. Mostra-se que a aritmética dos ideais possui a única propriedade de fatoração. Finalmente, o Capítulo 14 discute anéis e ideais da maneira abstrata de hoje.

	A compreensão do autor sobre a teoria dos números algébricos de baixo nível no Capítulo 13 vem da leitura de uma das muitas monografias expositivas de Keith Conrad. As soluções para os exercícios selecionados nos Capítulos 13 e 14 foram derivadas por Grant Serio e estão incluídas com sua permissão. Katie Ballentine, Annika Denkert e Mark Hunacek depuraram partes do manuscrito, que foi habilmente composto por Lon Mitchell.

	Junho de 2013

	Saul Stahl Lawrence, Kansas

	 

	Capítulo 1

	A HISTÓRIA ANTIGA

	TSEU CAPÍTULO CONTÉM um relato informal da história inicial da questão da solubilidade de equações de graus um, dois e três em uma única incógnita. As fórmulas que fornecem as soluções conduzem de forma natural à discussão das origens dos números complexos. Também aproveitamos esta oportunidade para revisar algumas informações bem conhecidas sobre a equação quadrática.

	1.1 A Revelação

	Existe um consenso geral entre os historiadores da matemática de que a matemática moderna surgiu em meados do século XVI, quando os esforços combinados dos matemáticos italianos Scipione del Ferro, Niccolò Tartaglia e Gerolamo Cardano produziram uma fórmula para a solução de equações cúbicas. Pela primeira vez, os matemáticos da Europa Ocidental conseguiram resolver um problema cuja solução escapou às melhores mentes matemáticas da antiguidade. Arquimedes, um dos maiores matemáticos, cientistas e engenheiros de todos os tempos, havia resolvido algumas equações cúbicas em termos das interseções de uma parábola e uma hipérbole adequadas. Omar Khayyam, um dos mais proeminentes matemáticos e poetas árabes, também se esforçou muito em suas soluções geométricas de casos especiais da equação cúbica, mas não conseguiu encontrar a fórmula geral. No entanto, o significado desta realização dos matemáticos renascentistas não se limita à dificuldade do problema que foi resolvido. Tentaremos mostrar como as questões levantadas por essa solução acabaram levando à criação da álgebra moderna e à descoberta de paisagens matemáticas jamais sonhadas, mesmo por investigadores imaginativos como Arquimedes e Khayyam.

	O interesse pelas equações algébricas remonta aos primórdios da história escrita. O Rhind Mathematical Papyrus, encontrado no Egito por volta de 1856, é uma cópia de uma lista de problemas matemáticos compilados em algum momento durante a segunda metade do século XIX aC, ou possivelmente até antes. O vigésimo quarto desses problemas diz: “Uma quantidade e seu 1/7 adicionados tornam-se 19. Qual é a quantidade?” Em outras palavras, qual é a solução da equação

	[image: OEBPS/images/2-1.gif]

	O método empregado pelo escriba veio a ser conhecido como o método da falsa posição. Ele substitui o desconhecido por 7 e observa que

	[image: OEBPS/images/2-2.gif]

	A partir disso, ele conclui que a resposta correta é obtida ao multiplicar o primeiro palpite de 7 por 19/8:

	[image: OEBPS/images/2-3.gif]

	Curiosamente, o escriba verifica novamente sua solução, substituindo-a no problema original e verificando que

	[image: OEBPS/images/2-4.gif]

	Não discutiremos os méritos e as limitações do método da posição falsa, exceto para observar que a ideia de obter uma solução correta para uma equação começando com um palpite possivelmente falso e depois modificando esse palpite foi refinada em técnicas poderosas para encontrar números numéricos. soluções, uma das quais será descrita na Seção 3.3. Gostaríamos, no entanto, de salientar que a equação geral de primeiro grau é hoje definida como

	[image: OEBPS/images/2-5.gif]

	e que as regras da álgebra produzem

	[image: OEBPS/images/2-6.gif]

	como sua solução única.

	Os matemáticos da Mesopotâmia daquela época podiam resolver equações muito mais intrincadas e, de fato, já haviam desenvolvido técnicas para resolver o que hoje chamamos de equações quadráticas. Essas técnicas empregavam o método geométrico de “completar o quadrado”. Os gregos, indianos e árabes conheciam esse método, tendo-o derivado independentemente ou talvez aprendido com seus predecessores e/ou vizinhos. No século IX, o matemático persa al-Khwarizmi[image: OEBPS/images/c01-1.gif]escreveu o livro Hisab al-jabr w'al-muqa-balah[image: OEBPS/images/c01-2.gif]no qual ele explicou cuidadosamente um compêndio de técnicas algébricas aprendidas em várias civilizações passadas. A clareza de sua exposição rendeu a ele e a seu livro a imortalidade, pois a parte al-jabr do título evoluiu para a palavra álgebra, e o nome do autor é a fonte da palavra algoritmo. Um trecho deste livro expondo a solução para a equação quadrática

	[image: OEBPS/images/3-1.gif]

	aparece no Apêndice A. A solução moderna da quadrática também depende da conclusão do quadrado. A equação quadrática geral tem a forma

	(1.1) [image: OEBPS/images/eq1-1.gif]

	e suas soluções são encontradas primeiro fatorando o coeficiente a e depois completando o resto para um quadrado perfeito. Assim, primeiro dividimosEquação 1.1através de a para obter a equação

	(1.2) [image: OEBPS/images/eq1-2.gif]

	O lado esquerdo deEquação 1.2é então transformado em um quadrado quase perfeito:

	[image: OEBPS/images/3-3.gif]

	A equação quadrática original foi assim transformada em

	[image: OEBPS/images/3-3a.gif]

	ou

	[image: OEBPS/images/3-4.gif]

	Daí a equação quadrática geral,Equação 1.1, tem as duas soluções

	[image: OEBPS/images/3-5.gif]

	É claro que se a, b e c são números reais, então essas duas soluções são reais e distintas se b2 − 4ac > 0, são reais e idênticas se b2 − 4ac = 0 e são imaginárias e distintas se b2 − 4ac < 0. Outro dado importante a ter em conta (Exercícios 1.1.5 e 1.1.6) é que

	[image: OEBPS/images/4-1.gif]

	de onde segue que é fácil construir uma equação quadrática cujas raízes são pré-especificadas. Como teremos várias oportunidades de nos referir a essas identidades posteriormente, elas são enunciadas como uma proposição cuja prova é relegada ao Exercício 1.1.14.

	Proposição 1.3Para quaisquer dois números r e s a equação quadrática

	[image: OEBPS/images/4-2.gif]

	tem r e s como raízes.

	É razoável neste ponto aumentar a aposta e pedir uma fórmula que produza a solução da equação cúbica geral

	(1.4) [image: OEBPS/images/eq1-4.gif]

	Há indícios de que os mesopotâmios já tentaram sistematizar a busca de soluções de equações cúbicas, e sabemos com certeza que os gregos tentaram o mesmo. Como foi mencionado acima, o avanço final não ocorreu até meados do século XVI, quando foi demonstrado que uma solução da equação

	[image: OEBPS/images/4-3.gif]

	é dado pela expressão

	(1.5)[image: OEBPS/images/eq1-5.gif]

	Como veremos mais tarde, muito pouco trabalho adicional é necessário para passar desta fórmula para uma fórmula para a equação cúbica geral (Equação 1.4), e assim a Fórmula 1.5 pode ser considerada como a etapa crucial, mesmo que não forneça a solução para a equação cúbica mais geral.

	Em analogia com as antigas soluções da quadrática, esta solução era obtida por um processo geométrico de completar o cubo. Trechos da descrição de Cardano da solução estão contidos no Apêndice B. Uma derivação moderna dessa fórmula aparece no Capítulo 3, e nos restringimos aqui ao exame de algumas aplicações instrutivas da Fórmula 1.5. Surpreendentemente, esta fórmula levanta algumas questões muito interessantes.

	Considere a equação cúbica x3 − 1 = 0. Aqui p = 0 e q = −1, e assim a Fórmula 1.5 produz

	[image: OEBPS/images/5-1.gif]

	Que é como deveria ser. No entanto, para a equação x3 + 6x − 20 = 0, que Cardano usa como ilustração em seu Ars Magna, a mesma fórmula fornece a solução

	[image: OEBPS/images/5-2.gif]

	Pode-se facilmente verificar com o auxílio de uma calculadora que a solução acima concorda com 2 a pelo menos oito casas decimais, e a verificação matemática de que a concordância é absoluta fica para o Exercício 1.1.1. Nosso objetivo ao apresentar este exemplo foi chamar a atenção para a possibilidade de que a Fórmula 1.5 possa apresentar uma solução correta de uma forma desnecessariamente complicada. Essa ofuscação torna-se muito mais preocupante no caso da equação x3 − 15x − 4 = 0, tratada por Rafael Bombelli em sua Álgebra (1572). A fórmula 1.5 fornece a solução

	(1.6)[image: OEBPS/images/eq1-6.gif]

	No entanto, verifica-se facilmente por inspeção que x = 4 também é solução dessa cúbica e, como

	[image: OEBPS/images/5-3.gif]

	mais duas soluções da equação original são obtidas resolvendo a equação quadrática

	[image: OEBPS/images/5-4.gif]

	Como as soluções desta quadrática são −2 ±[image: OEBPS/images/c01-3.gif], nos deparamos com a questão de qual dos três números 4 ou −2 ±[image: OEBPS/images/c01-4.gif]está disfarçado como Expressão 1.6. Além disso, essa expressão complicada envolve raízes quadradas de números negativos, ou seja, quantidades imaginárias, enquanto 4 e −2 ±[image: OEBPS/images/c01-5.gif]são todos números reais. Esse aparente paradoxo foi resolvido por Bombelli, que simplificou a Expressão 1.6 definindo

	[image: OEBPS/images/6-1.gif]

	cubando ambos os lados e derivando a = 2 eb = 1 das equações simultâneas resultantes. Em vez de exibir os detalhes de sua solução, simplesmente apontamos que, de fato,

	[image: OEBPS/images/6-2.gif]

	e da mesma forma

	[image: OEBPS/images/6-3.gif]

	Consequentemente,

	[image: OEBPS/images/6-4.gif]

	Assim, os usuários da fórmula cúbica ignoram os chamados números imaginários por sua conta e risco. Tais preconceitos custam a perda de algumas soluções reais para equações reais. Isso é confirmado pela equação de aparência inocente x3 − 3x = 0. A Fórmula 1.5 fornece a solução

	[image: OEBPS/images/6-5.gif]

	e mesmo se alguém for muito cético sobre a existência de quantidades imaginárias, é muito tentador acreditar nelas apenas o tempo suficiente para que os radicais acima se cancelem e produzam a raiz x = 0, que sabemos ser correta.

	A solução para a equação cúbica é o contexto no qual os números imaginários foram discutidos pela primeira vez pelos matemáticos. Cardano brincou com eles e depois os rejeitou como inúteis. Bombelli deu-lhes mais crédito, mas foi apenas cerca de 200 anos depois que o trabalho de Leonhard Euler, Pierre-Simon de Laplace e, mais tarde, o de Carl Friedrich Gauss, Augustin-Louis Cauchy e Niels Abel transformaram o sistema numérico complexo , consistindo em números reais e imaginários, em uma ferramenta indispensável para pesquisadores matemáticos.

	O Ferro-Tartaglia-Cardano Fórmula 1.5 sofre de uma grave deficiência. Esta fórmula fornece no máximo uma solução para qualquer equação cúbica, mesmo quando tal equação é conhecida por ter três raízes reais distintas, como é o caso de x3 − x = 0 cujas raízes são 0 e ±1. Tendo em vista o fato de que a fórmula quadrática deEquação 1.1consegue incorporar todas as soluções em uma expressão, não parece irracional esperar o mesmo da contraparte cúbica. Como veremos no próximo capítulo, os números complexos nos permitirão encontrar exatamente essa expressão.

	Exercícios 1.1

	1.Prove que[image: OEBPS/images/c01-6.gif]

	2.Prove que[image: OEBPS/images/c01-7.gif].

	3.Resolva a equação 3x2 − 2x − 2 = 0.

	4.Resolva a equação x4 −3x2 + 2 = 0.

	Se r e s são as raízes da equação quadrática ax2 + bx + c = 0, prove as identidades nos Exercícios 1.1.5 a 1.1.7.

	5.r + s = −b/a

	6.rs = c/a

	7.r2 + s2 = (b2 −2ac)/a2

	Se r e s são as raízes da equação quadrática ax2 + bx + c = 0, reescreva as expressões dos Exercícios 1.1.8 a 1.1.13 em termos de a, b e c. Sempre que necessário, você pode assumir que os denominadores não são zero.

	8.1/r + 1/s

	9.r3 + s3

	10.r2s + rs2

	11.(r − s)2

	12.1/r2 + 1/s2

	13.1/r2s + 1/rs2

	14.Prove a Proposição 1.3.

	15.Se r e s são as raízes da equação x2 + px + q = 0, qual é a equação do segundo grau cujas raízes são r + s e rs?

	16.Se r, s ≠ 0 são as raízes da equação x2 + px + q = 0, qual é a equação do segundo grau cujas raízes são 1/r e 1/s?

	17.Para quais valores reais de α as raízes da equação x2 + ax + a = 0 são reais?

	18.Para quais valores de m a equação x2 − 2x(1 + 3m) + (3 + 2m) = 0 terá raízes iguais?

	Resumo do capítulo

	Este capítulo introdutório foi usado para revisar brevemente as soluções das equações de primeiro e segundo grau em uma única incógnita. A história da solução da equação cúbica também foi discutida e a relação dessa fórmula com o sistema de números complexos foi examinada.

	Exercícios de revisão do capítulo

	Marque as alternativas a seguir como verdadeiras ou falsas.

	1.Todo número real é a solução de alguma equação.

	2.Cada par de números reais é o conjunto solução de alguma equação quadrática.

	3.Toda equação tem pelo menos uma solução.

	Novos Termos
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	Capítulo 2

	NÚMEROS COMPLEXOS

	TAO LONGO DA HISTÓRIA, a introdução de novos números foi recebida com considerável resistência por parte dos matemáticos. Diz a lenda que o descobridor dos números irracionais foi recompensado por ser afogado por seus companheiros gregos. Seja como for, o fato é que esses números foram marcados com o rótulo pejorativo de irracional, uma palavra que, quando usada em contextos não matemáticos, tem conotações depreciativas definidas. O mesmo, é claro, se aplica aos números negativos. Os números imaginários foram amaldiçoados com o que é indiscutivelmente a pior nomenclatura da matemática. Dadas as consideráveis dificuldades que os estudantes médios enfrentam para aprender a disciplina rigorosa da matemática, eles podem ser culpados por se recusarem a lidar com quantidades que os próprios matemáticos admitem serem imaginárias?

	A melhor maneira de superar a resistência das pessoas a um novo conceito é convencê-las de sua utilidade. Consequentemente, será demonstrado que a ampliação de nosso campo de operações para incluir os números complexos aumenta muito o poder da fórmula cúbica de Ferro-Tartaglia-Cardano. Em seguida, os números complexos serão usados para resolver alguns problemas de construção de geometria plana com régua e compasso. Somente na última seção deste capítulo será abordada a questão da existência dos números complexos.

	2.1 Funções Racionais de Números Complexos

	Assim como fizeram os matemáticos dos séculos XVIII e XIX, assumimos aqui a existência de um número i que tem a propriedade de i2 = −1.

	A prova rigorosa da existência de i é adiada para a Seção 2.6. Enquanto isso, o número i deve ser tratado apenas como uma variável, com a única condição adicional de que sempre que i2 ocorrer em uma expressão algébrica, ele pode ser substituído por -1. Um número complexo é uma expressão da forma a + bi onde a e b são quaisquer números reais. Quando b = 0 tal número é chamado de número imaginário e quando b = 0 diz-se que é real. Esses números complexos podem ser adicionados e subtraídos como polinômios. Desta forma,

	[image: OEBPS/images/10-1.gif]

	A multiplicação de números complexos também se assemelha à de polinômios, exceto que cada ocorrência de i2 é substituída por -1. Desta forma,

	[image: OEBPS/images/10-2.gif]

	A divisão de números complexos imita o conhecido processo de racionalização de denominadores. Desta forma,

	[image: OEBPS/images/10-3.gif]

	Surpreendentemente, todas essas operações aritméticas podem receber interpretações visuais ou geométricas muito interessantes. Para conseguir isso, representamos cada número complexo a + bi pelo ponto (a, b) do plano cartesiano. O ponto (a, b) é chamado de representação cartesiana do número complexo a + bi. Dados dois números complexos a + bi e c + di, sejam suas representações cartesianas P = (a, b) e Q = (c, d) (Figura 2.1). a soma deles

	Figura 2.1adição complexa

	[image: OEBPS/images/11-1.jpg]

	[image: OEBPS/images/10-4.gif]

	é representado pelo ponto R = (a + c, b + d). No entanto,

	[image: OEBPS/images/10-5.gif]

	e

	[image: OEBPS/images/10-6.gif]

	Consequentemente, PR || OQ e QR || OP e então OPRQ é um paralelogramo. Assim, vemos que a adição de números complexos se assemelha à de vetores. Essas considerações são resumidas a seguir.

	Proposição 2.1Seja O a origem do plano cartesiano e sejam P e Q as representações cartesianas dos números complexos a + bi e c + di, respectivamente. Se a soma dos dois números complexos for representada pelo ponto R, então o quadrilátero OPRQ é um paralelogramo.

	Para dar uma interpretação visual à multiplicação de números complexos, é conveniente começar estabelecendo algumas convenções. Na sequência, o número complexo geral a + bi será freqüentemente abreviado como z. Se a ou b for 0, será omitido de a + bi. Assim, 3 + 0i = 3 e 0 − 5i = −5i.

	Seja P = (a, b) a representação cartesiana do número complexo z = a + bi (Figura 2.2). O módulo de z, denotado por |z|, é o comprimento do segmento de reta OP. Em outras palavras |a + bi| =[image: OEBPS/images/c02-1.gif]. Assim, por exemplo,

	Figura 2.2O argumento e o módulo

	[image: OEBPS/images/12-1.jpg]

	[image: OEBPS/images/11-2.gif]

	É claro que o módulo do número real a + 0i é apenas seu valor absoluto. Assim, o módulo deve ser considerado como a extensão da noção de valor absoluto aos números complexos. O argumento de z = a + bi, denotado arg(z), é o ângulo anti-horário do eixo x positivo ao raio OP onde P é a representação cartesiana de z. Como pode ser visto emFigura 2.3, os argumentos de 3, 1 + i, 3i, −2, −2 −2i e 3 − 3i são 0, π/4, π/2, π, 5π/4 e 7π/4, respectivamente. Para nossos propósitos aqui é conveniente identificar ângulos cujas medidas diferem pelo ângulo total de 2π. Assim, às vezes será conveniente considerar 1 como tendo o argumento 2π ou 4π em vez de 0. As razões para isso ficarão claras depois de discutirmos a interpretação geométrica da multiplicação de números complexos.

	Figura 2.3Alguns números complexos

	[image: OEBPS/images/13-1.jpg]

	O argumento θ do número complexo geral z = a + bi é facilmente calculado (Figura 2.2) da relação tan θ = b/a, mas o quadrante em que z se encontra deve ser levado em consideração. Desta forma

	[image: OEBPS/images/12-2.gif]

	enquanto

	[image: OEBPS/images/12-3.gif]

	Observe que se o número complexo z = a + bi tem argumento θ, então, porFigura 2.2,

	[image: OEBPS/images/12-4.gif]

	Referimo-nos a |z|(cos θ + i sen θ) como a forma polar de z. Por exemplo, os números complexos 1 + i, 5, i e -2i têm formas polares[image: OEBPS/images/c02-2.gif](cos π/4 + i sen π/4), 5(cos 0 + i sen 0), cos π/2 + i sen π/2 e 2(cos 3π/2 + i sen 3π/2), respectivamente . Por outro lado, o número 3 + 4i tem forma polar 5(cos α + i sen α) onde α = arctan 4/3 ≈ 53,13°.

	Assim como a adição de números complexos tem uma interpretação geométrica em termos de coordenadas cartesianas, sua multiplicação pode ser facilmente visualizada em termos de suas formas polares. Sejam os números complexos z e w dados em termos de suas formas polares z = |z|(cos θ + i sen θ) e w = |w| (cos φ + i sen φ).

	As fórmulas trigonométricas para as funções das somas de dois ângulos fornecem

	[image: OEBPS/images/13-2.gif]

	Assim, o produto zw tem forma polar |z||w|[cos(θ + φ) + i sen(θ + φ)]. Uma vez que decorre deFigura 2.2que todo número complexo é completamente determinado por seu argumento e módulo, concluímos que arg(zw) = θ + φ e |zw| = |z||w|. Assim, provamos o seguinte teorema.

	Teorema 2.2Sejam z e w dois números complexos quaisquer. Então arg(zw) = arg(z) + arg(w) e |zw| = |z||w|.

	Se z = i e w = 1 + i, então zw = i(1 + i) = − 1 + i e assim

	[image: OEBPS/images/13-3.gif]

	e[image: OEBPS/images/c02-3.gif].

	Ângulos cujas medidas diferem por múltiplos inteiros de 2π são considerados idênticos. Assim, o número i tem todos os argumentos a seguir:

	[image: OEBPS/images/14-1.gif]

	Isso é necessário por observações como o fato de que

	[image: OEBPS/images/14-2.gif]

	Este fato, que parece ser um incômodo neste ponto, será de fato muito útil na próxima seção. Um pouco mais de luz será lançada sobre isso na Seção 9.4. O Teorema 2.2 é comumente chamado de princípio do argumento. Tem muitas consequências interessantes e úteis. Por exemplo, isso implica claramente que arg(z2) = 2 arg(z) e |z2| = |z2|. Da mesma forma, arg(z3) = 3 arg(z) e |z3| = |z|3. De fato, um simples procedimento de indução produz a seguinte observação.

	Corolário 2.3Se z for qualquer número complexo diferente de zero ek for qualquer inteiro positivo, então arg(zk) = k arg(z) e |zk| = |z|k.

	Essa observação pode ser bem utilizada no cálculo de grandes potências de números complexos. Considere o problema de calcular (1 + i)100. Pelo Corolário 2.3,

	[image: OEBPS/images/14-3.gif]

	e |(1 + i)100| = |1 + i|100 = ([image: OEBPS/images/radic-2.gif])100 = 250. Portanto, (1 + i)100 = 250(cos π + i sen π) = −250.

	O corolário 2.3 também é válido para expoentes não positivos se definirmos z0 = 1 para todo z e z−k = (1/z)k para z ≠ 0 e k = 1, 2, 3,….

	A prova deste fato está relegada ao Exercício 2.1.29. O Exercício 2.1.28 requer a prova de que potências inteiras de números complexos obedecem às mesmas regras que as potências mais familiares de números reais, a saber, zm zn = zm+n e (zm)n = zmn.

	Se z = a + bi é qualquer número complexo, onde a e b são reais, definimos[image: OEBPS/images/c02-4.gif], o conjugado de z, para ser a − bi. Desta forma,[image: OEBPS/images/c02-5.gif]e[image: OEBPS/images/c02-6.gif].

	Teorema 2.4Se z = a + bi é qualquer número complexo,

	(uma)z e[image: OEBPS/images/small-zbar.gif]são simétricos em relação ao eixo x;

	(b)z[image: OEBPS/images/small-zbar.gif]= |z|2; arg(z[image: OEBPS/images/small-zbar.gif]) = arg(z) + arg([image: OEBPS/images/small-zbar.gif]);

	(c) [image: OEBPS/images/c02-7.gif]

	(d) [image: OEBPS/images/small-zbar.gif]= z se e somente se z é real.

	Prova.Ver Exercício 2.1.27.

	Exercícios 2.1

	Encontre o argumento e o módulo de cada um dos números complexos nos Exercícios 2.1.1 a 2.1.4

	1.2 + 3i

	2.3 − 2i

	3.−3 − 4i

	4.−1 + 7i

	Expresse as grandezas complexas dos Exercícios 2.1.5 a 2.1.21 na forma a + bi, onde aeb são números reais.

	5.(2 + 3i) + (5 − i)

	6.(17 − 3i) + (2 + 3i)

	7.(2 + 3i)(5 − i)

	8.(17 − 3i) − (2 + 3i)

	9.(2 + 3i)(5 − i)

	10.(17 − 3i)(2 + 3i)

	11.(2 + 3i)/(5 − i)

	12.(17 − 3i)/(2 + 3i)

	13. [image: OEBPS/images/c02-8a.gif]

	14.(a + bi)/(a − bi) − (a − bi)/(a + bi)

	15.(2 − i)2/(1 + i)

	16.(1 + i)4

	17.(1 − 2i)4

	18.(1 − i)63

	19.i4,321

	20.((1 − i)/(1 + i))127

	21.i4n+3 (n é um número inteiro)

	Resolva as equações dos Exercícios 2.1.22 a 2.1.25 para z e w:

	22.(1 + 2i)z + 5 = 0

	23.(1 + i)z + 5i =[image: OEBPS/images/c02-8b.gif]

	24.iz − w = 1 + i e(1 + i)z+ iw = 1

	25.(1 − i)z + iw = ie 2z − (2 + i)w = 1

	26.Prove que se z e w são dois números complexos quaisquer, então |z + w|≤|z| + |w|.

	27.Prove o seguinte:

	(uma)Teorema 2.4(a)

	(b)Teorema 2.4(b)

	(c)Teorema 2.4(c)

	(d)Teorema 2.4(d)

	(e)Se a, b, c e d são quaisquer números reais, prove que z é uma raiz da equação ax3 + bx2 + cx + d = 0 se e somente se[image: OEBPS/images/small-zbar.gif]também é uma raiz da mesma equação.

	28.Prove que se z é qualquer número complexo e m e n são inteiros quaisquer, então zm zn = zm+n e (zm)n = zmn.

	29.Prove que o Corolário 2.3 vale para todo inteiro k.

	30.Prove que os três números complexos distintos z1, z2 e z3 são colineares se e somente se existe um número real λ tal que z2 = (1 − λ)z1 + λz3. (Dica: examine a expressão (z2 − z1)/(z3 − z1).)

	31.Prove que se z e w são dois números complexos, então a distância entre eles é igual a |z − w|.

	32.Prove que o ponto médio do segmento de reta que une os números complexos z e w é (z + w)/2.

	33.Prove que os quatro números complexos z1, z2, z3 e z4 estão em uma linha reta comum ou em um círculo comum se e somente se o número

	[image: OEBPS/images/16-1.gif]

	é real.

	34.Sejam z1, z2, z3 e z4 quatro números complexos tais que |z1| = |z2| = |z3| = |z4| = 1. Prove que z1, z2, z3 e z4 formam um retângulo se e somente se z1 + z2 + z3 + z4 = 0.

	35.Prove que o centro de gravidade do triângulo cujos vértices são os números complexos z1, z2 e z3 é (z1 + z2 + z3)/3. (Dica: lembre-se de que o centro de gravidade de um triângulo coincide com a interseção de suas três medianas.)

	36.Prove que se |ξ| = 1, então existe um número real b tal que (1 + ξ)/(1 − ξ) = bi.

	37.Prove que se z = a + bi, onde a e b são reais, então (|a| + |b|)/[image: OEBPS/images/radic-2.gif]≤ |z| ≤ |a| + |b|.

	2.2 Raízes Complexas

	Na seção anterior, as quatro operações aritméticas foram estendidas para números complexos. Em seguida, examinamos o processo de encontrar raízes de números complexos. O que, por exemplo, é[image: OEBPS/images/c02-9.gif]Antes de abordar esta questão, convém recordar que mesmo[image: OEBPS/images/c02-10.gif]envolve algumas ambiguidades. Às vezes é 1 e às vezes é -1 ou ambos ±1. Nós, portanto, definimos[image: OEBPS/images/c02-11.gif], para qualquer número complexo z e para qualquer inteiro positivo n, para ser o conjunto de todos os números complexos w tal que wn = z.

	Voltando para[image: OEBPS/images/c02-12.gif], seja j qualquer número complexo tal que j2 = i. Então 2 arg(j) = arg(i) e |j|2 = |i| = 1. Conseqüentemente, usando arg(i) = π/2, arg(j) = arg(i)/2 = π/4 e desde que |j| é, por definição, positivo, |j| = 1. Assim

	[image: OEBPS/images/17-1.gif]

	Outra raiz quadrada de i é claro

	[image: OEBPS/images/17-2.gif]

	Um método alternativo para chegar a −j é lembrar que arg(i) também poderia ter sido considerado como 5π/2, caso em que obtemos a raiz quadrada

	[image: OEBPS/images/17-3.gif]

	Pode ser facilmente verificado por cálculos diretos que

	[image: OEBPS/images/17-4.gif]

	Este procedimento produz três valores diferentes para,[image: OEBPS/images/c02-13.gif]. Pois, tomando como argumento de 1 os valores sucessivos de 0, 2π, 4π, 6π,…, cada um dos elementos de[image: OEBPS/images/c02-14.gif]deve ter como argumento um dos valores 0, 2π/3, 4π/3, 2π,…. O módulo de 1 sendo 1, segue-se que o módulo de[image: OEBPS/images/c02-15.gif]deve ser a verdadeira raiz cúbica de 1, que também é 1. Portanto, obtemos como nossas raízes cúbicas de 1 os seguintes números:

	[image: OEBPS/images/18-2.gif]

	É claro que esta lista de raízes cúbicas de 1 percorrerá os mesmos três valores. A segunda raiz, aquela com argumento 2π/3, é denotada por ω. Pelo Corolário 2.3, a terceira raiz, tendo o dobro do argumento de ω e o mesmo módulo de 1, é igual a ω2. Observe que as representações cartesianas dessas três raízes cúbicas complexas de 1 formam um triângulo equilátero no plano cartesiano (Figura 2.4).

	Figura 2.4Raízes complexas da unidade

	[image: OEBPS/images/18-1.jpg]

	O mesmo procedimento produz todas as n-ésimas raízes da unidade (raízes de 1) para cada inteiro positivo n.

	Teorema 2.5Seja n um inteiro positivo e seja ζ = cos(2π/ n) + i sin(2π/n). Então[image: OEBPS/images/c02-16.gif].

	Prova.Pelo Corolário 2.3, ζn = cos 2π + i sen 2π = 1, e assim ζ é de fato um dos elementos de[image: OEBPS/images/c02-17.gif]. Além disso, para qualquer inteiro k,

	[image: OEBPS/images/18-3.gif]

	e, portanto, cada ζk é de fato uma n-ésima raiz da unidade. Como arg (ζk) = 2πk/n, segue-se que os números 1, ζ, ζ2,…, ζn−1 têm argumentos distintos e, portanto, são todos números complexos distintos. O restante da prova, de que não há outras raízes da unidade, é relegado ao Exercício 2.2.29. Notamos que isso também decorre do fato (ver Proposição 6.8) de que uma equação polinomial de grau n tem no máximo n raízes.

	A n-ésima raiz da unidade

	[image: OEBPS/images/19-1.gif]

	será referido como a primeira n-ésima raiz da unidade. É claro que |ζ| = 1, e portanto, pelo Teorema 2.2, |ζk| = 1 para cada inteiro k. Como o ângulo subtendido pelas raízes consecutivas ζk+1 e ζk na origem é igual a

	[image: OEBPS/images/19-2.gif]

	e é independente de k, segue-se que os elementos de[image: OEBPS/images/c02-18.gif]formam um n-gon regular centrado na origem. Esse fato é crucial para a próxima seção e, portanto, o apresentamos como uma proposição.

	Proposição 2.6Para qualquer inteiro fixo n ≥ 3, as representações cartesianas dos elementos de[image: OEBPS/images/c02-19.gif]formam os vértices de um n-gon regular.

	Por exemplo, como 2π/4 = π/2 e

	[image: OEBPS/images/19-3.gif]

	segue que

	[image: OEBPS/images/19-4.gif]

	cujos elementos formam os vértices de um quadrado (Figura 2.4).

	Da mesma forma, como 2π/6 = π/3 e

	[image: OEBPS/images/19-5.gif]

	segue que

	[image: OEBPS/images/19-6.gif]

	cujos elementos formam os vértices do hexágono regular deFigura 2.4.

	A proposição a seguir é tanto uma extensão natural quanto um corolário do Teorema 2.5. Como nosso interesse principal reside nas raízes da unidade, sua prova é omitida e relegada ao Exercício 2.2.18. O exemplo subsequente esclarece o significado da proposição.

	Proposição 2.7Seja n um inteiro positivo e z qualquer número complexo diferente de zero com argumento θ. Se

	[image: OEBPS/images/20-1.gif]

	então

	[image: OEBPS/images/20-2.gif]

	Onde[image: OEBPS/images/c02-20.gif]denota o módulo comum de todos os elementos de[image: OEBPS/images/c02-21.gif].

	Como −1 + i tem módulo 2 e argumento 3π/4, e como

	[image: OEBPS/images/20-3.gif]

	segue que

	[image: OEBPS/images/20-4.gif]

	Deve-se notar aqui que as calculadoras também são muito úteis para calcular raízes complexas. Assim, para calcular[image: OEBPS/images/c02-22.gif]nós notamos que

	[image: OEBPS/images/20-5.gif]

	e

	[image: OEBPS/images/20-6.gif]

	Portanto, se definirmos

	[image: OEBPS/images/20-7.gif]

	então

	[image: OEBPS/images/21-1.gif]

	A solução da equação quadrática detalhada no Capítulo 1 também funciona para coeficientes complexos. Assim, as raízes da equação iz2 + 2z − 2i = 0 são

	[image: OEBPS/images/21-2.gif]

	Concluímos esta seção com um fato curioso que em breve se mostrará inesperadamente útil.

	Proposição 2.8Para qualquer inteiro fixo n > 1, a soma dos elementos de[image: OEBPS/images/c02-23.gif]é 0.

	Prova.Seja ζ a primeira n-ésima raiz da unidade. Pelo Teorema 2.5, os elementos de[image: OEBPS/images/c02-24.gif]pode ser listado como 1, ζ, ζ2,…, ζn−1. A fórmula para progressões geométricas agora produz

	[image: OEBPS/images/21-3.gif]

	Exercícios 2.2

	Expresse cada um dos elementos dos conjuntos dos Exercícios 2.2.1 a 2.2.12 na forma a + bi, onde aeb são números reais.

	1. [image: OEBPS/images/c02-25.gif]

	2. [image: OEBPS/images/c02-26.gif]

	3. [image: OEBPS/images/c02-27.gif]

	4. [image: OEBPS/images/c02-28.gif]

	5. [image: OEBPS/images/c02-29.gif]

	6. [image: OEBPS/images/c02-30.gif]

	7. [image: OEBPS/images/c02-31.gif]

	8. [image: OEBPS/images/c02-32.gif]

	9. [image: OEBPS/images/c02-33.gif]

	10. [image: OEBPS/images/c02-34.gif]

	11. [image: OEBPS/images/c02-35.gif]

	12. [image: OEBPS/images/c02-36.gif]

	13.Resolva o seguinte paradoxo:

	[image: OEBPS/images/21-4.gif]

	Encontre as soluções complexas das equações nos Exercícios 2.2.14 a 2.2.17.

	14.z2 − 6z + 9 + 2i = 0

	15.(1 − 2i)z2 + 2z + 1 = 0

	16.z2 − (1 + i)z + 5i = 0

	17.z2 + 3(1 + i)z − (2 − 3i) = 0

	18.Prove a Proposição 2.7.

	Prove as identidades nos Exercícios 2.2.19 a 2.2.22.

	19.(1 + ω2)16 = ω

	20.(3 + 5ω + 3ω2)9 = 512

	21.a3 + b3 = (a + b)(a + bw)(a + bw2)

	22.(a + b + c)(a + bw + cw2)(a + bw2 + cw) = a3 + b3 + c3 − 3abc

	Se ζ é uma n-ésima raiz da unidade, simplifique ζk para os valores de n e k especificados nos Exercícios 2.2.23 a 2.2.26.

	23.n = 10, k = 135

	24.n = 135, k = 999

	25.n = 999, k = 12.345

	26.n = 12.345, k = 106

	27.Prove que z[image: OEBPS/images/220A.gif] [image: OEBPS/images/c02-37.gif]se e apenas se[image: OEBPS/images/small-zbar.gif] [image: OEBPS/images/220A.gif] [image: OEBPS/images/c02-38.gif].

	28.Prove que para todo inteiro positivo n > 1,

	[image: OEBPS/images/22-1.gif]

	29.Complete a prova do Teorema 2.5 mostrando que a lista dada contém todas as n-ésimas raízes de 1.

	30.Prove que três números complexos A, B e C formam um triângulo equilátero no sentido anti-horário se e somente se A + Bw + Cw2 = 0. Que equação caracteriza os triângulos equiláteros no sentido horário?

	31.Suponha que ABC seja qualquer triângulo no plano. Sejam A', B' e C' três pontos tais que A'BC, AB'C e ABC' sejam todos triângulos equiláteros no sentido horário (ou anti-horário). Prove que os centros dos triângulos A'BC, AB'C e ABC' também formam um triângulo equilátero.

	2.3 Solubilidade por Radicais I

	Agora temos ferramentas suficientes à nossa disposição para formalizar a noção de uma solução algébrica de uma equação

	[image: OEBPS/images/23-1.gif]

	onde a0, a1,…, an são quaisquer números complexos. Uma solução desta equação é obviamente outro número complexo r tal que a0 rn + a1 rn−1 + · · · + an−1 r + an = 0. O valor da solução r depende claramente dos coeficientes a0, a1, …, an, e diz-se que a solução é algébrica se esta dependência envolve apenas radicais e as quatro operações aritméticas. Mais precisamente, deixe[image: OEBPS/images/Zopf.gif]denote o conjunto de inteiros e seja V qualquer conjunto de números complexos. Diz-se que o número complexo z tem uma expressão algébrica em V se existe uma sequência de números complexos z1, z2,…, zn = z tal que para cada i = 1, 2,…, n ou zi[image: OEBPS/images/isin.gif] [image: OEBPS/images/c02-39.gif]para algum inteiro positivo m > 1 ou então o número zi. é obtido adicionando, subtraindo, multiplicando ou dividindo alguns elementos de[image: OEBPS/images/Zopf.gif]∪ V ∪ {z1, z2,…, zi−1}. Assim, cada uma das soluções da equação quadrática ax2 + bx + c = 0 (onde a ≠ 0), ou seja

	[image: OEBPS/images/23-2.gif]

	tem uma expressão algébrica em {a, b, c} porque é possível escolher

	[image: OEBPS/images/23-3.gif]

	Se o número complexo z tem uma expressão algébrica em V cujos únicos radicais são raízes quadradas, então dizemos que z tem uma expressão algébrica de grau 2 em V. Assim, as soluções acima da equação quadrática claramente têm expressões radicais de grau 2 em {a , b, c}. Se nenhum radical aparecer em uma expressão algébrica de z em V, diz-se que z tem uma expressão racional em V. Por exemplo, se c ≠ −1, então (2 − ab)/(1 + c) tem uma expressão racional em {a, b, c} com n = 4 onde z1 = ab, z2 = 2 − z1, z3 = 1 + c, e z = z4 = z2/z1. Se z tem uma expressão algébrica em V, e V está vazio, diremos que z tem uma expressão algébrica nos inteiros. Finalmente, dizemos que uma equação

	[image: OEBPS/images/23-4.gif]

	é solúvel por radicais ou resolvível algebricamente se cada uma de suas raízes tem uma expressão algébrica nos coeficientes {a0, a1, a2,…, an}. Assim, a equação quadrática ax2 + bx + c = 0 é solucionável por radicais, como é facilmente verificado examinando a fórmula quadrática acima. A equação

	(2.9) [image: OEBPS/images/eq2-9.gif]

	também é solúvel por radicais. Para ver isso, observamos que 0 não é uma raiz dessa equação, de modo que pode ser dividido por x2 e seus termos podem ser reagrupados como

	[image: OEBPS/images/23-5.gif]

	ou

	[image: OEBPS/images/23-6.gif]

	Definindo u = x + 1/x notamos que u2 + au + b − 2 = 0 e x2 − ux + 1 = 0. Assim, x tem uma expressão algébrica em {u}, e u, por sua vez, tem uma expressão algébrica expressão em {a, b}. Isso, é claro, significa que toda solução deEquação 2.9tem uma expressão algébrica em seus coeficientes.

	As seguintes observações são facilmente provadas por indução sobre o número mínimo de equações necessárias para expressar um número v como uma expressão algébrica de um conjunto W:

	[image: OEBPS/images/square.gif]Se x tem uma expressão racional em V e cada elemento v de V tem uma expressão racional no conjunto W, então v tem uma expressão racional nos elementos de W.

	[image: OEBPS/images/square.gif]Se x tem uma expressão algébrica em V e cada elemento v de V tem uma expressão algébrica no conjunto W, então v tem uma expressão algébrica nos elementos de W.

	[image: OEBPS/images/square.gif]Se x tem uma expressão algébrica em V e cada elemento v de V tem uma expressão racional no conjunto W, então v tem uma expressão algébrica nos elementos de W.

	[image: OEBPS/images/square.gif]Se x tem uma expressão racional em V e cada elemento v de V tem uma expressão algébrica no conjunto W, então v tem uma expressão algébrica nos elementos de W.

	Exercícios 2.3

	Decida se as expressões dos Exercícios 2.3.1 a 2.3.11 são racionais ou (grau 2) expressões algébricas em {x, y, z}.

	1.(x + y − 1)/(x − z + 2)

	2.(x +[image: OEBPS/images/rooty.gif]− 1)/(x − z + 2)

	3.(x + y − 1)/(x − z + √2)

	4.(x + y)1010

	5.101010

	6.xx

	7.10x

	8. [image: OEBPS/images/c02-40.gif]

	9.ω + 16x + 123 (onde ω3 = 1)

	10. [image: OEBPS/images/c02-41.gif]

	11.pecado x

	12.Explique por que as soluções das equações simultâneas

	[image: OEBPS/images/25-1.gif]

	ter expressões racionais em {a, b, c, d, e, f} sempre que ae ≠ b d.

	13.Explique por que as soluções das equações simultâneas

	[image: OEBPS/images/25-2.gif]

	não precisa ter expressões racionais em {a, b, c, d, e, f} quando ae = b d.

	14.Explique por que as soluções das equações simultâneas

	[image: OEBPS/images/25-3.gif]

	têm expressões algébricas de grau 2 em {a, b}.

	15.Prove que a equação x4 + 3x3 − x2 + 3x + 1 = 0 é resolvível algebricamente.

	16.Prove que a equação x6 − 2x5 − 4x3 − 2x + 1 = 0 pode ser resolvida algebricamente.

	17.Explique por que as soluções da equação x8 + ax4 + 1 = 0 têm expressões algébricas de grau 2 em {a}.

	18.Explique por que as soluções das equações simultâneas x8 + y8 = a e x8 y8 = b possuem expressões algébricas de grau 2 em {a, b}.

	19.Explique por que as soluções das equações simultâneas x8 + y8 = a e x4 y4 = b possuem expressões algébricas de grau 2 em {a, b}.

	20.Explique por que as soluções das equações simultâneas x9 + y9 = a e x3 y3 = b têm expressões algébricas em {a, b}.

	21.Mostre que a solução da equação x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1 = 0 pode ser reduzida à solução de algumas equações quadráticas e cúbicas.

	22.Prove que as raízes da equação (A + C − B)x2+ 2Cx+ (B + C − A) = 0 têm expressões racionais em {A, B, C}.

	23.Prove que as raízes da equação ABC2x2 + (3A2 + B2)Cx − (6A2 + AB − 2B2) = 0 têm expressões racionais em {A, B, C}.

	2.4 Construtibilidade com Régua e Compasso de Polígonos Regulares

	Os antigos matemáticos gregos, que inventaram o que chamamos de geometria euclidiana e a noção de uma prova rigorosa, legaram a seus sucessores uma série de problemas matemáticos não resolvidos. As mais conhecidas entre elas são as questões de saber se é possível trissectar um ângulo, dobrar um cubo ou quadrar um círculo por meio de um compasso e uma régua não marcada apenas. Aqui tratamos de um problema de construção menos conhecido, mas igualmente natural, ou seja, quais polígonos regulares podem ser construídos apenas com régua e compasso? Os outros três problemas são discutidos informalmente no final da seção.

	As construções de régua e compasso do triângulo equilátero, do quadrado e do hexágono regular são padrão no currículo do ensino médio. Que o pentágono regular também é tão construtível é verdade, mas não tão amplamente conhecido. Isso é provado a seguir na Proposição 2.14. Um octógono regular é facilmente construído inscrevendo um quadrado em um círculo e, em seguida, desenhando os dois diâmetros que são perpendiculares aos lados do quadrado (Figura 2.5). Em geral, é claro que, dado qualquer n-ágono regular, é possível derivar dele um 2n-ágono regular desenhando raios perpendiculares aos seus lados. Portanto, o n-gon regular é construível para n = 2m+2, 3 · 2m, e 5 · 2m para m = 0, 1, 2,…. Se um pentágono regular e um triângulo equilátero estão inscritos em um círculo de modo que eles compartilhem um vértice, como emFigura 2.6, então o arco AB é 2/5 − 1/3 = 1/15 da circunferência total do círculo. Segue-se que o polígono regular de 15 lados também pode ser construído com régua e compasso. Essas informações estão resumidas na seguinte proposição.

	Figura 2.5Um quadrado e um octógono regular

	[image: OEBPS/images/27-1.jpg]

	Figura 2.6Um triângulo equilátero e um pentágono regular

	[image: OEBPS/images/27-2.jpg]

	Proposição 2.10O polígono regular de n lados pode ser construído com régua e compasso para n = 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16.

	Em 1796, Gauss provou que o polígono regular de 17 lados também pode ser construído apenas com régua e compasso, e discutiremos em detalhes uma prova que aparece em suas Disquisitiones Arithmeticae de 1801. Antes disso, porém, é necessário fazer algumas considerações gerais observações sobre a construtibilidade com régua e compasso. Como trabalharemos no plano cartesiano, assumiremos que um determinado segmento de reta foi designado como segmento unitário. Por uma questão de brevidade, dir-se-á doravante que uma configuração é construtível quando é construível apenas com régua e compasso. Um número real α é dito construtível se for possível construir um segmento de reta cujo comprimento é |α| vezes o comprimento do segmento unitário.

	Proposição 2.11O ponto (x, y) é construtível se e somente se suas coordenadas x e y são números reais construíveis.

	Prova.A natureza das coordenadas cartesianas é tal que é possível passar de um ponto às suas coordenadas e vice-versa por meio de retas perpendiculares aos eixos. Como essas perpendiculares são bem conhecidas por serem construtíveis, terminamos.

	É óbvio que o número 1 é construtível e decorre da geometria euclidiana elementar que se α e β são números reais construtíveis, então α ± β também o são. Em particular, todo inteiro é construtível. O próximo lema nos fornecerá uma série de números reais construtíveis.

	Lema 2.12Se α e β são números reais construtíveis diferentes de zero, então também o são seu produto αβ, seu quociente β/α e a raiz quadrada[image: OEBPS/images/c02-42.gif].

	Prova.É claro que podemos restringir a atenção a α e β positivos. Nos eixos x e y positivos (Figura 2.7) sejam pontos B, C e D tais que os comprimentos dos segmentos OB, OC e OD sejam 1, α e β, respectivamente. Usando uma construção padrão de régua e compasso, desenhe através de D uma linha reta que seja paralela a BC e intercepte OY em E. Como ΔOBC e ΔODE são semelhantes, segue-se que OD/OB = OE/OC ou β/1 = OE/α, e assim o segmento de linha construtível OE tem comprimento αβ.

	Figura 2.7A multiplicação de números construtíveis

	[image: OEBPS/images/28-1.jpg]

	Em vista do argumento acima, basta mostrar que 1/α é construtível. Nos eixos x− e y positivos (Figura 2.8) sejam B, D e E pontos tais que os comprimentos dos segmentos OB, OD e OE sejam 1, α e 1, respectivamente. Junte os pontos D e E e desenhe uma linha passando por B paralela a DE. Se esta linha intercepta OY no ponto C, então, devido à semelhança de ΔOBC e ΔODE, segue-se que OD/OB = OE/OC ou α/1 = 1/OC, e assim o segmento de linha construível OC tem comprimento 1 /α.

	Figura 2.8O recíproco de um número construtível

	[image: OEBPS/images/29-1.jpg]

	Sejam A, D e B três pontos colineares, de modo que os segmentos de reta AD e DB tenham comprimentos α e 1, respectivamente (Figura 2.9). Seja C a interseção da linha perpendicular a AB no ponto D com o semicírculo que tem AB como diâmetro (todos estes são bem conhecidos por serem construtíveis). Os triângulos ACD e CBD são triângulos retângulos, cada um dos quais também compartilha um ângulo agudo com o triângulo retângulo ΔABC. Assim, ΔACD e ΔCBD são semelhantes a ΔABC e, portanto, também são semelhantes entre si. Conseqüentemente, AD/CD = CD/BD, ou α/CD = CD/1, e portanto o segmento construível CD tem comprimento a.

	Figura 2.9A raiz quadrada de um número construtível

	[image: OEBPS/images/29-2.jpg]

	Segue do Lema 2.12 que todo número racional é construtível, assim como todo número real que tem uma expressão algébrica de grau 2 nos inteiros. Um número complexo é dito construtível se sua representação cartesiana é um ponto construtível. A proposição geométrica acima resulta em uma descrição algébrica de alguns números complexos construtíveis.

	Corolário 2.13Se o número complexo z = x + iy tem uma expressão algébrica de grau 2 nos inteiros, então ele é construtível.

	Prova.Devido à natureza recursiva da definição de expressões algébricas, basta mostrar que se z = x + iy e w = u + iv são números complexos construtíveis, então z + w, z − w, zw, z/w, e[image: OEBPS/images/c02-43.gif]. Entretanto, se z e w são números complexos construtíveis, então, pela Proposição 2.11 e Lema 2.12, z ± w − (x ± u) + i(y ± v), zw = (xu − yv) + i(xv + você),

	[image: OEBPS/images/29-3.gif]

	e z/w = z(1/w).

	Para argumentar a construtibilidade de[image: OEBPS/images/c02-44.gif]notamos que ela consiste nas interseções do círculo centrado na origem e de raio |z| com a linha reta que divide o argumento de z. Como |z| é construível pelo Lema 2.12, e a bissecção do ângulo é uma construção de régua e compasso bem conhecida, terminamos.

	A recíproca desse corolário também vale, e sua prova é relegada ao Exercício 2.4.28.

	Nossa abordagem para provar a construtibilidade do pentágono regular e do polígono regular de 17 lados é baseada na observação de que os elementos de[image: OEBPS/images/c02-45.gif]formam um n-gon regular centrado na origem do plano cartesiano. Pelo Corolário 2.13 basta mostrar que cada um dos vértices desses polígonos, quando considerados como um número complexo, tem expressão algébrica de grau 2 nos inteiros.

	Proposição 2.14O pentágono regular pode ser construído apenas com régua e compasso.

	Prova.Deixe ε denotar a primeira raiz 5ª da unidade. Como as raízes restantes são ε2, ε3, ε4 e 1, segue do Lema 2.12 que basta provar que ε tem uma expressão algébrica de grau 2 nos inteiros. Pela Proposição 2.8, ε satisfaz a equação

	[image: OEBPS/images/30-1.gif]

	Defina A = ε + ε4 e B = ε2 + ε3 e observe que

	[image: OEBPS/images/30-2.gif]

	e

	[image: OEBPS/images/30-3.gif]

	Assim, pela Proposição 1.3, A e B são as soluções da equação quadrática x2 + x −1 = 0, e assim A tem uma expressão algébrica de grau 2 nos inteiros. Por outro lado,

	[image: OEBPS/images/30-4.gif]

	de modo que ε2 − Aε + 1 = 0 e, portanto, ε é uma solução da equação quadrática x2 − Ax + 1 = 0. Segue-se que ε tem uma expressão algébrica de grau 2 em A, que por sua vez tem uma expressão algébrica de grau 2 em os inteiros. Portanto, pelo Corolário 2.13, ε é construtível.

	O Exercício 2.4.1 pede a descrição explícita das coordenadas de ε como expressões algébricas de grau 2 nos inteiros. O Exercício 2.4.29 requer uma construção do pentágono regular com régua e compasso. Agora nos voltamos para o polígono regular de 17 lados (Figura 2.10).

	Figura 2.10O 17-gon regular

	[image: OEBPS/images/31-1.jpg]

	Teorema 2.15O polígono regular de 17 lados pode ser construído com régua e compasso.

	Prova.Seja ζ = cos(2π/17) + i sen(2π/17) a primeira raiz 17 da unidade. Assim como foi o caso do pentágono regular, basta mostrar que ζ tem expressão algébrica de grau 2 nos inteiros. Isso será feito listando uma sequência de elementos, sendo o último ζ, tal que cada membro da sequência tenha uma expressão algébrica de grau 2 nos anteriores, e o primeiro tenha uma expressão algébrica de grau 2 nos inteiros.

	Começamos com a observação nada natural de que, pela Proposição 2.8,

	[image: OEBPS/images/31-2.gif]

	Em seguida, defina

	[image: OEBPS/images/31-3.gif]

	Não está claro neste ponto qual é o padrão para escrever as raízes 17 imaginárias da unidade na primeira das equações acima, mas uma vez que isso é dado como certo, o padrão para formar as sequências subsequentes é bastante óbvio .

	Como G = ζ + ζ−1, segue-se que ζ2 − Gζ + 1 = 0 e, portanto, ζ tem uma expressão algébrica de grau 2 em G, Em seguida, G + H = ζ + ζ16 + ζ13 + ζ4 = C e

	[image: OEBPS/images/32-1.gif]

	Portanto, G e H são as raízes de x2 − Cx + E = 0.

	Novamente, fazendo uso da Proposição 2.8 verifica-se facilmente (Exercício 2.4.3) que C + D = A, CD = −1, E + F = B, e EF = −1, de onde segue que C e D são as raízes de x2 − Ax − 1 = 0 e E e F são as raízes de x2 − Bx − 1 = 0. Finalmente, deixando alguns detalhes para o Exercício 2.4.4, vemos que A + B = − 1 e AB = −4 de modo que A e B são as raízes de x2 + x − 4 = 0. Assim,

	[image: OEBPS/images/square.gif]A e B têm expressões algébricas de grau 2 nos inteiros,

	[image: OEBPS/images/square.gif]C e E têm expressões algébricas de grau 2 em A e B,

	[image: OEBPS/images/square.gif]G tem uma expressão algébrica de grau 2 em C e E, e

	[image: OEBPS/images/square.gif]ζ tem uma expressão algébrica de grau 2 em G.

	Consequentemente, ζ tem uma expressão algébrica de grau 2 nos inteiros. Assim, as representações cartesianas de ζ e todas as suas potências são construtíveis.

	Embora a prova acima demonstre a construtibilidade com régua e compasso do polígono regular de 17 lados, ela evita a questão de realmente construir os vértices. O fato de que a abscissa do ponto ζ que é usado na prova do teorema acima é

	[image: OEBPS/images/32-2.gif]

	esclarece as razões por trás dessa evasão.

	Gauss não se limitou aos 17-gons. Ele provou que para cada número primo p a equação xp − 1 = 0 tem uma resolução do tipo exibida na Proposição 2.14 e no Teorema 2.15. Mais especificamente, Gauss demonstrou que as raízes de xp − 1 = 0 possuem expressões algébricas nos inteiros que exigem apenas radicais do tipo[image: OEBPS/images/c02-46.gif]onde q é qualquer fator primo de p − 1. Em particular, se p − 1 é uma potência de 2, como é o caso de p = 5 e p = 17, então todas essas raízes têm expressões algébricas de grau 2 nos números inteiros, como ilustrado pela Proposição 2.14 e Teorema 2.15.

	Isso, é claro, significa que para tal p o polígono regular de lados p pode ser construído com régua e compasso. Acontece (Exercício 2.4.5) que se p é um primo tal que p − 1 é uma potência de 2, então p = 22m + 1 para algum inteiro m. Infelizmente, apenas cinco desses valores de p são conhecidos, ou seja,

	[image: OEBPS/images/33-1.gif]

	O próximo número nesta sequência,

	[image: OEBPS/images/33-2.gif]

	não é primo, pois é igual a 641 · (6.700.417), conforme descoberto por Euler no século XVIII. Na verdade, todos os números

	[image: OEBPS/images/33-3.gif]

	para m = 5, 6,..., 16 são agora conhecidos como compostos.

	Gauss também afirmou ter provado rigorosamente que quando p é um primo que não é da forma 2n + 1 (como 7 ou 11), o polígono regular de lados p não pode ser construído apenas com régua e compasso. Embora ele nunca tenha escrito sua prova, esse fato agora é conhecido como verdadeiro.

	A estranha ordem das 17ª raízes da unidade que foi usada na prova do Teorema 2.15 merece alguma discussão. As séries

	[image: OEBPS/images/33-4.gif]

	é tal que cada raiz é o cubo da anterior. Desta forma,

	[image: OEBPS/images/33-5.gif]

	As implicações gerais da existência de tal sequência, aquelas que Gauss usou para tratar xp − 1 = 0, estão além do escopo deste texto. No entanto, é necessário apontar que a existência de tal sequência não pode ser dada como certa. Por exemplo, se ao invés de cubar cada termo nós apenas elevarmos cada termo ao quadrado, obteríamos a série

	[image: OEBPS/images/33-6.gif]

	que falha em conter todas as raízes 17 imaginárias da unidade. Que alguma dessas potências percorra todas as p-ésimas raízes imaginárias da unidade será finalmente estabelecido no Teorema 7.17. Neste ponto, deixamos a determinação de tais poderes para tentativa e erro. Por exemplo, se p = 11, o quadrado funciona, pois

	[image: OEBPS/images/34-1.gif]

	contém todas as raízes 11 imaginárias da unidade, enquanto o cubo não funciona como a série

	[image: OEBPS/images/34-2.gif]

	fica curto.

	Três outros problemas de construtibilidade foram mencionados no parágrafo de abertura desta seção. Usando ferramentas semelhantes às que foram apresentadas aqui, juntamente com alguma álgebra linear, pode-se mostrar que as construções de régua e compasso em questão não existem. Especificamente, a quadratura de um círculo exige a construção com régua e compasso de um quadrado cuja área é igual à de um determinado círculo. Em particular, a quadratura de um círculo de raio 1 equivale a resolver a equação π · 12 = x2 e, portanto, se bem-sucedida, tal construção implicaria que x =[image: OEBPS/images/radic-pi.gif]tem uma expressão de grau 2 nos inteiros. No entanto, em 1882, Ferdinand Lindemann (1852–1939) provou que π não possui expressões algébricas nos números inteiros. Consequentemente, nem[image: OEBPS/images/radic-pi.gif]têm tal expressão e, portanto, não há construção geral de régua e compasso para a quadratura de círculos arbitrários. Números como π que não possuem expressões algébricas nos inteiros são chamados de números transcendentes. Outros números transcendentes são e = 2,718281… e

	[image: OEBPS/images/34-3.gif]

	A duplicação de um cubo exige a construção com régua e compasso do lado de um cubo que tem o dobro do volume de um dado cubo. Em particular, a duplicação do cubo unitário, se bem-sucedida, provaria que[image: OEBPS/images/c02-47.gif]é um número construtível. Mais uma vez, sabe-se que[image: OEBPS/images/c02-48.gif]não tem expressões algébricas de grau 2 nos números inteiros e, portanto, essa construção também é impossível.

	Finalmente, a trissecção de um ângulo exige as construções de régua e compasso de um ângulo que é um terço de um determinado ângulo. Em particular, se bem-sucedida, tal construção resultaria em um ângulo de 20° = 60°/3. Isso, por sua vez, implicaria que cos 20° é um número construtível. No entanto,

	[image: OEBPS/images/35-1.gif]

	e assim cos 20° é uma solução da equação cúbica 4x3 − 3x − 12 = 0. Pode-se mostrar que as soluções desta equação não têm expressões algébricas de grau 2 nos inteiros. Conseqüentemente, não existe uma construção geral de régua e compasso para a trissecção de ângulos.

	O crédito por martelar o último prego nos caixões da trissecção de ângulos e problemas de duplicação de cubos em 1837 vai para o pouco conhecido matemático francês Pierre Wantzel (1814-1848).

	Exercícios 2.4

	1.Mostre que se ε = cos 2π/5 + i sen 2π/5, então

	[image: OEBPS/images/35-2.gif]

	2.Com ε como no Exercício 2.4.1, expresse ε2, ε3 e ε4 na forma a + bi.

	3.Se C, D, E e F são definidos na prova do Teorema 2.15, prove que CD = EF = −1.

	4.Se A e B são definidos na prova do Teorema 2.15, prove que AB = −4.

	5.Prove que se p é um inteiro primo tal que p − 1 é uma potência de 2, então existe um inteiro m tal que p = 22m + 1.

	6.Para qual dos inteiros n = 3, 4,…, 100 você pode afirmar que um n-gon regular é construtível?

	7.Para qual dos inteiros n = 101, 102,…, 200 você pode afirmar que um n-gon regular é construtível?

	Diagramas de esboço que demonstram a construtibilidade dos números reais nos Exercícios 2.4.8 a 2.4.11.

	8. [image: OEBPS/images/c02-49.gif]

	9. [image: OEBPS/images/c02-50.gif]

	10. [image: OEBPS/images/c02-51.gif]

	11. [image: OEBPS/images/c02-52.gif]

	Suponha que você tenha um triângulo com lados construtíveis. Qual dos seguintes aspectos deste triângulo, listados nos Exercícios 2.4.12 a 2.4.20, você pode afirmar ser construtível? Justifique suas respostas.

	12.o perímetro

	13.o quadrado do perímetro

	14.a soma dos comprimentos das medianas

	15.a raiz quadrada da soma dos comprimentos das medianas

	16.a área

	17.o quadrado da área

	18.o cubo da área

	19.a raiz cúbica da área

	20.o produto de sua área com seu perímetro

	21.Prove que a área do hexágono regular cujo lado é construtível é um número real construtível.

	22.Prove que a área do pentágono regular cujo lado é construtível é um número real construtível.

	23.Explique por que a equação x8 + x4 + 1 = 0 não tem raízes reais e por que cada uma de suas raízes complexas é construtível.

	24.Explique por que a equação x1.024 + x512 + 1 = 0 não tem raízes reais e por que cada uma de suas raízes complexas é construtível.

	25.Seja η a primeira raiz 7 da unidade. Prove que as quantidades η + η2 + η4 e η3 + η6 + η5 são construtíveis.

	26.Seja α a primeira raiz 11 da unidade. Prove que a soma de α, α3, α4, α5 e α9 é um número complexo construtível.

	27.Encontre três raízes 13 distintas da unidade cuja soma seja um número construível.

	28.Enuncie e prove a recíproca do Corolário 2.13.

	29.Construir um pentágono regular com régua e compasso.

	2.5 Ordens de Raízes da Unidade

	Vimos que as 4ª raízes da unidade são 1, i, −1 e −i e que as 6ª raízes da unidade são 1, −ω2, ω, −1, ω2 e −ω. No entanto, −1 já é uma raiz quadrada de 1, e ω e ω2 também são raízes cúbicas de 1. Se ζ é qualquer raiz da unidade, então a ordem de ζ, denotada por o(ζ), é o menor inteiro positivo m tal que ζm = 1. Assim, o(1) = 1, o(−1) = 2, o(ω) = 3, o(−ω) = 6, o(i) = 4, e o(−ω2 ) = 6.

	A seguinte proposição sobre a ordem das raízes pode parecer óbvia, mas requer prova formal. O inteiro m é dito ser um divisor do inteiro n (e n é dito ser um múltiplo de m) se existe um inteiro k tal que n = km, denotado por m | n. Um inteiro maior que 1 e cujos únicos divisores positivos são 1 e ele próprio é dito primo. Um inteiro maior que 1 e não primo é chamado de composto.

	Proposição 2.16Se ζ é qualquer raiz complexa da unidade en é qualquer inteiro, então ζn = 1 se e somente se n é um múltiplo de o(ζ).

	Prova.Se n é um múltiplo de o(ζ), então existe um inteiro m tal que n = o(ζ)m e, portanto, ζn = (ζ0(ζ))m = 1m = 1. Reciprocamente, suponha que n seja um inteiro tal que 
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