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Préface de la
6¢ édition

« Quand les mouettes ont pied, il est temps de virer ! »

N mer, 1’officier de marine s’appuie sur tout ce qui peut lui étre utile pour naviguer en eaux
E saines. Au premier chef, il se fie a I’'observation de ce qui I’entoure : 1’état de la mer, la
force et la direction du vent, la nébulosité du ciel, la hauteur des astres, la faune et la flore
marines — mouettes comprises ! Si I’observation est le fondement des plus anciens travaux
d’ordre scientifique, elle ne suffit évidemment pas a la conduite d’une opération navale. En
effet, la mer, milieu naturellement hostile, permet la libre circulation de nombreuses menaces
d’origine humaine qui imposent aux marins d’employer des moyens techniques nécessaires a
la survie de I’équipage et a I’accomplissement de la mission. Pour les utiliser efficacement, il
faut en comprendre le fonctionnement et faire preuve d’agilité intellectuelle.

Le pilote de Rafale Marine, apres avoir décollé du porte-avions par nuit noire, use de sa
capacité de division d’attention pour, en méme temps, conduire son avion de chasse en
sécurité a plus de 1000 km/h au-dessus d’un territoire hostile, gérer sa consommation de
carburant avant le ravitaillement en vol, commander son équipier qui vole en patrouille serrée
a quelques metres de son aile, et préparer le largage de sa bombe a guidée laser selon une
balistique ajustée qui permettra a son camarade commando marine, pris a partie au sol, de se
dégager du feu de I’ennemi.

Ce membre des forces spéciales est arrivé sur le lieu de la libération d’otage apres avoir
construit la cinématique de son insertion sous voile nocturne, en prenant en compte la finesse
de son parachute, les calculs statistiques des vents qu’il va traverser et la vitesse de 1’avion
qui le largue a 8000 m de hauteur, sous oxygene. Pendant le vol, avant de sauter, il a subi
une dénitrogénation qui lui permet d’éviter les pathologies résultant de la toxicité des gaz de
I’atmosphere aux pressions partielles que ses tissus vont subir.

Le sous-marinier, qui navigue a I’immersion périscopique pour apporter du renseignement
cotier a I’ensemble des forces impliquées dans I’opération, met a profit ses connaissances en
matiére de propagation des ondes acoustiques. Elles lui assurent la discrétion dont il a besoin
pour échapper a la frégate anti-sous-marine lancée a sa poursuite : en faisant le meilleur
emploi de la bathycélérimétrie qu’il a mesurée dans la couche d’eau, il est indétectable. Il se
tient prét a tirer, s’il le faut, un missile de croisiere qui sortira des tubes lance-torpilles avant
d’aller frapper un objectif au sol a plusieurs centaines de kilometres, apres avoir suivi une
trajectoire de suivi de terrain, programmée peu de temps avant le tir.



Enfin, I'officier de surface, embarqué sur la frégate de défense aérienne qui protege le porte-
avions des menaces missiles, a les yeux rivés sur les écrans de ses radars actifs, prét a lancer
des leurres électromagnétiques et infrarouges et tirer une arme anti-aérienne qui vole a plus
de Mach 3 pour détruire un missile ennemi. Il n’aura que quelques secondes pour le détecter
et réagir avant qu’il ne soit trop tard.

La quasi-totalité des officiers de Marine de carriére sont ingénieurs de 1’'Ecole navale. Ils I’ont
intégrée apres avoir passé de nombreuses heures sur les bancs de leur école préparatoire civile
ou militaire, a noircir des feuilles de brouillon couvertes d’intégrales triples échevelées, de
surprenantes matrices nilpotentes, ou de torseurs cinématiques tordus, sans trop comprendre
leur utilité sur le moment. Pourtant, comme on I’a compris, le marin fait appel quotidiennement
aux connaissances scientifiques qu’il a acquises au cours de la prépa et de I’Ecole navale. Et
cela sera toujours vrai dans un monde ou le progres technique est de plus en plus rapide.

Il en a besoin en opération pour mettre en ceuvre les équipements de pointe qui sont mis
a sa disposition, mais aussi plus tard en coopération avec les industriels de défense et les
ingénieurs de I’armement, lorsqu’il participe a la définition, au suivi de la conception et aux
essais des navires, avions et armements qui remplaceront ceux qu’il a lui-méme employés.

Mais ce n’est pas tout. D’une facon plus générale, le développement de la capacité de raison-
nement logique assuré par les études scientifiques des écoles préparatoires est le fondement
sur lequel les cadres militaires, comme civils, s’appuient tout au long de leur carriére, pour
apporter les réponses aux multiples problémes qu’ils rencontrent, dans les domaines aussi
bien techniques qu’humains, d’organisation ou de stratégie.

Au cours d’une simple navigation ou d’une opération de combat, il est toujours des situations
complexes qui semblent inextricables. Le commandant militaire doit savoir apporter la réponse
aun probléme qu’aucun autre ne voudrait avoir a résoudre, puisqu’il engage la vie des hommes
et des femmes placés sous sa responsabilité, voire le sort d’une nation tout entiere, lorsqu’il
s’agit de mettre en ceuvre les instruments de la dissuasion nucléaire frangaise.

Cet ouvrage, tant plébiscité par les classes de seconde année de CPGE depuis plusieurs années,
fournit une remarquable matiere aux étudiants qui se préparent a affronter des coups de tabac,
en mer ou en entreprise. En particulier, son chapitre « résolution de problemes » offre des
cas concrets suscitant I’imagination, la curiosité, la capacité de modéliser et de faire appel a
ses ressources propres sans qu’aucune indication n’oriente le candidat. Dans le brouillard de
la guerre, c’est précisément la responsabilité du chef : trouver la voie, avec détermination et
inventivité.

Bon courage a vous !

Amiral Pierre VANDIER
Chef d’état-major de la Marine

\'/|



Préface des
4e et 5¢ éditions

9 EST un plaisir et un grand honneur pour moi que de préfacer cet ouvrage remarquable de
clarté, présentant de facon simple, progressive et rigoureuse, les savoirs fondamentaux
qui accompagneront les futurs ingénieurs tout au long de leur carri¢re professionnelle.

Dans un rapport de 2014 (« Examens de I’OCDE des politiques d’innovation : France »),
I’OCDE souligne que I’enjeu de dynamiser 1’innovation en France est plus que jamais impor-
tant; il note aussi parmi les forces du systeéme francais sa capacité a former « des ingénieurs
de grande qualité, polyvalents et innovants pour I’industrie ». Or c’est bien par le biais d’une
démarche pédagogique telle que celle de ce livre que se pérennise cette force !

Les savoirs et les technologies évoluent aujourd’hui a un rythme particulierement soutenu, ce
que j’illustrerai par le fait qu’environ 1,5 million d’articles scientifiques sont publiés chaque
année dans le monde.

Ces savoirs et technologies sont de plus en plus complexes :

* un processeur compte de I’ordre de 2 milliards de transistors;

e un calculateur haute performance, nécessaire pour la conception des avions et des
voitures, pour la génomique, pour la simulation des évolutions du climat... compte
plusieurs centaines de milliers de ces processeurs.

Paradoxalement, la technologie est de moins en moins « apparente », les interfaces d’utilisation
se doivent en effet d’étre parfaitement intuitives, ce qui d’ailleurs augmente la complexité
des solutions techniques a mettre en place. Tout ceci concourt a renforcer I’importance pour
I’ingénieur de maitriser les bases de culture générale scientifiques et techniques, condition sine
qua non du maintien dans la durée de sa pertinence technique et de sa capacité d’innovation.

Il s’agira aussi pour I’ingénieur de rester en permanence curieux et ouvert aux évolutions.
Ce livre I’y prépare par les exemples donnés, a la fois simples et judicieux, et les mises
en perspective, qui, dans une démarche indispensable de mon point de vue, permettent a
I’étudiant de comprendre la portée des concepts mis en équations.

J’y ajouterai un conseil pour les étudiants, futurs ingénieurs, qui liront ce livre : « prévoyez des
maintenant de préparer une theése de doctorat : d’une part le doctorat est le standard mondial
pour les acteurs innovants de la technologie, et d’autre part la démarche de la recherche, en
construisant de nouveaux savoirs, complete tout naturellement les savoirs consolidés que vous
pourrez acquérir durant votre future formation d’ingénieur ».

Jean-Philippe Bourcoin
Agrégé de Sciences physiques
Ancien Directeur de la stratégie et des programmes du CEA

Conseiller aupres de la Ministre de I’Enseignement supérieur, de la Recherche et de 1’Inno-
vation






Avant-propos

La 7¢ édition du Tout-en-un reprend les fondamentaux qui ont assuré, édition apres édition,
le succes de ’ouvrage, tout en évoluant pour rester le plus proche des attentes des jurys de
concours. Le livre s’enrichit d’un chapitre, d’un point de méthodologie et d’une trentaine
d’exercices.

Les préparationnaires trouveront dans chaque chapitre :

*

un COURS COMPLET qui respecte les programmes officiels;
une METHODOLOGIE SYSTEMATIQUE, qui souligne les méthodes classiques, indispen-
sables pour comprendre comment appréhender un probléme de physique, puis le ré-
soudre au mieux ;
le PROGRAMME OFFICIEL ¢t le SOMMAIRE DES EXERCICES ;
de TRES NOMBREUX EXERCICES DE NIVEAUX VARIES, certains issus de problemes de
concours, souvent tres récents, et de sujets d’oraux. La longue expérience au sein de
jurys de concours des auteurs a permis de sélectionner les exercices et problemes les
plus formateurs, dont le niveau de difficulté est signalé :
* exercices de cours, dont la maitrise est indispensable, repérés par un triangle noir
» dans le sommaire, pour &tre guidé dans 1’apprentissage le cours;
* % exercices simples et formateurs, de niveau e3a-Polytech et CCINP, repérés par un
triangle blanc > dans le sommaire;;
* % % exercices de niveau ambitieux, pour préparer les concours de Centrale-Supélec,
des Mines, de 1’Ecole navale, aussi repérés par > ;
* % % exercices de niveau tres élevé, pour se préparer aux concours les plus exigeants,
X-ENS par exemple, encore repérés par >.
Mais cette répartition par niveau n’est pas absolue! Certains thémes peuvent sembler
plus abordables que d’autres, plus compréhensibles ; certains exercices x * pourraient
sembler plus ardus que des *x % % ; c’est normal, nous ne sommes pas égaux face a un
méme sujet.
De plus, préparer un concours particulier n’empéche en rien de s’exercer a un niveau
plus élevé, ou alors plus facile pour s’assurer de la bonne maitrise des fondamentaux.
Un TRES LARGE CHOIX D’EXERCICES est proposé, afin que les 5/2 trouvent aussi a
s’exercer efficacement. Les 3/2 n’auront donc PAS LE TEMPS PENDANT LEUR ANNEE DE
TOUS LES TRAITER, ce qui n’est évidemment pas rédhibitoire pour une belle intégration.

Un large choix de RESOLUTIONS DE PROBLEMES se trouve en fin d’ouvrage, afin de travailler
ce type de question non guidée.

Puisse ce livre étre un compagnon qui vous aidera a vous épanouir dans votre travail et a
apprécier cette introduction au noble travail d’ingénieur !

Stéphane CARDINI



Mode d’emploi

Une introduction présente le sujet traité et le plan suivi.

Diffusion thermique

ES phénomenes de conduction thermique décrivent les échanges d’énergie qu’on appelle,
dans le langage commun, la chaleur. On en propose dans ce chapitre une mise en équation,
pour aboutir a des applications concretes comme la thermique des batiments.

Les définitions importantes sont placées dans un encadré gris, les remarques et les
exemples comportent un filet vertical sur la gauche.

* g représente une quantité infinitésimale ;
* df représente une variation infinitésimale.

Remarque

Ce bilan d’énergie massique est la forme du premier principe de la thermodynamique
la plus adaptée a I’étude des machines thermiques en fonctionnement stationnaire ; c’est
la raison pour laquelle on le qualifie de « premier principe industriel ».

Exemple

L’espace étant repéré par le systtme de coordonnées cartésiennes (O,ﬁx,ﬁy,ﬁz), on
considere par exemple le champ E (M) défini par E (x) = Ey U x, en utilisant I’équation de
Maxwell-Gauss : dEo 0

dvE=-"2=0=£ = p=o0.
v dx 0 P

Suivent différentes questions de méthodologie, entiérement traitées.

METHODOLOGIE

Comment reconnaitre un oscillateur a relaxation ?
> C’est un montage sans entrée ni sortie imposée, avec un comparateur d hystérésis
(ALI bouclé par deux résistances sur sa borne non inverseuse @ ).



Le programme officiel et le sommaire des exercices sont proposés a la fin de chaque
cours.

PROGRAMME OFFICIEL ET SOMMAIRE DES EXERCICES

NOTIONS ET CONTENUS CAPACITES EXIGIBLES
Fonction de transfert d’un systéme entrée- | Transposer la fonction de transfert opé-
sortie linéaire continu et invariant. rationnelle dans les domaines fréquentiel
[ 31.C3] (fonction de transfert harmonique) ou tem-
1.201.3] porel (équation différentielle).

De nombreux exercices, dont la difficulté est traduite par des étoiles, sont proposés dans
chaque chapitre. On distinguera :

* les exercices de cours, qui reprennent les capacités exigibles du programme, classés
d’une étoile, repérés par un triangle noir dans le sommaire et dont le numéro est
précédé d’un C;

EXERCICES * (LE COURS)
EiX&l Equation locale de conservation de la charge La citer puis la démontrer.

e d’autres exercices allant de 2 a 4 étoiles, repérés par un triangle blanc dans le
sommaire.

EXERCICES * %%
EIXEl Rayonnement d’un fil

Un fil électrique, qui coincide avec I’axe (Oz), rayonne dans le vide, de maniere isotrope, un
champ électrique de la forme E (r,1) = A (r) exp (j (wt — kr)) U ;.

En calculant la puissance émise par le fil, montrer que A (r) est proportionnel a 1/+/7.

Tous les exercices sont entierement corrigés.

CORRIGES

[...]

Xl Dérivateur idéal

La loi des nceuds a I’entrée inverseuse, Ic = Ir + [, meéne a Cp (E — V_) = R% (V_ — S)
car I~ =0.

Attendu que V™ = V* = 0 (ALI idéal et non saturé) : S(p) = —RCp E (p), soit s () = —RC‘(’T?.

Xi
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Stabilité des systemes
linéaires

N systéme est décrit de manicre équivalente par son équation différentielle ou sa fonction
de transfert. Ce point, déja abordé en premieére année, est ici affirmé. On cherche ensuite
un critere de stabilité.

1 Systémes linéaires, continus et invariants

1.1 Notion générale de systéeme

Un systeme est un dispositif qui traite un ou plusieurs signaux d’entrée afin de réaliser la
fonction voulue par son concepteur ; le systeme produit ainsi a son tour un ou plusieurs signaux
de sortie. Par exemple, un téléphone portable est une suite de systemes qui accomplissent
successivement la transformation d’un signal sonore, la voix, en un signal électrique; la
conversion du signal électrique en un autre signal électrique constitué de niveaux logiques ; sa
modulation puis finalement son émission, c’est-a-dire la transformation du signal €lectrique
codé en un signal électromagnétique.

Un systéme associe finalement a un signal d’entrée e un signal de sortie s.

entrée ¢ — | systeme sortie s

Figure 1.1 — Représentation symbolique d’'un systeme monoentrée et monosortie.

La notion de systéme est tres générale. Ce peut €tre une vanne, dont I’entrée est I’angle d’un
robinet et la sortie un débit ; un moteur électrique, dont I’entrée est une tension de commande
et la sortie une vitesse de rotation ; une puce électronique, dont 1’entrée et la sortie sont deux
tensions électriques...

Remarque

Un systéme n’est pas nécessairement monovariable, il peut fort bien manipuler plusieurs
entrées et produire plusieurs sorties.

1.2 Systéemes continus

Il existe deux classes de systemes : les systemes continus et les systémes numériques.
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Dans un systeme continu, les signaux d’entrée et de sortie sont définis & chaque instant, on
les note e (¢) et s (¢) et on les qualifie de continus ou d’analogiques. Dans le cas de signaux
électriques, on peut les afficher sur un oscilloscope.

Remarque

Un signal continu est décrit par une fonction mathématique continue.

Un systéme numérique manipule et produit des signaux numériques, suites binaires de
niveaux logiques 0 et 1. Ce sont typiquement des puces électroniques qu’on trouve dans
tous les ordinateurs, téléphones, tablettes... Les signaux numériques sont transformés en
signaux continus avec un convertisseur numérique-analogique, connu sous 1’acronyme CNA ;
I’opération inverse, qui convertit un signal continu en un signal numérique, est assurée par un
convertisseur analogique-numérique, ou CAN.

1.3 Systemes linéaires

Les systemes étudiés sont des systémes li-

néaires : la réponse a une combinaison li- €1 — | systeme 51
pealrf: d’entrées e§t la com?lna}son linéaire e systeme 5
identique des sorties associées a chaque en-

trée. Par exemple, si une personne A parle Ae; + ue, —— Asy + usy

dans un téléphone, le récepteur entend A. Il
entend de méme B si B parle dans le méme
téléphone. Et si A et B sont cOte a cote et
parlent tous les deux en méme temps, alors le récepteur entend les voix de A et de B. Ceci se
formalise ci-dessus.

Figure 1.2 — Linéarité d’'un systeme.

1.4 Systemes invariants

Les systémes étudiés sont des systémes invariants dans le temps : leurs propriétés ne
changent pas au cours du temps. Ce n’est vrai qu’approximativement, car tous les systémes
vieillissent et doivent étre remplacés lorsque leurs propriétés se sont dégradées. Ils restent
toutefois invariants pendant leur durée de vie.

Les systemes linéaires et invariants dans le temps sont souvent indiqués par leur acronyme
anglais LTI systems, pour linear time-invariant systems.

Les systemes étudiés dans le cadre de ce cours sont linéaires, temporellement invariants
et manipulent des signaux continus.

2 Description d’un systéme électronique

2.1 Représentation par équation différentielle

Laloi entrée-sortie est sous la forme d’une équation différentielle. Par exemple pour le systeme
électrique de la figure 1.3.

2
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Ue
! R, C

Ol Bl s e [osme—s

Figure 1.3 — Systéeme étudié : schéma du montage et schéma-bloc.

Les tensions s et u. sont en convention récepteur. Attendu que le courant est le méme dans
les deux dipdles :

s=Ryi et i= Cdgt“.
La loi des mailles mene a :
e=Roitu, +Rii soit 6o (R, + Ry &4 Gl
dr de dr

En remplagant i et u. par leur expression en fonction de s :

de 1 ds s
— =R +R) —— + .
a =R R) e w T Ree
On écrit finalement 1’équation différentielle qui régit 1’évolution du systeme sous forme
canonique :

de

ds
R +R))C— )=R .
(R + 2)Cdt+5() 2Cdt
Remarque

Tous les systemes ne sont pas décrits par une équation différentielle. Par exemple, un
retard pur de 7 est modélisé par s () = e (f — T), qui n’est pas une équation différentielle.

2.2 Représentation par fonction de transfert
En régime sinusoidal, on note :

s(1) = Soexp (j (wr + ) = Soexp (jp) exp (jwt) = Sexp (jwt),

la représentation complexe du signal s (f) = Sy cos (wt + ¢).

La fonction de transfert harmonique, ou transmittance harmonique, d’un systéme,
est le lien entre le signal de sortie s (¢) et celui d’entrée e (7), en régime permanent
sinusoidal a la pulsation w, imposée par I’entrée :

H(jw) =

&y | 1A

On définit, dans le cours de Sciences industrielles pour 1’Ingénieur, une fonction de transfert,
issue d’une transformée intégrale de Laplace. Cette opération ne releve pas du présent cours,

3
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mais 1’identité des résultats avec le régime harmonique doit étre soulignée. La variable p de
Laplace correspond au terme jw du régime harmonique a la pulsation w :

p<+— jw et p2<—>(jw)2.

Ainsi :

La fonction de transfert de Laplace, ou transmittance de Laplace, d’un systeme, est
le lien entre la transformée de Laplace du signal de sortie S (p) et celle d’entrée E (p),
quel que soit le régime (harmonique ou autre) :

S
H(p)=%'

Afin de simplifier le lien avec le cours de Sciences industrielles pour 1’Ingénieur, la notation
H (p) sera utilisée et nommée fonction de transfert ou transmittance, sans autre référence.
On propose un exemple de fonction de transfert pour le systeme de la figure 1.3. La formule
du diviseur de tension mene a :

S(p) _ ZRy Ry R,Cp

E(p) Zri+Zc+Zry Ri+ LR T RICp+1+R,Cp’
Cp
Finalement : RC
H(p) = 12—1’
+(Ri+R)Cp
Remarque

Le remplacement de jw par p simplifie aussi 1’écriture des impédances : pour un

condensateur de capacité C, Z¢ = o et pour une bobine d’inductance L, Z; = Lp.
p

2.3 Lien entre I’équation différentielle et la transmittance

L écriture de la fonction de transfert sous la forme d’un rapport de deux polynomes en p
permet une identification immédiate. On utilise les équivalences :

— <—>d t 2%>(‘)2<—>d2
w —_— € w —
)4 J d V4 J a2

sur I’exemple précédent :

S) _ R.Cp
E(p) 1+(R+Ry)Cp

donc ((Ri+Ry)Cp+1)S(p)=R,CpE (p)

ds de
R — =R, C—.
donc (R, +R2)Cdt +5(1) »C a
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S .
Equation différentielle ar = Jjws Fonction de transfert harmonique

ds de |«———— s JR:Cw
(R1+R2)CE+S—R2CE g_l+j(R1+R2)Ca)
ds s Fonction de transfert de Laplace o iw
E < p S R,Cp p J

E 1+QR +R)Cp

Figure 1.4 — Liens entre équation différentielle, transmittance harmonique et
transmittance de Laplace.

Remarque

d
L’équivalence entre la dérivée et la transformée de Laplace est d—j < pSp) —s (O*).

La transmittance est toutefois toujours écrite en supposant les conditions initiales nulles.

3 Stabilité
3.1 Définition

Qu’est-ce qu'un systeme stable en électronique ? C’est un systeme dont la sortie reste limitée,
ne s’accroit pas indéfiniment. On propose donc une définition intuitive de la stabilité d’un
systeme linéaire.

Un systeme linéaire est stable si, et seulement si, pour une entrée bornée, la sortie reste
bornée.

Aucun systeme physique ne peut toutefois présenter de sortie infiniment divergente. Par
exemple 1’intensité sonore d’un systeme audio est-elle limitée, tout comme la température
de I’eau d’un systeme de chauffage. Un systeme qui atteint sa valeur maximale et y reste,
quelle que soit la valeur de I’entrée, est saturé. Un systéme instable ne diverge donc pas en
pratique ; I’amplitude de la sortie augmente jusqu’a la saturation, le syst¢tme ne fonctionne
plus linéairement.

3.2 Systeme du premier ordre

Soit un systeme passe-bas du premier ordre, décrit par sa fonction de transfert, qui n’est pas
écrite sous forme canonique pour les besoins de la démonstration :

Hy
a+bp

E(p) —|H(p) = — S(p)

Figure 1.5 — Systéme passe-bas du premier ordre.
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L’équation différentielle, qui modélise le comportement temporel du systeme, est issue de la

fonction de transfert :
S(p) _ _Ho
E(p) a+bp

d
donc  (bp+a)S(p) = HoE (p) puis b ch +as = Hpe.

La sortie s (¢), associée a I’entrée e (¢), est la somme de deux termes :

* la solution particuliére, notée s,, (¢) (indice p pour « particuliere »), cherchée sous la
méme forme que 1’entrée (constante dans le cas d’un échelon, harmonique dans le cas
d’une entrée harmonique). Cette solution représente physiquement le régime établi;

¢ la solution homogene, notée sy, (¢) (indice & pour « homogene »), solution de 1’équation

d
homogene b % +as,=0:

sp (1) = dlexp (—%) )

ou A est une constante d’intégration trouvée avec les conditions initiales. Cette solution
représente physiquement le régime libre, obtenu dans le cas ot e = 0.
. at . . . sy
Ainsi, s(t) = dexp (——) + 5p (1). Avec une entrée bornée, la solution particuliere est

aussi bornée, car elle est de la méme forme que 1’entrée ; son amplitude reste limitée. Les cas
classiques de I’entrée en forme d’échelon et I’entrée harmonique illustrent ce point :

HyE
e 5, ()= sie(r)=Ey;
HyE b
e s, ()= 070 cos (wt — arctan w) sie(t)=Eycos(wt)eta > 0.
a? + (bw)? a

Tel n’est pas toujours le cas pour la solution homogéne, qui tend vers zéro quand ¢ — oo si

a . - . a N . . .

3 > 0, mais qui diverge si 5 < 0. Le systéme est donc stable si et seulement si les coefficients

du dénominateur de la fonction de transfert, a et b, pour les termes en po et pl, sont de méme

signe.

Et si le filtre ne présentait pas de caractere passe-bas ? Le résultat serait le méme. En effet,

par exemple pour un passe-haut, la fonction de transfert et 1I’équation différentielle a laquelle

obéit le circuit sont :
S T

() _ Hy—P

E (p) a+bp

d d
donc  (bp +a)S(p) = HytpE (p) puis b d% +as= H()Td—j.

La solution particuliere reste bornée si I’entrée est bornée. La stabilité est uniquement due a

. . . ds . .
la solution homogene, solution de I’équation homogene b—" asy, = 0, qui reste inchangée
par rapport au cas précédent. La conclusion quant a la stabilité est donc identique.

Les termes différentiels caractéristiques de I’entrée, nuls dans 1’équation homogene, ne jouent
aucun role dans la stabilité. IlIs proviennent du numérateur de la fonction de transfert.

Le numérateur de la fonction de transfert ne joue aucun rdle dans la stabilité d’un
systeme linéaire.
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3.3 Systeme du deuxiéme ordre

Soit un systéme passe-bas du deuxiéme ordre, décrit par sa fonction de transfert, qui n’est pas
écrite sous forme canonique pour les besoins de la démonstration :

Hy
c+bp+ap?

E(p)

H(p)= S(p)

Figure 1.6 — Systéme passe-bas du deuxieme ordre.

L’équation différentielle, qui modélise le comportement temporel du systéme, est :

S _ H,
E(p) c+bp+ap?

donc (ap® +bp +¢) S(p) = HyE (p)
d?s ds

uis a— +b— +cs = Hpe.
P drz2  dr 0
Comme pour un systeme du premier ordre, la solution particuliere, cherchée sous la méme
forme que ’entrée, demeure bornée car I’entrée est bornée. Ce point reste acquis, quel que
soit le numérateur de la fonction de transfert, et donc le caractére passe-bas, passe-haut,
passe-bande, coupe-bande...

La stabilité n’est liée qu’a la solution homogene, solution de I’équation homogene :
d%s ds

a— +b—

dr? dr

qui admet trois solutions suivant le signe du discriminant A de 1’équation caractéristique

associée ar: +br+c=0:A = b? — 4ac.
—b £ jV4dac — b2 .
et:

+cs=0,

Si A < 0, alors les racines sont complexes r =

2a
b Véac — b? . [ V4ac — b?
sp (1) = exp —Zt S1 COS Tr + 55 sin Tr s

qui reste borné dés que I’exponentielle ne diverge pas, c’est-a-dire si % > 0, et donc si a et
a

b sont de méme signe. De plus, attendu que A < 0,0 < b? < 4ac et ainsi a et ¢ sont de méme
signe. La solution homogene reste donc bornée si a, b et ¢ sont de méme signe.

b
Si A =0, alors r = —— est racine double et :

b
sn (1) = (50 + ut) exp (— r) :
2a
et la conclusion de stabilité est la méme que précédemment.

. . ) —b+Vb? —4ac —b — Vb? —4ac
Si A > 0O alors les racines sont réellesry = ——— rp= ———— et
2a 2a

sp (t) = sy exp (rit) + s, exp (rat) ,

qui reste borné si r; < 0etry <0, ce qui est équivalent a :
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. b b
* leur somme est négative : ry + 1y = —— < 0, soit — > 0;
a a
. . c
* leur produit est positif : rir, = — > 0.
a

On en déduit donc que la solution homogene reste bornée si a, b et ¢ sont de méme signe.

3.4 Critere de stabilité d’un systeme du premier ou du deuxiéme
ordre

On conclut des paragraphes précédents :

Un systeme est stable temporellement si, et seulement si, sa solution homogene, c’est-
a-dire physiquement son régime libre, s’annule quand # — oco.

Ainsi, un systeme stable s’amortit en absence d’entrée. Il existe de plus un critére opérationnel
de stabilité tres simple.

Un systéme du premier ou du deuxieme ordre est temporellement stable si et seulement
si tous les coefficients de I’équation différentielle homogene ou du dénominateur de la
fonction de transfert sont de méme signe.

A Ce critere n’est plus suffisant pour un systéme d’ordre trois ou plus.

3.5 Lien avec la stabilité mécanique

La définition de la stabilité, utilisée en mécanique, semble a priori différente. On lit ainsi dans
le Dictionnaire de I’Académie frangaise, huitieme édition, que le lecteur trouvera en ligne sur
internet, la définition de la stabilité :

En termes de mécanique, il désigne la propriété qu’un corps, écarté de son état
d’équilibre, a de revenir a cet état.

Quel est donc le lien avec la sortie bornée associée a une entrée bornée ? La réponse a cette
question passe par une autre interrogation : que signifie, pour un systeme électrique, étre
écarté de son état d’équilibre ?

On étudie par exemple le circuit électrique de la figure 1.3. Sans alimentation, c’est-a-dire
pour une entrée nulle, la sortie est nulle, ce qui constitue sont état d’équilibre. Pour écarter le
systeme de cette position d’équilibre, on lui impose une tension Ej en entrée. Puis I’entrée est
remise a la masse et le systeme évolue en décrivant son régime libre. Le régime libre, pour
lequel I’entrée est nulle, est modélisé par 1’équation différentielle homogene. Si celle-ci tend
vers z€éro quand ¢ — oo, alors le systéme est stable et revient a son état d’équilibre de tension
nulle.

Si les termes employés sont différents, la définition « mécanique » de la stabilité est équivalente
a celle énoncée dans le paragraphe 3.1.
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METHODOLOGIE

Quelles sont les unités de p ?
> p = jw donc p est enrad.s™!, comme w.

Sous quelle forme écrire une fonction de transfert ?
polynéme en p au numérateur
> H(p) =

stabilité.

afin de conclure directement quant a la

polynéme en p en dénominateur

Doit-on utiliser la notation p ou jw ?
> p dans le cas général; jw dans le cas sinusoidal.

Rapport du jury (ENS Paris-Saclay) : «le jury regrette a nouveau l’utilisation quasi systéma-
tique de la notation complexe pour I’étude des circuits simples [...], surtout lorsque le régime
n’est pas sinusoidal. »

Méthodologie - Programme et exercices

La notation complexe jw implique que les signaux soient harmoniques, de pulsation w (la
méme que dans jw). Dans le cas général, ou les signaux sont de forme quelconque, on
privilégie donc la variable de Laplace p et les impédances de Laplace Z¢ = é etZ; =Lp.

Comment savoir si un systeme est stable ?
> Pour un systéme du 1°" ou du 2° ordre, tous les coefficients des termes en p°, p' et
p? sont identiques.

Comment passer de I’équation différentielle a la fonction de transfert et vice versa ?
2

d
> Utiliser les équivalences p < — et p? <> —.
E Py &P dr?

Quand les méthodes vues en SII, comme le théoréme de la valeur initiale, sont-elles
utilisables en physique ?

> Dés qu’on est dans les mémes conditions qu’en SII, concrétement lorsqu’on étudie la
réponse d’un systeme a un échelon (la rampe n’est pas utilisée en physique).

PROGRAMME OFFICIEL ET SOMMAIRE DES EXERCICES

NOTIONS ET CONTENUS CAPACITES EXIGIBLES

Fonction de transfert d’un systéme entrée-
sortie linéaire continu et invariant.

Transposer la fonction de transfert opé-
rationnelle dans les domaines fréquentiel

> (fonction de transfert harmonique) ou tem-
> 1.2]1.3] porel (équation différentielle).

Stabilité. Etudier la stabilité d’un systéme d’ordre 1
> ou 2 a partir des signes des coefficients de
> 1.1]1.2] I’équation différentielle ou de la fonction de

transfert.
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EXERCICES * (LE COURS)

el Stabilité (1) Les systemes suivants, décris par leurs fonctions de transfert, sont-ils
p
—1+p

1 1
stables ou pas? Hy (p) = m, H> (p) = ﬂ» H3 (p) = ﬂ, Hy(p) =

7] Stabilité (2) Les systemes suivants, décris par leurs fonctions de transfert, sont-ils

-p +p 1 —p+2p’
stables ou pas? Hs (p) T+3p+4p? 6 (p) 1= 3p+4p2 et Hy (p) A,
1 —p+2p?

Hg(p)= —L "0

s(p)= 57 PR
EX#=] Fonction de transfert Etablir la fonction de transfert qui décrit le systéme méca-

d? dx

nique dont I’équation différentielle est de); () = —aa &) —kx(@®)+ f ().

EXERCICES **

¥l Passe-bande
H,

1+j0 (5 - %)

Soit le systeme décrit par sa fonction de transfert harmonique H (jw) =

1) Ce systeme est-il stable ?
2) Quelle est I’équation différentielle qui modélise son comportement ?

¥ Stabilité conditionnelle

d2s

S d d
A quelle condition le systeéme décrit par 72@ O+7(1—-k) d—j ®O+s@) = T£ ) —e()
est-il stable ?

EXERCICES **x%

] Résonances dans un circuit RLC —|

1) Etablir I’équation différentielle entre e (¢) et s () qui régit ¢

I’évolution du circuit ci-contre. e(t) R L|s®
2) A quelle condition y a-t-il résonance sur la tension s ?

3) A quelle condition y a-t-il résonance sur I’intensité i; du iL

courant dans I’inductance ? 7

10
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CORRIGES

EXeE]l H, et H; stables; H; et H, instables.

ffed Hs et H; stables (le numérateur ne joue aucun role dans la stabilité); Hy et Hg
instables.

X&) On prend la TL de I’équation différentielle : mp?X (p) = —apX (1) — kX (p)+ F (p),
X (p) 1
F(p) mp*+ap+k

puis (mp2 +ap+ k) X (p)=F(p)donc H(p) =

¥l Passe-bande

Quelle horrible écriture de la fonction de transfert! w est séparé de son j, et donc la variable
p n’apparait pas facilement. L’ étude de la stabilité débute par I’écriture correcte et normalisée
de la fonction de transfert, polyndme en jw = p au numérateur, polyndme en jw = p au
dénominateur.

H H H i
DH(w) = 0 = 0 0Jw et avec la

1+Q( - ‘Zj’) 1+Q( i m) jw+Z (jw) +Quy

Hyp
Quwo+p+ w%l?z
qui est implicitement le cas.

variable p : H (p) = et le systeme est stable des que Q > 0 et wg > 0, ce

2) On peut écrire H sous forme canonique en divisant par Quwy :

H(p)=H é% =S(P) - 1+ 1P+( > S()—*OﬁE(p)
1+yae (£) F0 0w "\ P
1 d?%s 1 ds 1 de
wfg@(ﬂ"‘@a(f)‘*'s(l‘):Ho%a(t).

A . . . 1
Remarque : en identifiant avec le dénominateur canonique d’une 2° ordre, on obtient Q = E

¥ Stabilité conditionnelle

Le systeme est du 2° ordre, on examine les signes des coefficients du dénominateur de la
fonction de transfert, qui se retrouvent sur les dérivées de s (les coefficients du numérateur se
retrouvent sur les dérivées de e). Le systéme est stable deés que 1 — k > 0, soit k < 1.

] Résonances dans un circuit RLC

1) La méthode la plus aisée est d’utiliser les impédances de Laplace et la loi des nceuds,

beaucoup plus rapide que le calcul d’une quelconque impédance équivalente d’un montage

en parallele. L'intensité qui traverse C vers la droite, vaut celles qui descendent dans R et L :

S—-0 §-0
+

Cp(E—2S8)=
p( ) R Ly

i

11
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puis en multipliant par RLp, afin de tout écrire sur une seule ligne :
RLCp*E — RLCp*S=LpS+RS = RLCp°’E=S(R+Lp+RLCp?),

puis on divise par R pour mettre sous forme canonique (1 +...) :

e

a2 (1).

L d? Ld
LCp2E=<1+Rp+LCp2)S = LCd—t;(t)+Ed—j(t)+s(t)=LC

LCp?
1+%4p+LCp?
son diagramme de Bode, admet une résonance des que le facteur d’amortissement & vérifie

2) Le systeme est un passe-haut de fonction de transfert, H (p) = , qui, d’apres

&< % On identifie £ et w( avec la forme canonique :

2
H (p) = Hy (%0) 5
1+262 + (%)
L

| _ 2& : _ 1 _ 1 L ;
On a donc LC = P et g = o, soit wy = Jic eté = ﬁ\/;. Il y a donc résonance en

; 5 1 /L _ V2 it L
tension deés que 554/ & < 57, soit g < 2RC.

3) En notation de Laplace, S = Lp x I, d’ou :
2 L 2 L 2
LCp°E = 1+Ep+LCp L,I; = CpE-= 1+Ep+LCp I.

I C
On reconnait un passe-bande, == L—p
E 1+%p+LCp?

en courant a la pulsation wg = \/%, d’apres le diagramme de Bode.

, qui admet toujours une résonance, ici

12



Amplificateur linéaire
intégre

A rétroaction est couramment utilisée dans les circuits électroniques. Son étude théorique
L releve du cours de Sciences industrielles pour I’Ingénieur; elle est ici menée en pratique
sur ’exemple de I’amplificateur linéaire intégré, plus connu sous le nom d’amplificateur
opérationnel. Ce chapitre présente une premiere approche des circuits électroniques.

1 Amplificateur linéaire intégré

Un amplificateur linéaire intégré, plus connu sous le nom d’amplificateur opérationnel,
se présente sous la forme d’une puce électronique, de surface 11 mm x 6,6 mm, représentée
sur le document constructeur, datasheet en anglais, de la figure 2.2, page 15. L’amplificateur
opérationnel utilisé en travaux pratiques est celui du haut, emballé dans un boitier DIP, pour
dual in-line package. 11 comporte 8 pattes et une encoche semi-circulaire, qui permet de les
distinguer.

Il existe des centaines de types d’amplificateurs opérationnels. On présente leurs caractéris-
tiques communes a travers un exemple.

1.1 Visite guidée d’une datasheet

Tout d’abord, figurent en haut le nom du fabricant, ici STMicroelectronics, et la référence
du circuit, ici TLO81. Tous les constructeurs utilisent la méme référence pour une méme
fonction. Puis vient la fonction réalisée, ici amplificateur opérationnel, operational amplifier
ou Op Amp en anglais ; la technologie utilisée peut étre précisée, ici J-FET, elle ne releéve pas
du présent cours.

Les caractéristiques essentielles suivent, elles seront introduites au fur et 2 mesure, et finale-
ment le brochage des pattes, pin connections en anglais.

Ce brochage est trés important, il permet de savoir comment brancher la puce sur un circuit.
On repere d’abord la position de I’encoche semi-circulaire, qui permet d’identifier les pattes.
Dans ’ordre de numérotation du constructeur :

1. Offset null 1 permet de compenser les petits défauts en tension, dus a la construction. Il
ne sera pas utilisé dans ce cours;

2. Inverting input est 1’entrée inverseuse, repérée sur les schémas par le signe &

3. Non inverting input est I’entrée non inverseuse, repérée par le signe @ ;
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4. Vcc- estlatension d’alimentation négative de la puce, en général —15 V. Cette valeur
est précisée en haut de la caractéristique électrique, sur la figure 2.3;

5. Offset null 2 est identique a la patte 1;

6. Output est la sortie;

7. Ve est la tension d’alimentation positive de la puce, en général +15 V.
8. NC signifie non connecté. Cette patte ne sert a rien.

On en déduit que I’amplificateur opérationnel, comme toutes les puces électroniques, doit étre
alimenté pour fonctionner. C’est un composant actif. L’alimentation est la premiere chose a
brancher sur un montage électronique, avant les signaux d’entrée.

' : i entrée inverseuse
Un amplificateur opérationnel doit

. ) € sortie
étre aliment€ en —15 V, +15 V.

entrée non inverseuse

Figure 2.1 — Schéma d’un amplificateur opérationnel.

L’alimentation n’est toutefois pas représentée sur les schémas électriques, qui symbolisent
I’amplificateur opérationnel par un triangle, avec deux entrées et une sortie.

1.2 Propriétés essentielles

Fonction de transfert La fonction de transfert de I’amplificateur opérationnel relie 1’entrée
différentielle, notée g, et la sortie, notée s. L'entrée différentielle est la différence entre les
potentiels des entrées non inverseuse et inverseuse, notés respectivement v* et v :

La fonction de transfert, aussi appelée gain différentiel car il opere sur la différence v* — v,
est, en premiere approche, un passe-bas du premier ordre :

S(p) Ay o Ag =~ 2.10°
= — = u

E(p) l+71p T~102s.

Aq(p)

Les valeurs numériques sont précisées dans les caractéristiques électriques de la datasheet,
figure 2.3. Ay est le large signal voltage gain, de 200 V/mV : quand on présente une tension
de 5.1072 mV en entrée, I’amplificateur présente une sortie de 10 V, soit une multiplication
par 2.10°. La valeur de 7 est calculée dans I’exercice PEE]

Saturations La tension maximale que délivre 1’amplificateur opérationnel en sortie reste
limitée ; elle ne peut pas dépasser en valeur absolue la tension d’alimentation V. Cette
tension maximale en sortie est communément appelée tension de saturation, notée V.
Elle est 1égerement inférieure a la tension d’alimentation : Vs, < Ve = 15 V; on pourra
I’approximer a 15 V.

La tension de sortie est limitée a I’intervalle [— V4, +Via:rl, avec Vigr = 15 V.

14
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TL081
Ky[ TLO81A - TL081B

GENERAL PURPOSE J-FET
SINGLE OPERATIONAL AMPLIFIERS

B WIDE COMMON-MODE (UP TO Vcc*) AND
DIFFERENTIAL VOLTAGE RANGE

B LOW INPUT BIAS AND OFFSET CURRENT v
Bl OUTPUT SHORT-CIRCUIT PROTECTION m
B HIGH INPUT IMPEDANCE J-FET INPUT
STAGE N
DIP8
B INTERNAL FREQUENCY COMPENSATION (Plastic Package)

B LATCH UP FREE OPERATION
B HIGH SLEW RATE : 16V/us (typ)

S08
(Plastic Micropackage)

DESCRIPTION ORDER CODE

The TLO81, TLO81A and TLO81B are high speed Part Number | Tempersturs Range Package

J—-FET input single operational amplifiers incorpo- N D

rating well matched, high voltage J-FET and bipo- TLO81M/AM/BM -55°C, +125°C . .

lar transistors in a monolithic integrated circuit. TLO81I/AI/BI -40°C, +105°C o .
TLO81C/AC/BC 0°C, +70°C . .

The devices feature high slew rates, low input bias
and offset currents, and low offset voltage temper-

ature coefficient. 'S: é’%ilu‘”ob‘t"nﬁﬁ ggkcigaze([fls%) - also available in Tape & Reel (DT)
PIN CONNECTIONS (top view)

Example : TLO81CD, TL081IN

U 1 - Offset null 1
j 8 2 - Inverting input
3 - Non-inverting input

> j 7 4- Ve
5 - Offset null 2
N j 6 6 - Output

7-Veo

[ ] 5 8-N.C.

—_

[ 1 1]

S

April 2001 110

Figure 2.2 — Extrait de datasheet d’amplificateur opérationnel.
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16

TLO81 - TLO81A - TLO81B

E CAL CHARACTERISTICS
Voo = #15V T, = +25°C (unless otherwise specified)
TLO81I,M,AC,Al,AM,
TLO81C
Symbol Parameter BC,B,BM Unit
Min. | Typ. | Max.| Min. | Typ. | Max.
Input Offset Voltage (Rg = 50Q) mvV
Tamp = +25°C TLO81 3 10 3 10
TLO81A 3 6
Vio TLO81B 1 3
Trin < Tamb < Tmax TLO81 13 13
TLO81A 7
TLO81B 5
DVj, |Input Offset Voltage Drift 10 10 uv/ec
Input Offset Current - note ")
lio Tamb = +25°C 5 100 5 100 pA
Tmin < Tamb < Tmax 4 10 nA
Input Bias Current -note 1 nA
lip Tamp = +25°C 20 | 200 20 | 400
Trmin < Tamb < Tmax 20 20
Large Signal Voltage Gain (R = 2kQ, V, = +10V) V/mV
Avd Tamp = +25°C 50 ((200) 25 | 200
Tmin < Tamb < Tmax 25 15
Supply Voltage Rejection Ratio (Rg = 50Q) dB
SVR Tamp = +25°C 80 | 86 70 | 86
Tmin < Tamb < Tmax 80 70
Supply Current, no load mA
lec Tamp =+25°C 14 | 25 14 | 25
Thin < Tamb < Tmax 2.5 25
Viem |Input Common Mode Voltage Range =11 :125 =11 +11§ v
Common Mode Rejection Ratio (Rg = 50Q) dB
CMR Tamb = +25°C 80 86 70 86
Trin < Tamb < Tmax 80 70
Output Short-circuit Current mA
los Tamb = +25°C 10 ( 40 ) 60 | 10 | 40 | 60
Tmin € Tamb < Trax 10 60 10 60
Output Voltage Swing Vv
Tamb = +25°C RL = 2kQ 10 | 12 10 | 12
+Vopp RL = 10kQ 12 | 135 12 | 135
Tmin < Tamb < Tmax RL = 2kQ 10 10
RL = 10kQ 12 12
SR Slew Rate (Tymp = +25°C) Vius
Vi, = 10V, R, = 2kQ, C_ = 100pF, unity gain s Ci6) 8 | 16
\ Rise Time (Tymp, = +25°C) us
r Vin =20mV, R = 2kQ, C| = 100pF, unity gain 0.1 0.1
K Overshoot (Tymp = +25°C) %
ov Vin = 20mV, R = 2kQ, C, = 100pF, unity gain 10 10
B8P Gain Bandwidth Product (Tymp, = +25°C) MHz
G Vip = 10mV, R = 2kQ, C|_ = 100pF, f= 100kHz 25 4 ’ 25 4
R; |Input Resistance 10'2) 10'2 Q
1S7] 3110

Figure 2.3 — Extrait de datasheet d’amplificateur opérationnel.
Les cadres gris sont ajoutés par 'auteur.




ETUDE D’UN MONTAGE A RETROACTION NEGATIVE : UAMPLIFICATEUR NON INVERSEUR

L’intensité du courant délivré en sortie est, elle aussi, limitée. On lit sa valeur de 40 mA sur
la datasheet, au milieu de la figure 2.3 ; on la nomme output short-circuit current en anglais,
elle est expérimentalement obtenue en court-circuitant la sortie avec un amperemetre, afin de
faire débiter une intensité maximale qu’on mesure.

Résistance d’entrée La résistance que présentent les deux entrées de 1’amplificateur opé-
rationnel, non inverseuse et inverseuse, est de 10'2 Q, soit 1 TQ, prononcé un téra ohm.
Cette valeur est lue sur la datasheet, en bas de la figure 2.3 ; on la nomme input resistance en
anglais. On en déduit que I’intensité des courants d’entrée est quasi nulle, quels que soient les
potentiels des entrées.

i—=0
I
Les intensités des courants d’entrée iy #0
d’un amplificateur opérationnel sont _
nuls : vo -0 =0 + ¢

it=i"=0. J;+_0 ‘
7. 4 77

Résistance de sortie On explique, au pa-

ragraphe 4.6, quun amplificateur opéra- Figure 2.4 — Nullité de l'intensité d’entrée
tionnel présente une résistance de sortie d'un amplificateur opérationnel.
négligeable par construction.

Vitesse de balayage ou slew rate Un amplificateur opérationnel, comme toute autre puce
électronique, admet une limitation non linéaire, nommée vitesse limite de balayage, plus
connue sous 1’appellation anglaise de slew rate. Son importance pratique explique la pré-
sence de sa valeur numérique parmi les caractéristiques essentielles, présentées en premiere
page d’une datasheet, sur la figure 2.2, ici 16 V.us™!, et rappelée dans les caractéristiques
électriques, sur la figure 2.3.

Les unités du slew rate expliquent sa signification. Il représente la variation maximale de la
tension de sortie de I’amplificateur opérationnel en 1 ps. Par exemple, la durée minimale pour
que la sortie varie de 12 V est de 0,75 ps. Le slew rate représente donc la valeur maximale

de ‘j—f : C’est la vitesse maximale a la quelle la tension de sortie balaie I’ensemble des valeurs

de l'intervalle [V, +Vsa: ], d’ol le terme de vitesse de balayage.

Un exemple expérimental est présenté dans le chapitre 4, a la page 88.

2 Etude d’un montage a rétroaction négative : I’'ampli-
ficateur non inverseur

2.1 Présentation et schéma-bloc

Le montage amplificateur non inverseur est congu afin d’amplifier la tension d’entrée.
L amplificateur opérationnel est rétroactionné sur sa borne inverseuse.
L'usage est d’utiliser les notations suivantes pour les potentiels :

¢ v* est le potentiel de I’entrée non inverseuse ;
e v~ est le potentiel de 1’entrée inverseuse;
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CHAPITRE 2 — AMPLIFICATEUR LINEAIRE INTEGRE

* v, est le potentiel de la sortie;
* la masse est de potentiel nul.

us
N ereprésente la tension d’entrée et s la
ui tension de sortie; elles s’expriment
. . .
, i i en fonction des potentiels, par :
—_ e=v"—0;
Ry < s=vg —0.

e=vt—0 Une tension est une différence
7 7 de potentiel.

Figure 2.5 — Amplificateur non inverseur.

potentiel v —>| .
I potentiel , .
@ vy On rappelle qu’un fil garde le méme
~— potentiel tant qu’une impédance ou
Ry I’ALI n’impose pas une différence de

potentiel v*

potentiel a ses bornes. Ainsi, tous les
fils entourés en gris sur le schéma ci-

— +
e=v"—-0 . .
contre sont au méme potentiel.

masse,
” potentiel 0

Figure 2.6 — Fils de potentiel uniforme.

On montre en méthodologie, page 33, que le schéma-bloc qui modélise le fonctionnement de
ce montage électronique est ci-dessous.

£ Ay
Un montage a amplificateur E @ 1+1p N
opérationnel se met sous la
forme d’un systeéme bouclé, T R,
avec comparateur, chaine di- R, + R,

recte et chaine de retour. . . N
Figure 2.7 — Schéma-bloc associé a

I'amplificateur non inverseur.

R
Eneffet,le©de £ (p) = E (p)© ﬁ S (p), est obtenu grace au signe dans le comparateur.
1 2

2.2 Fonction de transfert

L’expression de la fonction de transfert du montage s’opere :

* soit en éliminant £ (p) dans les deux équations du montage ;
* soit en utilisant la formule vue dans le cours de Sciences industrielles pour I’'Ingénieur :
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Ag
H(p) < chaine directe 3 l+71p
(p) = 1 + chaine directe x chaine de retour 1+ A Ry
l+Tp R+ R,

Par exemple avec la premiere méthode :

Ry
1 =A =Ay | E -
(1+71p)S(p)=Ac€(p) o( (r) R1+st(p)>’
soit, en multipliant par R; + R; :

(Ri+Ry) (1 +7p)S(p) = Ao (R1 + R2) E(p) — RiS(p))

au final :

"7 A simplifier
Ce résultat se simplifie grandement avec Ay > 1. Eneffet : R} + AgR| ~ AoR,. De plus, R;
et R, sont du méme ordre de grandeur, ainsi R, < AgR;. On trouve ainsi un passe-bas du

premier ordre, écrit sous forme canonique en divisant par AgR; :

Sp) _ Ri
R .
Ep) 1+(1+2> lp
R[ A()

La fonction de transfert d’un montage a amplificateur opérationnel, modélisé par un
passe-bas du premier ordre, se simplifie toujours compte tenu de Ag > 1.

(AoR1 + (R + R2) Tp) S (p) = Ao (Ri + Ry) E(p)  soit

2.3 Stabilité du montage bouclé

Le premier enseignement que 1’on tire de cette fonction de transfert, est la stabilité du montage.
En effet, les coefficients du dénominateur de la fonction de transfert sont de méme signe : le
systeme est donc stable.

La rétroaction sur la borne inverseuse, nommée rétroaction négative, est stabilisatrice.

2.4 Diagramme de Bode et fonction amplificatrice

On reconnait la transmittance caractéristique d’un passe-bas du premier ordre :
H R R\ 7

H(p)=—"— ot Hy=1+-2 et tpp=(1+=2]—.
1+ TBFP Rl R] A()

Avec les valeurs R; = 10° Q, Ry = 10° Q, Ag = 2.10° et 7 = 1,0.10~2 s, dont on justifie la
valeur numérique dans 1’exercice PXE], on vérifie Ry < AgR;. De plus, la constante de temps
du systeme, notée « T boucle fermée », vaut T = 1,0.1073 s et son gain statique Hy ~ 10%;
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son diagramme de Bode, sur lequel on a placé la bande passante, introduite au paragraphe 2.5
suivant, est représenté ci-dessous.
Les asymptotes y sont interpré-

) . c . . . 1 1
tées en simplifiant le dénomina- | domaine de pulsations | w < — w> —
teur, en fonction de la valeur de TBF TBF
w par rapport a 1/1gp. dénominateur ~ 1 TBFP
Ce montage multiplie le signal R, Ao
d’entrée par 1 + &~ 102 Hp)=| 1+- —

2 . 1 p
dans toute la zone de pulsation -
w < 1/tgr = 4.10* rad.s~!, pente nulle —20 dB/décade
c’e.:st-é-dire w < 4.10° rad.s™ !, phase 0 oz
soit f < 4.10°/27 Hz, ou 2
f < 6,4.10> Hz.

Au dela de cette fréquence, le gain chute et le systeme integre le signal d’entrée.
G 1 S -1
dB ——> —— =1,0.10" rad.s
60 ! TBF
LTI T T 1
bande passante a —3 dB
40
N
\\\
20 ~ soo'
N,
0 A
\\~
—20 ™ o (rad.s™!)
10 10° 10* 10° 106 107 10

Figure 2.8 — Gain de I'amplificateur non inverseur (les asymptotes sont en gris).

¥
0 R
\\\
N
N
\
—n/4
\\\
—n/2 i w (rad.s™!)
10? 103 10* 10° 100 107 108

Figure 2.9 — Phase de I'amplificateur non inverseur (les asymptotes sont en gris).
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Un systeme électronique ne réalise la fonction pour laquelle il a été congu que dans une
zone limitée de fréquence.

2.5 Produit gain-bande passante

Le montage précédent multiplie par 10 le signal d’entrée, soit un gain de 40 dB, sur un
domaine restreint de fréquence. La contrainte sur la fréquence, f < 6,4.10? Hz, parait d’autant
plus restrictive que les générateurs délivrent usuellement des signaux dont la fréquence atteint
10 MHz. Peut-on repousser cette limitation en fréquence ?

La pulsation au-dela de laquelle le montage sort de la zone amplificatrice est :

1 1 A

Wiim = — = —
TBF 1+R7T

et
Ay et 7, caractéristiques des amplificateurs opérationnels, sont ici considérés comme des
constantes, ainsi wy;, est d’autant plus élevé que 1 + % est faible, qui représente le facteur
d’amplification du montage ! On est donc amené a transiger : plus 1’amplification est forte,
moins la gamme de fréquence utilisable est importante, et vice versa, moins 1’amplification
est forte, plus la gamme de fréquence est étendue.

11 faut donc arbitrer entre une forte amplification et une gamme étendue de fréquence, ce qui
se traduit par un produit gain-bande passante constant. Dans cette expression, le gain doit
&tre compris comme le gain statique.

La bande-passante, bandwidth en anglais, représente la plage de pulsations utiles, effective-
ment amplifiées par le montage, conformément & son cahier des charges. La bande passante a
—3 dB (on rencontre aussi, bien que plus rarement, —6 dB) est définie par :
GdB (w) > GdBmax —3dB.
Sachant que log (2) ~ 0,30 :
Hy Hy

2010 s
s V2

> 20log Hy — 10log2 = 201log
1+ (tprw)’

soit :
dot 2> 1+ (tprw)? puis w < —.

1 1
— > JE—
Vv 1+ (TBFa))2 \/Q TBF

La bande passante a —3 dB est donc I’intervalle de pulsations {0} , qu’on notera aussi

TBF
Aw = 1/tpF. Plus la bande passante est étendue, plus la gamme de pulsations effectivement

amplifiées est large.
R
Le gain du montage est Hy = 1 + R—z Le produit gain-bande passante vaut donc :
1

R 1 A
Hy X Aw = (1 + 2) — = 2% _ constante.
Rl TBF T

La conservation du produit gain-bande passante est caractéristique de tout systeéme analogue
a I’amplificateur non inverseur, a savoir tout systéme du premier ordre, bouclé par une chaine
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CHAPITRE 2 — AMPLIFICATEUR LINEAIRE INTEGRE

directe de transmittance constante, comme le montre la figure 2.7.

11 faut donc consentir a un compromis entre importance du gain et largeur de la bande passante.

Le produit gain statique-bande passante, Gain Bandwidth Product en anglais, est con-
stant pour un systeme du premier ordre, bouclé par un retour constant.

Remarque

Le choix de I’amplificateur opérationnel, donc de A, de 7 et de la valeur du produit
gain-bande, est une étape importante dans la conception des circuits électroniques.

La notion de bande passante est utile, car, comme on le montre dans 1’exercice PRI :

Un systeme réagit d’autant plus rapidement que sa bande passante est large.

3 Etude d’un montage a rétroaction positive : le com-
parateur a hystérésis

Dans le montage comparateur a hystéré- Ry

sis, par rapport a I’amplificateur non in- R :I—
verseur, les bornes inverseuse et non in- ,

verseuse de 1’amplificateur opérationnel 4_|:|_‘
sont interverties. La mise en équation de

ce montage s’effectue donc comme au pa-
ragraphe 2.1, en échangeant les potentiels

vietv : e=v07L s
R1 7/ 77

t=——— 5 et v =e.
R1+R2

Ainsi, en notation de Laplace :

A\

Figure 2.10 — Comparateur a hystérésis.

_ Ao _ Ao R, 7
S(p)—1+Tp5(p)—1+Tp(Rl+RzS(p) E(p)>.

La fonction de transfert se calcule comme au 2.2 pour aboutir, compte tenu que Ay > 1 et
que R, et R, sont choisies de telles maniere que Ry < AgR; :

1+R2
S _ R
E R ’
(P) 1+(1+2>Tp
Ry ) Ao

Attendu que les signes des coefficients du dénominateur ne sont pas identiques, le montage,
bouclé sur I’entrée non inverseuse, est instable.
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La rétroaction sur la borne non inverseuse, nommée rétroaction positive, est déstabili-
satrice.

Que vaut alors la sortie ? Le systeéme est instable, donc sa solution homogene diverge. La
tension de sortie ne pouvant croitre indéfiniment, elle augmente jusqu’a la tension de saturation
+Via: ety reste, quel que soit le signal d’entrée.

On en déduit que le montage n’est pas linéaire. En effet, la sortie restant a +V,,,, elle n’est
plus proportionnelle a I’entrée.

Un montage comparateur a hystérésis, montage instable, n’est pas un systeme linéaire.

Remarque

Attendu que la sortie n’est plus proportionnelle a ’entrée en régime permanent, on ne
peut plus tracer son diagramme de Bode, qui suppose une proportionnalité entre I’entrée
et la sortie, écrite en notation complexe.

Lutilisation du montage comparateur a hystérésis est étudiée dans le chapitre 4, a la page 84.

4 ALl idéal : limite du gain infini (régime linéaire)
4.1 Cadre de I’étude

Tous les montages étudiés sont ici stables, car les amplificateurs opérationnels utilisés sont
uniquement rétroactionnées sur la borne inverseuse. On définit ainsi une fonction de transfert
du montage. Le signal de sortie est alors proportionnel a celui d’entrée : le montage est
linéaire.

4.2 Passage a la limite pour I’'amplificateur non inverseur

La montage amplificateur non inverseur, présenté page 17, est congu pour amplifier la tension
d’entrée d’un facteur 1 + %. Toutefois, 1’analyse du montage, menée page 20, montre que
. s ( . 1 1 A
cette fonction n’est plus assurée deés qu’on dépasse une pulsation wy;, = — = = 20
TBF 1+ R—T T

On observe que la fonction de transfert du montage tend vers 1 + %, quand Ap tend vers
I’infini :

R,
1+ —
. R] R2
lim =1+ —.
Ag—00 R\ 1 Ry
I1+(1+—=)—p
Ry ) Ap

Ce passage 2 la limite, 1égitimé par la valeur numérique de Ay, 2.10° > 1, permet de retrouver
tres rapidement le comportement amplificateur attendu. Toutefois, la limite en fréquence
disparait.
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Un ALI idéal est un amplificateur opérationnel dont le gain statique Ao tend vers I’infini.

On rencontre parfois la représentation —1 > 00
d’un amplificateur opérationnel idéal par
un rectangle dans lequel figure le sym-
bole > oo, qui signifie que le gain statique — +
Ag tend vers I’infini.

Figure 2.11 — Amplificateur opérationnel idéal.
4.3 Regle de calcul simplifiée

Attendu que les montages a amplificateurs opérationnels (AO) se mettent sous la forme d’un
systéme bouclé, dont le comparateur et la chaine directe sont formés par I’AQO, le passage a la
limite Ag — oo simplifie la valeur de I’écart £ (p). D’apres le schéma-bloc de la figure 2.7,
page 18 :

1
E(p)=——F5—%E(p) — 0quand Ay — oo.
1+ = L
1+7p R1+Ry
< . . . N B A~ .. R
Le résultat reste identique, quelle que soit 1’expression de la chaine de retour, ici Rl

On en déduit donc que I’égalité des potentiels des bornes inverseuse et non inverseuse de
I’amplificateur opérationnel se substitue alors au lien entre la sortie et .

Dans le cas d’un amplificateur opérationnel de gain infini, en régime linéaire, I’équation
vt = v~ remplace la fonction de transfert de I’amplificateur opérationnel.

Ceci n’est valable que dans le cas d'un fonctionnement linéaire de I'amplificateur
opérationnel, c’est-a-dire quand la rétroaction négative 'emporte et qu'il ne sature
pas, afin d’utiliser A4 (p).

Cette reégle de calcul est maintenant utilisée afin d’établir les fonctions de transfert de montages
classiques, tous bouclés sur la borne inverseuse de I’amplificateur opérationnel, afin d’assurer
la stabilité¢ du montage.

4.4 Suiveur

Pour ce montage trés simple, v* (£) = e (¢), v~ () = s (¢)
et v* (t) = v~ (¢) implique donc :

s(t)=e(t).
Sur la figure 2.13, on observe expérimentalement 1’en- it
trée et la sortie, dans le cas, a gauche, ou la sortie ne ¢ §
dépasse pas la tension de saturation V., de I’amplifi- 7L
cateur opérationnel, et dans celui, & droite, ou elle est ’ 7
écrétée par V. Figure 2.12 — Suiveur.
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0V \ OV \

\ \\/ \ \\/
oV 0\%
LA N/ A N/
\\/ 7 AU
CH15V CH25V CH1 10V  CH2 10V

Figure 2.13 — Formes d’'ondes des tensions d’entrée (voie 1 en noir) et de sortie (voie 2 en gris).
Entrée d’amplitude 10 V a gauche, 20 V a droite. CH1 10V signifie 10 V par division sur la voie 1.

Ce montage suiveur sert a transmettre une tension sans prélever de courant. On explique au
paragraphe 4.10 que la fonction de transfert d’un montage peut varier s’il débite un courant
un sortie.

4.5 Impédance d’entrée

La notion d’impédance d’entrée recouvre le lien entre la tension d’entrée imposée a un
montage et le courant qu’il appelle alors en amont.

L'impédance d’entrée Z, d’un systeme est le rapport entre la tension d’entrée et

I’intensité du courant d’entrée.
I, I

E R
Py = A E ] systeme [ S

Figure 2.14 — Impédance d’entrée d’un systeme.

Dans le cas du suiveur, la tension d’entrée est e et le courant d’entrée est i* = 0. On en déduit
que son impédance d’entrée est infinie.

4.6 Impédance de sortie

Un montage a amplificateur opérationnel n’est jamais utilisé seul; un utilisateur préleve le
signal de sortie et un générateur I’alimente. On modélise I’utilisateur par une résistance R,,,
qui représente un oscilloscope ou un autre montage électronique, comme le montre la figure
2.15.
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7

Figure 2.15 — Suiveur avec résistance d'utilisation (a gauche).
Diviseur de tension avec résistance d’utilisation (a droite).

La résistance R,, modifie-t-elle les propriétés du montage amont ?

Cette question est loin d’étre anodine car, par exemple, la transmittance d’un pont diviseur de
tension est modifiée par la présence de R,,. Sans R, la sortie vaut :

R,
s(t) = e ),
+

. .. RzR . R R
alors qu’en présence de R, avec la résistance ﬁ, équivalente a R, en parallele de R; :

2+ Ky
R2Ru
R2+Ru R2Ru
Y= Rk VT R RiR, + RaR, ‘O Rvm
L+
R2+Ru

Pour le montage a amplificateur opérationnel, on mesure expérimentalement que, quelle que
soit la valeur de R, la valeur de s reste inchangée, tant qu’on ne dépasse pas le courant limite
de sortie, output short-circuit current, introduit a la page 17.

La tension de sortie d’un amplificateur opérationnel ne dépend pas de 1’intensité du
courant de sortie.

Cette observation est liée a ’impédance de
sortie du montage. Vu de la sortie, un mon-
tage électronique est équivalent a un généra-
teur de tension avec, en série, une impédance
de sortie, comme le montre la figure 2.16,
dans le cas simplifié ou 'impédance est une
résistance.
La formule du diviseur de tension meéne a
une tension de sortie du montage qui dimi-
nue a cause de la résistance d’utilisation R,,
Ry I /

s§=—-9 <.
R, + R,

montage
électronique

Figure 2.16 — Modele d’'un circuit
électronique, vu de la sortie.
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