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Prologo

La Fisica Cuantica es la fisica de nuestro siglo. Su conocimiento es imprescindible
para cualquier fisico y muy necesario para otros profesionales (quimicos, ingenieros, etc.).
Por otra parte, los conceptos cuanticos son tan ajenos a nuestra intuicion que su estudio
debe interesar también a los pensadores que no se conformen con una visién incompleta
de nuestra cultura

A pesar de un interés tan general, el presente libro es consecuencia de una necesidad
muy concreta: proporcionar un texto para la materia troncal de Fisica Cuantica en la
carrera de Ciencias Fisicas. Los libros que existen con un titulo analogo al que presenta-
mos son, en general, demasiado elementales. Cuando nuestros estudiantes cursan la Fisica
Cuantica tienen una preparacion matematica y un conocimiento de fisica clasica suficien-
tes para que se les pueda ofrecer un curso de fisica cuantica de nivel intermedio. Ese es el
nivel con el que se ha concebido este libro.

El texto consta de siete partes. Los primeros capitulos son una introduccion a los fe-
nomenos cuanticos y a las primeras teorias que se formularon para describirlos. La segun-
da parte es la mas larga y constituye una mecanica cuantica elemental bastante completa.
Las otras cinco partes muestran la fertilidad de los conceptos cuanticos en el estudio de
los atomos, las moléculas, los solidos, los nucleos atomicos y las particulas subnucleares.
Ademas, una serie de apéndices complementan o amplian el texto principal.

Como puede verse, el libro es bastante completo y conviene advertir que su contenido
total no puede ser asimilado por un alumno normal en un curso. La razén de que se haya
decidido presentar una tematica tan amplia es doble. Por una parte, ello permite que cada
profesor seleccione aquellos capitulos que le parezcan mas adecuados al curso que desee
impartir. En segundo lugar, hay estudiantes para quienes este curso de fisica cuantica es
terminal por la especializacion que eligen para completar sus estudios de grado; parece
conveniente que, en el futuro, estos alumnos puedan consultar cuestiones no estudiadas
sin recurrir a monografias de un nivel mas alto. Finalmente, se ha pensado también que
un texto razonablemente completo seria de mayor utilidad para estudiantes de otras ca-
rreras a los que nos hemos referido mas arriba.

El libro ha sido escrito por nueve autores, todos profesores con amplia experiencia en la
materia. Se ha procedido asi por dos motivos. El primero es de caracter practico; un libro de
esta envergadura es tarea que requeriria dedicacion completa durante mucho tiempo si hu-
biera de ser escrito por un solo autor. El segundo motivo es que la multiplicidad de autores
permite que cada parte sea obra de un especialista, y ello garantiza el rigor.
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Evidentemente, la redaccion de un libro de texto por muchos autores tiene también
sus inconvenientes. Es imposible asegurar la homogeneidad, por mucho esfuerzo de coor-
dinacion que los autores acepten. Ante esta imposibilidad hemos creido preferible aceptar
el hecho con el convencimiento de que la inevitable variedad tiene también una ventaja.
Cuando los alumnos dejan de serlo y pasan a una vida profesional se ven obligados a
enfrentarse a escritos muy variados, y no es malo que se vayan acostumbrando al mundo
real que encontraran una vez terminados sus estudios.

Con objeto de no omitir nada que fuera importante, hemos preferido caer, en ocasio-
nes, en el defecto contrario, y por eso no hemos evitado siempre las redundancias; un
mismo concepto o una misma cuestion puede aparecer en varios capitulos si de ese modo
se consigue que cada tema sea comprensible sin necesidad de recurrir continuamente a
otras partes del libro.

En cuanto a las unidades, son varios los sistemas que se utilizan en Fisica Cuantica,
y el estudiante debe acostumbrarse a usar todos. Se supone que el lector esta familiariza-
do con el Sistema Internacional (SI), que es el sistema legal de unidades. Los demas sis-
temas se exponen en un apéndice.

Los autores agradecen a las senoritas V. Berral, J. Cereceda, R. Flores y M. A. Iglesias
su colaboracion en la preparacion del original.

CARLOS SANCHEZ DEL Rio
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Notacidon

Las cifras decimales que aparecen en el texto se han escrito con un punto en vez de
una coma, como es usual en las tablas de datos fisicos.
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Radiacidn del cuerpo negro

Pedro M. Mejias

1.1. INTRODUCCION

A finales del siglo pasado, tras el establecimiento de la teoria electromagnética de la
luz y su posterior aplicacion al estudio de la emision de radiacion por los atomos, la fisi-
ca clasica podia proporcionar explicaciones satisfactorias, confirmadas por los experimen-
tos, de casi la totalidad de los fendmenos observados hasta entonces. Existian, no obstan-
te, algunos desajustes importantes entre las previsiones tedricas clasicas y la experiencia,
entre las que podiamos mencionar, por ejemplo, los relativos a los espectros de linea en el
rango de las longitudes de onda visibles o la disminucién con la temperatura del calor
molar de los solidos!. A estos fendmenos es preciso afiadir el que historicamente puso en
cuestion los conceptos tradicionales de la fisica clasica, introduciendo una profunda revi-
sion del formalismo de la mecanica y de la electrodinamica. Nos estamos refiriendo a la
emision de radiacion por determinados cuerpos en equilibrio térmico. De su estudio sur-
gi6 en primer lugar la idea crucial de discretizacion (cuantificacion) de la energia, la cual,
posteriormente, se amplidé a otras magnitudes y sistemas fisicos, generandose asi un cam-
bio trascendental en nuestra concepcion del mundo fisico. El analisis de la radiaciéon tér-
mica emitida por tales cuerpos y de las primeras y fundamentales consecuencias que de €l
se derivaron constituye el contenido del presente capitulo.

1.2. RADIACION TERMICA: LEY DE KIRCHHOFF.
CONCEPTO DE CUERPO NEGRO

Nuestra experiencia habitual nos muestra que los cuerpos solidos calentados a tempe-
raturas suficientemente elevadas se vuelven incandescentes, es decir, emiten radiacion en
el rango de frecuencias correspondiente al espectro visible. Por ejemplo, en un horno,
conforme se va calentando una barra de hierro, su color pasa de ser rojo oscuro a amari-
llo claro, e incluso, a muy altas temperaturas, presenta un tono blanco azulado. Esto no

! Se denomina calor molar de una sustancia a la cantidad de calor que es necesario comunicar a un
mol de dicha sustancia para elevar 1 K su temperatura. Para temperaturas altas el calor molar de los
solidos se comportaba experimentalmente segun las leyes de la mecanica estadistica clasica, pero ésta no
era capaz de explicar su disminucion con la temperatura.
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significa que a temperaturas ordinarias (300 K) los cuerpos no radien, sino que en reali-
dad lo hacen principalmente con frecuencias mas alld del infrarrojo. De hecho, incluso a
temperaturas elevadas (>1000 K), la mayor parte de la radiacion emitida por un cuerpo
resulta invisible para el hombre. Es importante seflalar que los cuerpos no incandescentes
(los que observamos comunmente en nuestra vida diaria) pueden verse no por la luz que
emiten, sino por la que reflejan: basta recordar que en una habitacion totalmente a oscu-
ras no es posible ver ningin objeto a menos que se le caliente. Asi, si en un cuarto sin luz
encendemos una estufa, al poco tiempo la resistencia alcanzara el tono rojizo caracteris-
tico, haciéndose visible ella misma ¢ iluminando ademas el resto de la habitacion, en este
caso por reflexion de la radiacion emitida en los diversos objetos y paredes. A esta energia
electromagnética emitida por los cuerpos como consecuencia de su temperatura la deno-
minaremos radiacion térmica. Dicha radiacion presenta una distribucion espectral conti-
nua, cuya forma concreta depende de la temperatura establecida.

Consideremos ahora una cavidad vacia cuya superficie interior es perfectamente reflec-
tante, en la cual colocamos un cuerpo aislado térmicamente de las paredes de dicha cavidad
(podemos imaginar, por ejemplo, que se encuentra suspendido de un alambre muy delgado
no conductor, como en la figura 1.1). Admitamos ademas que las paredes de la cavidad se
mantienen a temperatura constante, emitiendo la correspondiente radiacion térmica.

Figura 1.1. Esquema ilustrativo del intercambio energético entre un cuerpo y las paredes de una
cavidad.

Si sobre el cuerpo incide radiacion, parte de ésta sera reflejada, mientras que el resto
penetrara en su interior. De esta ultima una fraccion volvera al exterior mediante trans-
mision simple o tras multiples reflexiones internas, y otra parte sera absorbida y transfor-
mada en calor. Este calentamiento hace que el cuerpo a su vez emita radiacion, que se
distribuira por la cavidad y se reflejara sobre las paredes. Se establece, por tanto, un inter-
cambio energético entre el cuerpo y la cavidad exclusivamente por radiacion, ya que no
pueden tener lugar procesos de conduccion o conveccion al no existir sustrato material
entre el cuerpo y las paredes del recinto. Finalmente se alcanzara el equilibrio térmico
cuando el cuerpo emita la misma cantidad de energia que absorbe. En tal caso, la tempe-
ratura del cuerpo sera igual a la temperatura de las paredes de la cavidad.
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Definamos la irradiancia espectral /, como la potencia de la radiacién térmica incidente
sobre el cuerpo, por unidad de area y unidad de intervalo de frecuencias. Denotemos por a,
la fraccion de I, que el cuerpo absorbe, que llamaremos poder absorbente, y designemos por
R, la emitancia espectral, esto es, la potencia de la radiacion térmica que el cuerpo emite por
unidad de area y unidad de intervalo de frecuencias®. En el equilibrio se cumplira

R, =a,l, [1.2.1]

En la expresion anterior @, no debe confundirse con el coeficiente 6ptico de absorcion,
que mide la atenuacion por unidad de longitud de un haz plano de radiacion.

Supongamos ahora que en lugar de un tnico cuerpo tenemos un cierto numero de ellos,
cada uno con diferente poder absorbente. Cuando se alcance el equilibrio, aplicando la
ecuacion [1.2.1] a cada uno de ellos y teniendo en cuenta que el valor de 7, es el mismo para
todos los cuerpos, ya que se trata de la radiacion contenida en la cavidad, nos quedara

=" =T o [1.2.2]

donde los subindices 1, 2, ..., designan los diferentes cuerpos. La ecuacion [1.2.2], conoci-
da como ley de Kirchhoff, nos indica, por tanto, que para cada frecuencia el cociente
entre la potencia emitida por unidad de area y el poder absorbente es, en el equilibrio, el
mismo para todos los cuerpos, e igual a la irradiancia de la radiacion térmica dentro de
la cavidad. Naturalmente, /, varia con la temperatura, pero la relacion [1.2.2] es valida
siempre. La ley de Kirchhoff implica que un buen absorbente es también un buen emisor,
y a la inversa. Reciprocamente, un buen reflector sera un mal absorbente. Esta es la razén
por la que las paredes interiores de los termos se construyen espejadas.

A los absorbentes perfectos (@, = 1) se les denomina cuerpos negros. Para ellos, R, al-
canza su maximo valor posible

R =1, [1.2.3]

Un cuerpo negro sera, por tanto, un emisor perfecto, lo que implica a su vez que tales
cuerpos no reflejan luz. Un ejemplo aproximado de cuerpo negro sera cualquier objeto
pintado con una capa mate de negro de humo. Sin embargo, desde un punto de vista
practico, un cuerpo negro puede construirse practicando un pequefio orificio en una cavi-
dad cerrada (véase figura 1.2) mantenida a temperatura constante. La radiacidén que, pro-
cedente del exterior, incida sobre dicho orificio penetrara en la cavidad, siendo absorbida
por las paredes de ésta tras sucesivas reflexiones internas. Si el tamafo del agujero es
mucho mas pequefio que el area total de dichas paredes, la probabilidad de que esta ra-
diacion vuelva a salir al exterior podra considerarse despreciable. El orificio se comporta-
ra, por tanto, como absorbente perfecto. De esta forma, la radiacion térmica emergente

2 En otros textos de Fisica Cuantica y de Optica no se sigue la nomenclatura empleada aqui para
designar las magnitudes radiométricas. Asi, por ejemplo, R, se denomina en algunos casos radiancia es-
pectral y en otros poder emisivo. En el presente capitulo se ha utilizado la nomenclatura mas habitual
empleada en la literatura.
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Figura 1.2. Esquema ideal de cuerpo negro. Cualquier radiacion incidente sobre el pequefio ori-
ficio es absorbida finalmente por la cavidad.

hacia el exterior procedente de dicho agujero sera espectralmene idéntica a la de un cuer-
po negro. Mas adelante veremos algunos modelos experimentales concretos de cuerpo
negro. En lo que sigue, sin embargo, vamos a mostrar la relacion simple que existe entre
la emitancia R(7) de la radiacion térmica emitida por el orificio y la densidad espectral
de energia electromagnética, p (7), contenida en la cavidad, a temperatura absoluta 7.
Supongamos un agujero de area unidad. Obsérvese que la radiacién emergente hacia el
exterior lo hara con la velocidad ¢ de la luz en cualquier direccion. Teniendo esto en cuen-
ta, si calculamos la energia radiante que atraviesa en la unidad de tiempo el orificio en
todas las direcciones posibles dentro de un angulo solido de 2z, es decir, hacia un hemis-
ferio, obtenemos para cada frecuencia (véase ejercicio 1.1)

R.(T) =2 p,(T) [1.2.4]

ya que dicha energia no es sino la potencia emitida por nuestro agujero de area unidad,
es decir, la emitancia espectral de nuestro cuerpo negro. La relacion [1.2.4] se cumple,
ademas, para cualquier cuerpo negro en equilibrio térmico. De hecho, la densidad espec-
tral de energia p, de la radiacion térmica en el interior de una cavidad que contiene diver-
sos cuerpos es totalmente independiente de las propiedades y de la forma de dichos cuer-
pos (entre los que deben incluirse las propias paredes del recinto). Por ello, el espectro de
radiacion emitida por un cuerpo negro en equilibrio térmico posee caracteristicas univer-
sales. La razon de esta, en principio, sorprendente independencia se apoya en el segundo
principio de la termodinamica. En efecto, supongamos que, por el contrario, p, en el equi-
librio depende de la naturaleza de los cuerpos que se encuentran en el interior de la cavi-
dad. Entonces, si disponemos de dos sistemas en equilibrio a la misma temperatura y los
hacemos comunicar entre si, romperiamos dicho equilibrio. Se introduciria asi entre los
dos sistemas una diferencia de temperaturas que podria ser empleada en la construccion
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de un movil perpetuo de segunda especie, lo cual, como sabemos, es imposible®. Las mag-
nitudes R,y p, son, por tanto, funciones universales, dependientes tinicamente de la frecuen-
cia y de la temperatura absoluta.

Finalmente, si integramos la ecuacion [1.2.4] para todas las frecuencias, tendremos

c

R(T) = J R, (T)dv = " j p,(T)dv = EP(T) [1.2.5]
0 0

que expresa la relacion de proporcionalidad extremadamente simple que existe entre la
emitancia total R(7) emitida por una cavidad que se comporta como cuerpo negro y la
densidad de energia electromagnética p(7) en su interior.

1.3. MODELOS EXPERIMENTALES DE CUERPO NEGRO

Aunque a finales del siglo pasado, en 1899, aun no se conocia la expresion analitica exac-
ta de R(7), sin embargo, las medidas precisas de O. Lummer y E. Pringsheim mostraron la
forma de esta funcion. En la figura 1.3 se ha representado la emitancia espectral de un cuerpo
negro en funcion de la frecuencia para diferentes valores de la temperatura.

3 ‘
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1 2 3
v (10" Hz)

Figura 1.3. Emitancia espectral del cuerpo negro. Obsérvese que los maximos de radiacion se
desplazan hacia las altas frecuencias conforme aumentamos la temperatura. Al mismo tiempo, la
radiancia total (area bajo las curvas) aumenta muy rapidamente con 7

3 En 1850, Clausius enunci6 el segundo principio de la termodinamica en la siguiente forma: es im-
posible construir una maquina que transporte calor de una temperatura baja a otra alta sin consumir
trabajo exterior. Una maquina de funcionamiento periédico que hiciera esto suele denominarse movil
perpetuo de segunda especie: su existencia violaria el segundo principio.
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El modelo de cuerpo negro utilizado por Lummer y Pringsheim esta esquematizado
en la figura 1.4. Esencialmente, esta formado por un recipiente metalico de dobles paredes.
El espacio entre las paredes sirve para mantener una temperatura uniforme prefijada me-
diante el transito de vapor de agua o, para bajas temperaturas, llenandolo, por ejemplo,
con aire liquido.

Radiacion
térmica
4—
Aire
liquido

~

Figura 1.4. Esquema simplificado del modelo experimental de cuerpo negro empleado por Lum-
mer y Pringsheim. Las flechas indican la circulacion del aire gaseoso.

Precisamente la consecucion de una temperatura estable y uniforme es una de las
principales dificultades de tipo practico con que nos enfrentamos al tratar de disenar un
modelo experimental de cuerpo negro. Ello exige emplear diferentes modelos dependiendo
del rango de temperaturas considerado. Como ejemplo, la figura 1.5 muestra un posible
esquema de cuerpo negro utilizado en el estudio de la radiacion térmica emitida a tempe-
raturas altas. El cilindro interior de porcelana se calienta de forma estable haciendo pasar
una corriente eléctrica a través del cilindro exterior de platino. La temperatura se mide
mediante un termopar Py los diafragmas d|, d,, d;, ..., sirven para evitar el enfriamiento
debido al aire que penetra desde el exterior.
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Figura 1.5. Esquema simplificado de un modelo experimental de cuerpo negro empleado para
temperaturas elevadas.

1.4. LEYES DE RADIACION DEL CUERPO NEGRO

De la ley de Kirchhoff y de la relacion [1.2.4] se desprendia que la densidad espectral
de energia, p,, era una cierta funciéon universal de la frecuencia y de la temperatura. Sin
embargo, hasta ahora nada hemos dicho acerca de la forma concreta de dicha funcién.
Por este motivo, encontrar la expresion correcta de p, a finales del siglo pasado se convir-
ti6 en uno de los mas importantes problemas no resueltos. En 1893, W. Wien habia pro-
bado, empleando argumentos termodinamicos rigurosos, que p, deberia poder escribirse
en la forma

p(T)=p(v, T) = v (VIT) [1.4.1]

donde, desgraciadamente, la funcion f(v/T) no se deducia explicitamente. No obstante, a
pesar de este serio inconveniente, la formula de Wien permite establecer algunas conse-
cuencias fundamentales.

Si se dispone (por ejemplo, experimentalmente) de la densidad de energia para una
cierta temperatura 7', mediante la formula de Wien podemos determinar la funcion
p(v, T) para cualquier otra temperatura. Se obtiene (véase ejercicio 1.2)

3

T,
p(vy, 1) = (Tz) p(vi,.T) [1.4.2]

1

con v, = T,v,/T,. En otras palabras, basta multiplicar por el factor (7,/T,)’ para hallar la
densidad espectral correspondiente a la nueva temperatura 75,.
Por otro lado, integrando en frecuencias la relacion [1.4.1] se tiene

© ©

p(T) = J p(v,T)dv = J v f(vIT)dv [1.4.3]
0 0
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que se convierte, haciendo uso del cambio de variables @ = v/T, en

©

p(T) = T4J o’ f(odo [1.4.4]

0

La integral que aparece en [1.4.4] es un numero que designaremos por «, con lo que
obtendremos finalmente

R(T) = %p(T) =oT* , o=acld [1.4.5]

que es la bien conocida ley de Stefan-Boltzmann, enunciada por primera vez en 1879. La
constante o es la denominada constante de Stefan-Boltzmann, y su valor resulta ser

o =5.67%x 1078 W/m2K* [1.4.6]

La ecuacion [1.4.5] nos indica que la cantidad total de energia radiada por un cuerpo
negro en equilibrio térmico aumenta con la cuarta potencia de su temperatura absoluta.

En determinadas ocasiones resulta comodo expresar la densidad espectral en funcion
de la longitud de onda A de la radiacion, en lugar de hacerlo como hasta ahora en funcion
de la frecuencia v. Pero para ello es necesario tener presente que la densidad de energia en
el intervalo de frecuencias v, v + dv vale p(v, T)dv [y no simplemente p(v, T)], por lo que
esa misma energia en el intervalo de longitudes de onda equivalente se escribira p(4, 7)dA,
es decir,

p(v, T)dv =p(A, T)dA [1.4.7]
Como v = ¢/A, se tendra
c
dv| = Fdl [1.4.8]

y aplicando la féormula de Wien se llega a la expresion
4
~ ¢
P(A,T)dA = p(v,T)dv = v’ f(v/T)dv = ﬁf(c [ AT)dA [1.4.9]

El maximo de dicha distribucién se alcanzara en el punto A,,, para el cual se cumple
dp(A, T)/dA = 0. Imponiendo esta condicion a la ecuacion [1.4.9] y haciendo el cambio de
variables ¢/AT = B, se obtiene para A,

Bf'(B)+5f(B=0 [1.4.10]

donde la prima indica derivacion respecto de la nueva variable. La hipotética resolucion
de esta ecuacion permitiria determinar un cierto valor numérico de B que la satisface.
Designandole por 3, y deshaciendo el cambio de variables, nos queda
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=py [1.4.11]

lo que implica
Amax] = constante [1.4.12]

que expresa la conocida ley de desplazamiento de Wien. En la figura 1.3 se comprueba que
el maximo de las curvas se desplaza hacia las longitudes de onda mas cortas (mayores
frecuencias) conforme 7" aumenta. El valor determinado experimentalmente para la cons-
tante que aparece en [1.4.12], que llamaremos constante de Wien, es 2.898 x 107> m K.
A la busqueda de la funcion explicita f(v/T) que nos proporcionara la expresion analitica
exacta de p(v/T) le fueron dedicados muchos esfuerzos en las postrimerias del pasado si-
glo. Y aunque, hasta llegar a Planck, el acuerdo con los datos experimentales fue sélo
parcial o incluso mostraba fuertes discrepancias, esta busqueda desempeno un papel cru-
cial en el posterior establecimiento de la teoria cuantica. Vamos, por ello, a analizar estos
pasos con cierto detalle.

1.5. FORMULA DE RAYLEIGH-JEANS

La teoria cinética clasica considera la temperatura de un gas como una medida de la
energia promedio de las moléculas que lo integran. Esto se desprende del llamado teorema
de equiparticidon de la energia, el cual asigna a cada grado de libertad de una molécula
una energia cinética promedio igual a 1/2k;T, donde kj es la llamada constante de Boltz-
mann* (k, = 1.38 x 107> julios/K). Este resultado se justifica en mecénica estadistica y es
valido para sistemas en equilibrio termodinamico. Aunque acabamos de enunciarlo para
moléculas de gas, este teorema clasico es también aplicable a un sistema de entes idénticos
en equilibrio.

Fue precisamente Rayleigh el primero en usar el teorema de equiparticion en el calcu-
lo de la densidad de energia electromagnética en el interior de una cavidad cerrada. Tén-
gase en cuenta al respecto que, como consecuencia de su temperatura, las paredes de la
cavidad emitiran radiacion térmica, la cual se reflejard sobre las mismas. Segun veremos
en breve, el campo electromagnético dentro de la cavidad puede descomponerse formal-
mente en ondas estacionarias de diferentes frecuencia, direccidén y polarizacion. Son pre-
cisamente tales ondas los entes a que haciamos alusion mas arriba. Cuando se alcanza el
equilibrio térmico entre la radiacion y las paredes de la cavidad, la aplicacion del teorema
de equiparticion nos da para la energia media asociada a cada una de las ondas estacio-
narias (modos de radiaciéon) un valor igual a kz7, que resulta de la suma de las energias
promedio correspondientes a los campos eléctrico y magnético, cada una de ellas igual a
1/2k,T. Recuérdese en este sentido que la energia promedio de un oscilador armoénico

* La constante k, esta relacionada con la constante R de los gases perfectos y con el nimero de
Avogrado N, mediante la relacion k, = R/N,.
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(igual a k,T) es la suma de la energia cinética media (1/2k,T') y la energia potencial media
(1/2k,T) de dicho oscilador.

La densidad espectral de energia p(v, T') de la radiacion se obtendra, por tanto, mul-
tiplicando la cantidad kzT por el nimero de modos por unidad de volumen, N, en el
intervalo de frecuencias v, v + dv contenidos en la cavidad. Este calculo fue finalizado por
Jeans a partir del procedimiento sefialado por Rayleigh, por eso la expresion resultante se
denominé formula de Rayleigh-Jeans. Vamos, pues, a determinar el nimero de modos de
la radiacion.

Como, segin vimos, la funcion p(v, T') es independiente de la forma y naturaleza de
las paredes de la cavidad, por comodidad elegiremos una cavidad con forma de paralele-
pipedo de paredes metalicas perfectamente conductoras (véase figura 1.6).

Figura 1.6. Diagrama ilustrativo de la cavidad elegida para el calculo del nimero de modos de
radiacion. Las paredes son paralelas a los ejes de coordenadas, y sobre ellas las ondas se anulan.

El vector campo eléctrico E dentro de dicha cavidad verificara la ecuacion de ondas
en el vacio. Si consideramos, por ejemplo, su componente segun el eje x, podremos escri-
bir, por tanto,

PE, PE,_PE, _ 1 FE,
ox?> oy 9zF & o

[1.5.1]

siendo ¢ la velocidad de la luz en el vacio.
Para resolver [1.5.1] haremos uso del método de separacion de variables, ensayando
una solucion de la forma

E = X(x)Y(»)Z(2)T(¢) [1.5.2]
Sustituyendo [1.5.2] en [1.5.1], y dividiendo entre £, nos queda

1d°x 1dYy 1d°Z 1 d*T

X dx* Y dy* Z dz? T di? [1.5.3]
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en donde se han escrito derivadas totales en lugar de parciales debido a que cada una de
las funciones X, Y, Z y T depende de una sola variable. Ahora bien, el miembro de la
izquierda en [1.5.3] depende de variables espaciales, mientras que el de la derecha es fun-
cion solamente del tiempo. La tnica forma de hacer compatible ambas situaciones es
igualar ambos miembros a una constante, que designaremos por conveniencia —k>. La
expresion [1.5.3] se dividira, pues, en las dos ecuaciones siguientes:

2 2 2
L&Y 1dY _, 1dZ

——t——=- - 1.5.4.
X dx* v &? Z dz? [ 4
L &7 e 1.54.b
C‘ZiTF_ik ['5. .]

Si observamos ahora la ecuacion [1.5.4.a], vemos que de nuevo el miembro de la iz-
quierda depende de variables distintas que el de la derecha, por lo que podemos repetir el
mismo razonamiento que antes, y asi sucesivamente hasta obtener el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias:

1 d’X 5
—— =—k; 1.5.5.a
Y a2 v [ 1
2
1dr =k’ [1.5.5.h]
Y dyZ y
idZZ——k2 [1.5.5.¢]
Z dz? : o
LCP—T =k’ [1.5.5.d]
T dr? o
donde k,, k, y k. son constantes ligadas por la condicion
k* =k} +k; + k2 [1.5.6]
La resolucion de [1.5.5.d] proporciona la dependencia temporal de E :
T(t) = A sen (kct) = A sen wt [1.5.7]

donde hemos hecho @ = ck y A es un nlimero arbitrario. A la vista de [1.5.7] se deduce que
la constante o representa la frecuencia angular de la onda solucion de [1.5.5.d], y, por tan-

5 También podiamos haber tomado como solucién de [1.5.5.d] una de tipo cosenoidal 7 = A cos wt.
Tal eleccion es irrelevante con respecto a la dependencia temporal, pero no ocurre asi si se considera la
depedencia espacial, como se pondra de manifiesto a continuacion.
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to, del vector campo eléctrico E, ya que la ecuacion [1.5.5.d] es la misma para las otras dos
componentes E, y E.. La constante k representard el nimero de onda asociado, verifican-
dose las relaciones bien conocidas @ = 2zv y k = 27/, donde v y A denotan, respectivamen-
te, la frecuencia y la longitud de onda del modo de radiacién que estamos considerando.
Por otro lado, cuando un campo eléctrico incice sobre una pared metalica vibrando
paralelamente a su superficie, se genera un movimiento de cargas que lo neutraliza, anu-
landolo. Esto equivale a decir que, en todo instante, sobre los planos y =0,y =L, z=0y
z =L, el campo E, debe valer cero. Esta restriccion obliga a que, de entre las dos solucio-
nes en principio posibles (senoidal o cosenoidal) de las ecuaciones [1.5.5.5] y [1.5.5.¢], po-
damos aceptar Unicamente las de tipo senoidal. Un razonamiento similar puede aplicarse
a las otras dos componentes E, y E_. Por otra parte, dado que el interior de la cavidad es
una region libre de corrientes y cargas, el campo eléctrico E debera satisfacer la ecuacion®:
J0E. OE, OE.
+ + ==

Y

~0 [1.5.8]
ox  dy 0z

Haciendo uso de la ecuacion anterior y teniendo en cuenta la anulacion sobre las
paredes de la cavidad de las correspondientes componentes tangenciales, se obtienen, fi-
nalmente, las siguientes expresiones para las ondas estacionarias que representan los modos
de radiacion:

E, = E,, cos k.x sen k,y sen k_z sen ot [1.5.9.4]
E, = E,, sen k x cos k,y sen k.z sen wt [1.5.9.5]
E_= E,.sen k.x sen k,y cos k_z sen ot [1.5.9.¢]

cumpliéndose ademas (segiin se desprende de las condiciones de anulacion)

=T 2B [1.5.10]

x y z

donde n,, n, y n, son numeros enteros no negativos. En las ecuaciones [1.5.9] E,, E, y E,.
son constantes que satisfacen, segun se desprende de [1.5.8], la condicion de transversali-
dad E; X k =0, siendo E, = (Ey,, Ey, E,.) y k = (k,, k,, k.). El vector E; expresa, de he-
cho, una de las caracteristicas fundamentales de la radiacion electromagnética como es la
polarizacion.

De todo lo anterior se deriva una consecuencia fundamental: cada uno de los modos
de radiacion existentes en la cavidad lleva asociado una triada n,, n,, n_. Por otra parte, la
relacion [1.5.6] puede escribirse en la forma

2
n n n? 4 4y?

- L%») il [1.5.11]

X

¢ Se trata de una de las ecuaciones fundamentales del electromagnetismo, conocidas universalmente
como ecuaciones de Maxwell, en honor al fisico britanico que las establecio.
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En otras palabras, las frecuencias permitidas de los modos de radiacion son aquellas que
obedecen la igualdad anterior. Volviendo a nuestro problema de recuento, tendremos que
determinar el nimero de modos diferentes que existen en la cavidad en el intervalo de fre-
cuencias v, v + dv. Tal nimero debera obtenerse de las ecuaciones [1.5.9] teniendo en cuenta
las posibles combinaciones de los numeros n,, n, y n. compatibles con [1.5.11], asi como las
diferentes polarizaciones del campo (expresadas por E()\” Ey, y Ey.). Ahora bien, es un hecho
conocido en Optica que a cada direccion de propagacion unicamente pueden asociarse dos
polarizaciones independientes (ortogonales). Consideremos entonces la figura 1.7, en la cual
hemos representado la ecuacion [1.5.11] tomando los valores de n,, n, y n. como coordena-
das de cada modo segun tres ejes cartesianos. Fijado v, la ecuacion [1.5.11] es la ecuacion
de un elipsoide con semiejes 2vL,/c, 2vL/c 'y 2vL./c. El volumen de un octante de dicho
elipsoide (correspondiente a los valores no negativos de n,, n, y n.) valdra, en consecuencia,

14 ﬂ(vax ><2vLy )<2VLZ> _4ny’ v (1512
83 c c c 3c3
siendo V el volumen total de la cavidad. Pero el volumen dado por [1.5.12] (a falta de un
factor 2 que tenga en cuenta las dos polarizaciones independientes asociadas a cada tria-
da n,, n,y n. del interior del elipsoide) nos proporciona justamente el nimero de modos
de la cavidad con frecuencias menores que la v dada, ya que a cada cubo de lado unidad

le corresponde precisamente un modo. En consecuencia, el nimero total de ondas estacio-
narias con frecuencias inferiores a v sera el doble que el dado por [1.5.12], es decir,

3
8z [1.5.13]

3¢3

Figura 1.7. Representacion de un octante del elipsoide dado por [1.5.11]. El punto sefialado en
el vértice del cubo de lado unidad tiene de coordenadas n, = n, =n, = 1.
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Como estamos interesados en determinar cuantos modos por unidad de volumen se
encuentran en el intervalo de frecuencias v, v + dv, bastara diferenciar [1.5.13] respecto de
v y dividir entre el volumen total V, obteniéndose para N,

_ 8

v [1.5.14]

Por tanto, la densidad espectral de energia p(v, T) de la radiacion en equilibrio térmi-
co con las paredes de una cavidad valdra

2

8
p(,T) = 220
C

kT [1.5.15]
que constituye la formula de Rayleigh-Jeans para la distribucion espectral de energia del
cuerpo negro. Aunque a bajas frecuencias dicha expresion guarda un buen acuerdo con los
experimentos, sin embargo, la dependencia cuadratica con la frecuencia predice una cada
vez mayor cantidad de energia radiada conforme aumentamos la frecuencia. Esto compor-
taria, por ejemplo, que seriamos abrasados por la radiacion de rayos X emitida por cual-
quier horno o pedazo de hierro incandescente, lo cual, evidentemente, no ocurre (véase
figura 1.8). El anterior resultado, en flagrante contradiccion con lo observado, fue deno-
minado por uno de los padres de la teoria cuantica, P. S. Ehrenfest, la «catastrofe ultra-
violeta» de la teoria clasica de la radiacion, en alusidon a la enorme divergencia entre las
curvas de la figura 1.8 para frecuencias en el rango del ultravioleta y superiores. La fisica
clasica, por tanto, resultd incapaz de proporcionar una explicacion rigurosa o incluso cua-
litativa del espectro de radiacion del cuerpo negro, y la determinacion de la forma explici-
ta de la funcion f(v/T) de la ley de Wien siguio siendo un problema abierto. Es interesan-
te sefalar, finalmente, que la formula de Rayleigh-Jeans puede también obtenerse, salvo
constante de proporcionalidad, mediante analisis dimensional (véase ejercicio 1.3).

A
2 Férmula de R-J
—
N
T
.
N
= Le” hETOR
= . .
T ” N
S e S
— . .
1+ K .~
o o S .
=~ L *+. Experimento
- 0' ~\
a K .
'o' ~~~~
oo" ~.~"'~-
s | | | >
>
0 1 2 3
v(10"Hz)

Figura 1.8. Comparacién de las previsiones de la formula de Rayleigh-Jeans con los resultados
experimentales: catastrofe ultravioleta.
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1.6. FORMULA DE PLANCK

En 1896, Wien propuso una expresion de tipo exponencial para la funcion f(v/7T):
fOIT) = ae P'T [1.6.1]

donde o y S eran constantes independientes de v a ajustar con los datos experimentales.
La ecuacion [1.6.1] fue deducida por Wien admitiendo que la distribucion espectral de la
radiacion del cuerpo negro era analoga a la distribucion de Maxwell para las velocidades
de las moléculas de un gas. Aunque la concordancia de [1.6.1] con los experimentos era
buena para frecuencias elevadas, sin embargo, las discrepancias se hacian evidentes en el
resto del espectro. Fue Planck quien, en 1900, dio el paso decisivo en la obtencion de la
formula correcta de f(v/T).

En su modelo de cuerpo negro, Planck asimil6 los atomos que constituian las paredes
de la cavidad a cargas moviéndose como osciladores lineales, los cuales interaccionaban
intercambiando energia con la radiacion térmica existente en el interior de dicha cavidad.
Esto encajaba perfectamente con la electrodinamica clasica y la teoria de la emision y
absorcion de radiacion por dipolos oscilantes desarrollada por Hertz. De hecho, igualan-
do las tasas de emision y absorcion de los osciladores elementales de Planck, éste dedujo
la siguiente expresion para p(v, T):

8y’

C3

p(v/T) =

E(,T) [1.6.2]

donde E(v, T) representa la energia promedio de tales osciladores. Es importante sefialar
aqui que, en la situacion que estamos considerando de equilibrio térmico entre la radia-
cion y las paredes de la cavidad que la contiene, la frecuencia que aparece en [1.6.2] posee
un doble significado fisico: por un lado, puede interpretarse como la frecuencia de vibra-
cion de los osciladores de la pared, y por otro como la frecuencia correspondiente a uno
de los modos de radiacion. En este sentido téngase en cuenta que e/ concepto generalizado
de oscilador (monodimensional) se refiere a cualquier sistema fisico cuya coordenada gene-
ralizada sea una funcién sinusoidal del tiempo’.

Obsérvese también que el coeficiente que multiplica a E(v, T) en [1.6.2] es el mismo
que el deducido por Rayleigh-Jeans para el numero de modos N, (véase [1.5.14]), el cual
fue obtenido mediante argumentos generales de tipo geométrico. Esto refuerza, por tanto,
la impresion de que el valor obtenido para dicho recuento es el correcto.

Basandose en ecuaciones fundamentales de la Termodinamica, y haciendo uso de la
formula [1.6.1], Planck comprobd que se cumplian las siguientes relaciones en los casos
limites de las altas y bajas frecuencias:

7 Por coordenada generalizada se entiende cualquier magnitud capaz de describir la situacién instan-
tanea del oscilador. Asi, la distancia a la posicion de equilibrio en el caso de un muelle, el angulo de giro
si se trata de un péndulo, o la amplitud del campo eléctrico en el caso de un modo de radiacion, son
ejemplos de coordenadas generalizadas correspondientes a sistemas equivalentes oscilatorio-armonicos.
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d’s .
— * l/E , (altas frecuencias) [1.6.3.4]
dE
ds ) . .
B « 1/E- , (bajas frecuencias) [1.6.3.5]

donde el simbolo o= significa proporcionalidad, y S denota la entropia de los supuestos
osciladores.

El concepto de entropia fue introducido por Clausius en 1865. Se trata de una magnitud
caracteristica del estado del sistema cuyo valor depende de las variables que especifican dicho
estado (presion, volumen, composicion, etc.). En Termodinamica de los procesos reversibles se
define en forma infinitesimal como dS = dQ/T, donde dQ denota la variacién de calor involu-
crada en el proceso. En una transformacion irreversible, sin embargo, siempre se cumple
dS > dQ/T. Una consecuencia fundamental de esta desigualdad se deduce al considerar sistemas
aislados térmicamente. En ellos dQ = 0, lo que implica dS > 0, es decir, la entropia aumenta por
el mero hecho de haberse efectuado la transformacion. La entropia representa, pues, el «conte-
nido de transformacién» de un cuerpo. De hecho, del segundo principio de la termodinamica
se desprende que las transformaciones en la naturaleza (irreversibles) comportan siempre un
aumento de entropia. Dicho aumento puede servir como medida de la pérdida global de orden
(o aumento de desorden) que acompana a los procesos naturales. No profundizaremos mas aqui
sobre este punto ya que sera retomado mas adelante.

La idea capital de Planck fue interpolar las formulas [1.6.3] reuniéndolas en una sola

que resultara aplicable a ambos rangos espectrales a la vez. La expresion propuesta fue
ds 1

> == [1.6.4]

dE E(a+E)

donde « es una constante independiente de 7, pero dependiente de la frecuencia. Impo-
niendo ahora la compatibilidad de [1.6.4] con el comportamiento de E a bajas frecuencias,
en el limite 7'— oo, se llega, tras algunos calculos, a la expresion

a
E=——7—— 1.6.5
ea/T -1 [ ]
y la densidad espectral de energia valdra
8t av?
vI)=—F—i— 1.6.6
p(v,T) T ] [1.6.6]

Finalmente, imponiendo la ley de Wien [1.4.1], se encuentra que a debe depender lineal-
mente de la frecuencia, es decir, @ = Av, con lo que tendremos para la funcién f(v, T') buscada

1
S, T) = oA | [1.6.7]
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El acuerdo de esta formula®, con los precisos datos experimentales obtenidos en 1900
por Rubens y Kurlbaum, fue completo. Desde entonces, todas las comprobaciones expe-
rimentales posteriores confirmaron la extraordinaria bondad de la ecuacién [1.6.7]. Sin
embargo, no por ello dejaba de ser una féormula empirica, determinada mediante tanteo.
Era preciso, pues, encontrar los fundamentos teéricos que permitieran su deduccion rigu-
rosa. De ello nos ocuparemos a continuacion.

1.7. TEORIA DE PLANCK DEL CUERPO NEGRO:
DEDUCCION DE LA FORMULA DE PLANCK

En su deduccion de la funcion p(v, T') Planck abandono la termodinamica y se apoyd
en la interpretacion estadistica del concepto de entropia, que habia sido introducida por
Boltzmann afios atras. Su argumentacion puede resumirse como sigue (para mas detalles,
el lector interesado puede consultar, por ejemplo, el libro de Cropper citado en la biblio-
grafia).

Supongamos que las paredes de la cavidad que conforma el cuerpo negro contienen N
osciladores cuyas energia promedio y entropia promedio son, respectivamente, £y S. En
tal caso, la energia y la entropia totales, £,y S, del conjunto de osciladores, esto es, de
las paredes de la cavidad, valdran’

E,=NE [1.7.1.q]
S;=NS [1.7.1.]

Por otro lado, de acuerdo con el formalismo estadistico de Boltzmann, S, puede es-
cribirse como'®

Sy=kyln W [1.7.2]

donde W es una cierta funcion probabilistica que mide el nimero de formas en que la
energia total del sistema de osciladores, supuesta fija, puede distribuirse energéticamente
entre los osciladores individuales.

Conviene distinguir entre estado macroscopico y estado microscdpico de un cuerpo o siste-
ma. El primero esta determinado por variables termodinamicas como son su temperatura, vo-
lumen, energia interna, etc. Tales parametros caracterizan al sistema de forma global, macros-
copica. El estado microscopico se refiere al conjunto de situaciones dinamicas de cada uno de
los elementos que integran el cuerpo (atomo, molécula, iones, etc.). A un mismo estado macros-

§ Para un valor concreto de 4 obtenido por ajuste.

° Recuérdese que la entropia, al igual que la energia, la masa o la carga eléctrica, entre otras, es una
variable extensiva, es decir, es aditiva respecto de las partes de un sistema. Otras magnitudes como la
temperatura o la densidad no gozan de esta propiedad, y suelen denominarse intensivas.

10 El simbolo «In» significa logaritmo neperiano.
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copico le puede corresponder, evidentemente, un gran numero de situaciones microscopicas di-
ferentes. A este nimero le hemos designado por W en la ecuacion [1.7.2]. Si admitimos entonces
que todos los estados microscdpicos asociados a un cierto estado macroscopico son igualmente
probables, entonces la cantidad adimensional W es un indice de la probabilidad relativa de
ocurrencia del mencionado estado macroscopico respecto del resto de estados macroscopicos
posibles. En otras palabras, cuanto mayor sea el nimero de combinaciones de estados micros-
copicos que dan lugar a un cierto estado macroscopico, tanto mas probable sera éste.

Basandonos en lo anterior, puede enunciarse la hipotesis fundamental de la mecénica esta-
distica, a saber, que todo sistema evoluciona espontaneamente hacia el estado en el cual W es
maxima. A partir de este principio no es dificil inferir que la 77 maxima se alcanza en los esta-
dos macroscopicos correspondientes al equilibrio. Por otro lado, es bien conocido en termodi-
namica que la entropia siempre aumenta en las transformaciones naturales, siendo maxima en
la situacion de equilibrio. De ambos hechos parece desprenderse la consecuencia de que la en-
tropia Sy la probabilidad W deben guardar una estrecha relacion. A fin de establecer esta co-
nexion consideremos dos sistemas con entropias, S, y S, . Recordando que S es una magnitud
extensiva, la entropia del conjunto sera entonces S; + S,. Al mismo tiempo, es bien sabido que
la probabilidad de ocurrencia conjunta W de dos sucesos independientes viene dada por el
producto de las probabilidades de ocurrencia de cada uno de ellos por separado W,y W,. Esto
equivale en nuestro caso a afirmar que W = W, W,. Si escribimos S = f (W), la funcién f debera
satisfacer la ecuacion f(W,W,) = f(W)) + f(W,); por tanto, debe ser de tipo logaritmico en W.
Fue Boltzmann quien, en 1877, planted esta relacion entre la entropia y la funcion de probabi-
lidad en la forma mostrada en la ecuacién [1.7.2]. Un aumento de ambas magnitudes indicara,
por tanto, un mayor grado de desorden. Es importante sefialar, finalmente, que la ecuacion
[1.7.2] constituye de hecho el nexo de unién entre los sistemas macroscopicos y el mundo até-
mico subyacente. Una consecuencia fundamental de esto se halla en la deduccion de la formula
de Planck que habiamos comenzado a analizar.

Para distribuir de forma facilmente evaluable la energia total entre los osciladores,
supondremos, al menos en principio, que £, es un multiplo de una cantidad discreta de
energia que designaremos por €. Una vez efectuado el recuento de las posibles distribu-
ciones, tomaremos el limite cuando & tiende a cero. Escribiremos, pues,

E;=ne [1.7.3]

Como el numero de osciladores es N, el calculo de W es equivalente a la determina-
cion del niumero de formas de distribuir # unidades indivisibles de energia entre los N
osciladores. Podemos representar simbdlicamente esta situacion asociando los osciladores
a compartimentos, cada uno de los cuales ocupado por un cierto nimero de unidades de
energia. En la figura 1.9 se muestra a modo de ejemplo el caso N =4, n = 10. En ella la
separacion entre los distintos compartimentos se representa mediante barras verticales.
Para N =4 el nimero de tales barras sera N — 1 = 3.

TJoooollooofooo|

Figura 1.9. Representacion simbolica de una de las distribuciones posibles de 10 unidades de
energia (pequefios circulos) en 4 osciladores (compartimentos separados por barras verticales).
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A la vista de la figura 1.9 se infiere que, fijada E,, y por tanto n, el numero de formas
de distribuir # circulos en los N compartimentos sera justamente igual al numero total de
permutaciones de los (N — 1) + n objetos (barras + circulos), es decir,

(N+n-1) [1.7.4]

Ahora bien, los circulos que simbolizan las unidades de energia son idénticos entre
si, al igual que ocurre con las barras, por lo que, de acuerdo con la teoria de probabili-
dades, el numero dado por [1.7.4] habra que dividirlo entre el nimero de permutaciones
de los circulos entre si, multiplicado por el nimero de permutaciones de las barras, y nos
quedara

M [1.7.5]
nl(N - 1)!

que nos dara la funcion W buscada. Dado que los numeros N y n son enormemente gran-
des, podemos sustituir la expresion anterior por la ecuacidén

|
_ N+t [1.7.6]
n! N!
y teniendo en cuenta la férmula de Stirling'!
In(x!)=xInx—-x [1.7.7]

valida para x > 1, obtenemos para S, a partir de [1.7.2]:

s[(N+n)In(N +n)—nln(n)— NInN] =

ol e -
Jolo3) )
e 2) (22

"' Un desarrollo asintotico de In (x!) es

1 1
Inx!=x1 +InvV2rx +In{1+—+ —
nx: Xinx —Xx n X n( Iox 288x2 >
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=
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Cuando x >> 1, nos queda la formula de Stirling.
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En la altima igualdad de [1.7.8] hemos hecho uso de la relacion
E,=NE =ne [1.7.9]

deducida igualando [1.7.1.a] y [1.7.3]. De [1.7.1.0] se tendra para la entropia promedio de

un oscilador
S = k8[<1 . E) 1n(1 + E) . <E> In (E>] [1.7.10]
£ £ £ £

Ahora bien, en el equilibrio se cumple la ecuaciéon termodinamica fundamental (a
volumen constante)'?

a_1 [1.7.11]

que aplicada a [1.7.10] nos da'?

Syl e

Despejando la energia promedio E de la expresion anterior nos queda

£
es/kBT -1

EW,T)= [1.7.13]

Conviene hacer notar aqui que, aunque la ecuacion [1.7.13] se ha deducido en la hi-
potesis de que las paredes de la cavidad estan constituidas por osciladores armoénicos, sin
embargo, recordando el argumento termodinamico de Kirchhoff, el valor de la energia
promedio E que obtengamos finalmente sera correcto con caracter general.

La ecuacion [1.7.13] debe ser compatible con la ley de Wien [1.4.1] y con la expresion
general [1.6.2], es decir, la energia E debe ser de la forma

3
E(0,T) = < yf(vIT) [1.7.14]
8
Comparando [1.7.13] y [1.7.14], se infiere

goxy [1.7.15]

12 Volveremos sobre esta ecuacion en el capitulo 16.
13 Obsérvese que 7 designa, como siempre, la temperatura de la cavidad, no una temperatura asocia-
da a cada oscilador individual.
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que escribiremos en la forma
e=hv [1.7.16]

donde / es la llamada constante de Planck, cuyo valor resulta ser 6.626 X 107 J - s. La
expresion anterior constituye la ecuacion fundamental que marca el inicio del desarrollo
de la teoria cuantica. En ella se pone de manifiesto de forma evidente el caracter discreto
de la energia de un sistema fisico oscilatorio armoénico: En efecto, fijada v, £ es una can-
tidad finita, y no puede hacerse tender a cero como suponiamos en nuestro planteamiento
inicial. En consecuencia, de acuerdo con [1.7.3], cada uno de los osciladores elementales
podra tener a la sumo n unidades indivisibles de energia (cuantos de energia) y como
minimo cero. Los valores de la energia que puede poseer un oscilador elemental seran, por
tanto,

nhy , n=0,1,2, .. [1.7.17]

Esta cuantificacion de la energia de un sistema oscilatorio armonico es igualmente apli-
cable a cualquier sistema oscilatorio armonico lineal generalizado, es decir, a cualquier siste-
ma fisico cuya tnica coordenada generalizada sea una funcion sinusoidal del tiempo.

Volviendo a la ecuacion [1.7.13], la expresion de la energia promedio E(v, T') queda,
por tanto, como sigue:

E0.Ty=— 1
e

T [1.7.18]

y la densidad espectral de energia del cuerpo negro toma, finalmente, la forma (recuérde-
se [1.6.2]):

2
8y ) hv [1.7.19]

,T)=
p(.T) (Ca P

que es precisamente la formula semiempirica obtenida anteriormente por Planck. Natu-
ralmente, su comportamiento a bajas frecuencias sigue la formula propuesta por Rayleigh-
Jeans (véase ejercicio 1.4). Asimismo, integrando p(v, T') para todas las frecuencias, resul-
ta la ley de Stefan-Boltzmann, en la cual la constante o queda expresada ahora en
términos de k, y & (véase ejercicio 1.5). Por otro lado, hallando el maximo de la funciéon
p(v, T), se encuentra la ley de desplazamiento de Wien, cuya constante puede obtenerse
explicitamente a partir de los valores de /'y kj, (véase ejercicio 1.6).

Es interesante hacer notar que, en el limite # — 0, la ecuacion [1.7.19] se convierte en la
ecuacion [1.5.15], correcta tinicamente para v bajas, y deducida de acuerdo con el forma-
lismo clasico plasmado en el teorema de equiparticion de la energia. La finitud de /1 con-
lleva, pues, la inaplicabilidad de dicho teorema (obsérvese que la energia promedio depen-
de de v), y conduce, como hemos visto, a la discretizacion (cuantificacion) de la energia
para cualquier sistema oscilatorio armoénico. Ningun oscilador puede, por tanto, absorber
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ni emitir energia en un rango continuo, sino unicamente de manera discontinua mediante
incrementos de valor /v, siendo v la frecuencia de oscilacion. Es facil comprender que esto
choca completamente con las ideas tradicionales de la fisica clasica e incluso con nuestra
concepcion intuitiva del intercambio energético. La razon de este aparente desacuerdo con
el mundo observado estriba en la pequefiez de la constante de Planck en comparacion con
otras cantidades macroscopias. Dicho en otras palabras, los efectos de la cuantificacion de
la energia se haran mas evidentes cuando se consideren situaciones fisicas que involucren
cantidades de energia del orden de /v. Esto ocurrira cuando la energia del sistema sea muy
pequena o nos encontremos en el rango de las altas frecuencias, como sucede con el cuerpo
negro. En los siguientes capitulos tendremos ocasion de analizar muchos otros ejemplos.
No debemos olvidar, no obstante, que el postulado de Planck acerca de la cuantificacion
de la energia es de validez universal, incluso en situaciones perfectamente macroscopicas.
Es especialmente ilustrativo en este sentido el ejercicio 1.7.

Senalemos, para terminar, que el valor concreto de la constante de Planck, 4, fue de-
terminado por él mismo a partir de las medidas experimentales de la constante de Stefan-
Boltzmann y de la de Wien (véanse ecuaciones [1.4.6] y [1.4.11]). Asimismo, y teniendo en
cuenta el valor de la constante R de los gases perfectos, calculd el nimero de Avogadro
(N, = 6.022 x 10* mol™"), e incluso, del valor conocido de la constante de Faraday'®, fue
capaz de estimar la carga eléctrica elemental del electron.

1.8. APLICACION EN TERMOMETRIA: PIROMETRO OPTICO

El caracter universal de la distribucioén espectral de energia radiada por un cuerpo
negro hace de éste un buen patron de referencia en la medida de temperaturas en termo-
metria. La idea basica de un pirometro optico consiste en comparar el color de la radia-
cién emitida por un cuerpo negro a temperatura conocida y variable a voluntad con el de
otro cuerpo negro cuya temperatura desconocemos. Cuando se produzca la igualacion de
colores podra concluirse que ambos cuerpos negros se encuentran a la misma temperatura.
Este procedimiento, en apariencia muy simple, presenta, no obstante, ciertas dificultades
que es necesario tener en cuenta: en la mayoria de los pirometros opticos se emplea el ojo
humano como detector. Esto restringe su utilizacion a temperaturas lo bastante elevadas
como para emitir dentro del rango visible con suficiente intensidad. Por otro lado, igual-
dad de colores no implica igualdad de composicion espectral, ya que el color esta estre-
chamente relacionado con una sensacion visual, la cual depende, entre otros factores, del
observador, del entorno visual, etc. Por ultimo, no todos los cuerpos de interés en termo-
metria pueden, evidentemente, ser considerados cuerpos negros ideales, lo que hace que
deban incluirse las oportunas correcciones en los métodos de calibracién y medida.

Pese a estos inconvenientes, los pirometros opticos son de utilidad, y resultan especial-
mente adecuados en la determinacion de la temperatura de hornos. El esquema de un pi-

4 Se denomina constante de Faraday la cantidad de electricidad necesaria para depositar, en una
experiencia de electrolisis, un equivalente gramo (un mol dividido entre la valencia) de sustancia. Su valor
es 96.485 culombios.
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