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Prélogo

Este libro pretende ser un punto de referencia que ayude a planificar el curso de algebra lineal
en los programas de las ingenierias y de la licenciatura en matematicas y fisica, facilitando el
esfuerzo que cada profesor debe hacer al iniciar el curso. También pretende aportar fundamentos
y orientaciones que ayuden a elaborar la programacién de la intervencién en el aula y a organizar
la ensenianza del dlgebra lineal manejando problemas de los contextos profesionales hacia los que
se orientan los estudiantes.

Se brinda especificamente a los profesores y estudiantes un marco conceptual sobre la teoria de
matrices, los sistemas de ecuaciones lineales, los espacios vectoriales, las transformaciones lineales
y los valores y vectores propios de una matriz. También se presenta una amplia gama de ejemplos,
tanto teéricos como practicos.

El libro esta organizado en seis capitulos. En el primer capitulo se estudian las matrices y se
aplican a la solucion de sistemas de ecuaciones lineales.

El capitulo dos se dedica al estudio de los determinantes, presentdndose algunas aplicaciones del
método de cofactores y la regla de cramer en la determinacion de la matriz inversa y la solucién
de sistemas de ecuaciones lineales.

En el capitulo tres se hace un estudio grafico y analitico de la teoria de vectores, presentdndose
algunas aplicaciones de la geometria vectorial con el estudio de rectas y planos.

En el cuarto capitulo se desarrolla la teoria de los espacios vectoriales, estudiando los conceptos de
espacio vectorial y subespacio vectorial, combinacién lineal, dependencia e independencia lineal,
generadores y bases.

El capitulo quinto se dedica al estudio de las transformaciones lineales, analizando los conceptos
de micleo e imagen, matriz asociada a una transformacién, cambios de bases, transformaciones

compuestas e inversas.

Finalmente en el sexto capitulo se estudian los conceptos de valores propios y vectores propios
de una matriz, la diagonalizacién de una matriz simétrica y las formas cuadréticas.

Esperamos que este texto contribuya decididamente a la ensefianza de las matematicas.



MATRICES Y SISTEMAS DE

ECUACIONES LINEALES

Las matrices son herramientas matematicas que se usan en la resolucién de sistemas de ecuaciones
lineales. Se estudiaran en este capitulo los métodos de eliminacién de Gauss y Gauss-Jordan para
la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

1.1 Matrices

Definiciéon 1.1.1 Sean m y n dos enteros > 1. Una matriz es un arreglo rectangular de ntimeros
(reales o complejos) de la forma

aip a2 A1n

az1 a2 A2n
A=

aAm1  am2 ot Amn

A esta matriz se le llama una matriz de tamano m x n. Los elementos de la matriz pueden ser
nimeros reales o complejos, pero aqui trataremos matrices de niimeros reales inicamente.

-1 3 1
Ejemplo 1.1.1 La matriz 2 =3 3 | es una matriz de ntimeros reales
1 0 5
—-3—4i 3 5—1
La matriz 2 -3 1+ es una matriz de ntimeros complejos

1-2t -3¢ 2+5i

Se puede abreviar la notacién de una matriz expresandola como (a;5) , i =1,--- ,myj=1,--- ,n.
Se dice que a;j, es la entrada ij o la componente ij de la matriz. Cuando expresamos una matriz
en la forma (a;;), ¢ denota la fila y j la columna.

J cuenta las columnas

de izquierda a derecha

Aqq (2P e @y,
A Go G2z cor Gon i cuenta las filas
de arriba a abajo

Am1 Qmz ** Amn
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-1 3

De est 1 tri
e esta manera, para la matriz ( 9 _3 1

) tenemos, a3 =95 as =2

En general a las matrices se les designard por una letra maytscula A, B, C, ..., y sus elementos
con las correspondientes letras mindsculas. Se usan paréntesis redondos () o rectangulares | |
para representar las matrices.

-2 1

Ejemplo 1.1.2 ( 1 o

) es una matriz de tamano 2 x 2

1 2 3 4 . N
(4 3 9 1) es una matriz de tamano 2 x 4

( T1,To, X3, Ty ) es una matriz de tamano 1 x 4

z1
T2 . ~
es una matriz de tamano 4 x 1
3
Ty
Definicién 1.1.2 La diagonal principal de una matriz A = (a;;), de tamafio m X n es

(a11, aze, ass, ..., agk), donde k es el minimo entre m y n .

Ejemplo 1.1.3 La diagonal principal de la matriz A =( _11 _02 f ) es (—1,-2) ylade

-3 0
B= 4 1 |es (-3,1).
1 3

Definicién 1.1.3 Sea A = (a;;), una matriz de tamafio m X n. Si m = n entonces se dice que
es una matriz cuadrada de tamaio n.

1 0 -1 0 -2
Ejemplo 1.1.4 A :( 1 _o ) B = 4 7 1
3 2 0

Son matrices cuadradas.

En una matriz cuadrada A los elementos (a;;) se denominan elementos diagonales.

La diagonal principal es el conjunto ordenado de elementos diagonales y se denota por diag A.
St A= (aij)mxn entonces diag A = (ai1,a22, - ,0nn)-

En una matriz cuadrada A, se define la traza de A, por

Tr A=% (277

Ejemplo 1.1.5 Si A= ( _21 _33 ) diagA=(-1,-3)y Tr A=—-1+(-3)=—4.
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-3
1 |, diagB=(-1,21)y TrB=-1+2+1=2

'y
0NN =

1.1.1 Tipos especiales de matrices
Definicion 1.1.4 Una submatriz de una matriz A, es una matriz que se obtiene desde A al

eliminar algunas filas y/o columnas. En particular la matriz Aj-, es la submatriz que se obtiene a
partir de A eliminando la fila ¢ y la columna j.

Ejemplo 1.1.6 Para la matriz

1 -2 3 9
A= 4 -2 0 1
3 5 21

se tiene las submatrices:

1 -2 9 -2 3 9 -2 0 1 1 -2 3
A2 = A3 = Al = A3 =
3(351>1(7201>1<5 21)4(4720)
Definiciéon 1.1.5 Una matriz cuadrada de tamaifio n x n, en la que los elementos no diagonales
son todos cero, se denomina matriz diagonal.

-2 0 0
Ejemplo 1.1.7 La matriz 0 1 0 | esunamatriz diagonal.
0 0 11

Definiciéon 1.1.6 Una matriz diagonal que tiene todos sus elementos diagonales iguales, se
denomina matriz escalar.

-2 0 0
Ejemplo 1.1.8 La matriz 0 -2 0 es una matriz escalar.
0 0 -2

Definicion 1.1.7 La matriz cuyos elementos a;; = 1 para todo i y para todo j, se denomina
matriz de unos y se anota por J = [1] € My, xx.

Definicién 1.1.8 Una matriz cuadrada en la que todos los elementos por debajo de la diagonal
principal son cero, se denomina matriz triangular superior.

A= (aij)nxn es una matriz triangular superior si a;; = Opara i > j

Definiciéon 1.1.9 Una matriz cuadrada en la que todos los elementos por encima de la diagonal
principal son cero, se denomina matriz triangular inferior.

A= ((lij)an es una matriz triangular inferior si a;; = 0para i < j
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Definiciéon 1.1.10 Una matriz cuadrada es triangular, si es triangular superior o triangular

inferior.
12 -3 8
Ejemplo 1.1.9 La matriz 0 0 —7 | esuna matriz triangular superior.
0 0 10
4 0 0
La matriz 13 7 0 es una matriz triangular inferior.
-3 5 -8

Definicion 1.1.11 Una matriz en que todos sus elementos son cero se denomina matriz nula
(o matriz cero) y se denota por 0

0 0 0
0=10 0 0
0 - 0 -+ 0

0 0

0 0 0 0 0
Ejemplo 1.1.10 Son matrices nulas 0 = ( 00 ) 0=(0 0 0 o= 0 0
0 0 0 0 0

Definicion 1.1.12 Una matriz cuadrada de tamaifio n que tiene todos los elementos diagonales
iguales a 1 y todos los demés componentes iguales a 0 se llama matriz identidad. Se denota por
1,, o simplemente por

100 - 0

01 0 - 0

o0 1 .- 0
I, =

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

1

Ejemplo 1.1.11 1, = ( P

) es la matriz idéntica de tamano 2 x 2

1
I3 = 0 es la matriz idéntica de tamano 3 x 3.
0

S = O
_ o O

1.1.2 Operaciones con matrices

Igualdad de matrices

Las matrices A = (aij),,5, ¥ B = (bij),,«, (del mismo tamafio) son iguales si sus elementos

respectivos son iguales; (a;;) = (bj;) <= a;; = b;; para todos los i = 1,2,--- ,m y todos los
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.]':172,“'7’71,.
S 20 =3 3\ _ 2 3
3y+2 2z ) \ 5+2y %
entonces 2z —3 =2 3=3 3y+2=5+2y z:%

2

2, y=3yz=2

con lo cual se obtienen los valores de =, de y y de z que satisfacen = = 3,
Suma de matrices

Sean A = (a;;) y B = (b;j;) matrices de tamano m x n. La suma de esas dos matrices es la matriz
C = (ci;) de tamafio m x n, donde ¢;; = a;; + b;j. Esto es, la suma de dos matrices del mismo
tamafio es la matriz de ese mismo tamano obtenida al sumar los correspondientes elementos.

Como ejemplo, considere la suma de las matrices

2 3 -1 4 2+ (-1) 344 1 7
1. 4 -1 |+ -5 =3 | = 4+(-5 (-1)+(-3) -1 —4
0 -7 8 1 0+38 (=7 +1 8 —6
1 -4 -5 1 -4 -3
2. 2 3 + 3 1 = 5 4
3 0 -1 =2 2 =2
2 3 -1 4 3
La suma de las matrices | 4 -1 |,| =5 -3 1 no esta definida porque las matrices son
0 -7 8 1 2

de tamano diferente.

Si A= (aij),,un ¥ 0=1(0),,, s¢ aprecia claramente que A +0 = A

Producto de una matriz por un escalar

Sean k un escalar (nimero) y A = (a4j),,,,, una matriz. Se define kA como la matriz cuya com-
ponente ij es ca;j. Se escribe kA = k(a;;) = (ka;j). Asi pues, se multiplica cada componente
de la matriz A por k.

1 -2 4 -3 6 —12
Por ejemplo —3( N 1 ) = ( 1 )
s 1 -5 -2 -3 3
En términos méas generales, se pueden multiplicar varias matrices del mismo tamano por di-
ferentes escalares y sumar el resultado:

c1A1 + coAg + -+ L Ak

donde ¢y, ¢, ..., ¢ son escalares y Ay, Aa, ..., Ax son matrices de tamafio m x n. Este proceso

es llamado combinacién lineal.
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1 0 1 2 0 3 5

. 0 1 1 0 -1 3 2
Ejemplo 1.1.12 2 1 +(-1) 0 +3 A 4 0 + 1= s
0 1 1 0 -1 3 2

U

El vector U es combinacion lineal de los vectores dados.

Definicién 1.1.13 La matriz opuesta de la matriz A = (a;;), es la matriz —A = (—a;;).

-1 0 2 1 0 =2
Ejemplo 1.1.13 La matriz opuestade A=| 1 -2 1 | es—-A=| -1 2 -1
-3 0 1 3 0 -1

Definiciéon 1.1.14 Sean A = (a;;) y B = (b;;) matrices de tamaiio m x n. Se define la
diferencia A — B por A— B= A+ (-1)B.

Por ejemplo

(5 %) 4)-(0 )

Si 0 es la matriz nula, entonces para cualquier matriz A (del mismo tamariio de la matriz nula),
tenemos que

0+A=A+0=A.
) 2 -1 0 0 0 0 2 -1 0
Ejemplo 1.1.14 (1 3 _2)+(0 0 0>_<1 3 —2>

Se tiene que (—1)A = —A. La matriz —A se conoce como la matriz inversa aditiva de A. Asi, se
obtiene la relacién: A+ (—A) = 0.

Teorema 1.1.15 Sean A, B, C matrices de tamafio m x n y k,t escalares, entonces:

A+B=B+A Conmutatividad

A+ (B+C)=(A+B)+C Asociatividad
A+0=A4A (0 es la matriz nula)

A+ (-4)=0

k(A+B)=kA+EkB

C(k+t)A=FkA+tA

. (kt)A = Kk(tA)

1A=A

I I T

Estas propiedades se pueden comprobar de las definiciones.
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Producto de matrices

Sean A = (aij),,n> B = (bjk),x

- El producto AB es otra matriz C' = (@ik),y,,- Por lo tanto,

si C' = AB entonces C tiene el mismo nimero de filas de A, y el mismo nimero de columnas de

B y su coordenada ik se define:

n
Cik = 3 @irbpk = airbig + @ibog + -+ + Ainbnk

r=1

A continuacién se presenta un ejemplo que ilustra como se realiza el producto de matrices:

Considere las matrices A y B.

3 1 2 -8
A:{ilg g _;] B=|4 8 =5 9
5 0 -2 —-12
Primero hacemos
9 0 -1 3 1 2 -8
_10 3 5 4 8 —5 9
5 0 -2 —-12
SN N 3 - 3
I B e
5 5
1,0y, + Qy5b2y + 13y,
(2)(3) + (0)(4) + (=1)(5)

Después multiplicamos esa fila por las otras columnas. Luego tomamos la segunda fila de la
primera matriz y la vamos multiplicando por cada una de las columnas de la segunda matriz.
Aqui presentamos los resultados que se obtendrian al hacerlo con la columna tres

2 0 -1
—10 3 5

CU o W

-10] 3 5 -5

_
7105

1
8
0

2
—5
—2

2

2

-8
9
—12

Qo1by5 = (_10)(2) =-20 + [ — (3)(—5) =-15 +




INTRODUCCION AL ALGEBRA LINEAL

Ejemplo 1.1.15

2 -1 3 5 L2249 4443\ _ (9 -5
1 3 -2 T\ 14+6-6 —2+12—-2 /) \ 1 8
N—_— —— 3 1 N——_——
2x3 T 2x2

X

Ejemplo 1.1.16

2 1 10 1) _ (2-10+2 2+1\_ (1 2 3
10 -1 2 1) \1-00+0 140/ \1 0 1

—
2x2 2x3 2x3
4 -2 9 _3
Ejemplo 1.1.17 Calcule ABdonde A= | 3 -5 | yB= ( 6 _7 )
0 1
Solucién:
4 2 9 4 -2 _3
Ab; =1 3 -5 (6)’ Abs =1 3 =5 ( 7)
0 1 0 1
—4 2
= —24 = 26
6 -7
—4 2
= AB = —24 26
6 -7

e Se debe senalar que en general: AB # BA, es decir, el producto de matrices en general no es
conmutativo.

Definiciéon 1.1.16 El producto de una matriz de tamaifio 1 x n (llamada vector fila) por una
matriz de tamafio n x 1 (llamada vector columna) se define como:

by
b n
(a1, ag,...,an) . :a1b1+a2b2+"'+anbn:Zaibi-
: i=1
by,
Este producto es un escalar.
Ejemplo 1.1.18
2
-1
13,-24) | 5 | =0 +E)EN+(=2)B)+(4)(2) =1
2




Capitulo 1. MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Potencias de una matriz

Si A es una matriz cuadrada, entonces se puede formar el producto AA, que serd una matriz
cuadrada del mismo tamaio que A y se denota A%. En forma analoga, se puede formar A3, A%y
en general, A* para cualquier entero positivo k.

AR =AAA- A
k

3
. 10 10 10 10 10 10
gempio 119 (135 ) = (5 3) (5 2)(52) - (a0)(52) -
1 0
21 8
Se define A° = I (matriz idéntica del mismo orden que A).
Observe que, para cualquiera dos enteros r , s > 0, tenemos la relacién usual:

ATAS = ATHS,

Propiedades del producto de matrices

Teorema 1.1.17 Sean A, B,C matrices de tamafo tales que las operaciones indicadas se
puedan realizar y que k es un escalar, entonces:

¢(AB) = (cA)B = A(cB)
A(BC) = (AB)C
IA=AyBI=B
A(B+C)=AB+ AC
(A+ B)C = AC + BC

ARl

A continuacion se presentan dos ejemplos para ilustrar la propiedad asociativa y la propiedad de
identidad de la multiplicacién de matrices.

Ejemplo 1.1.20 Sean

entonces

mientras que



