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Chapitre 0 Avant-propos

Avant-propos

Ce livre de méthodes de résolution d’exercices et de corrigés couvre le programme en vigueur depuis 2021 des
classes préparatoires BCPST première année. C’est un programme très riche, qui aborde beaucoup de nouvelles
notions, aussi bien en analyse qu’en algèbre ou en probabilités.

Ce livre a pour objectif de permettre au lecteur d’aller à l’essentiel, en un minimum de temps.

Chaque chapitre commence par lister un ensemble de méthodes pour aider les étudiants à démarrer dans les
exercices et à savoir ce qu’on leur demande d’apprendre. Suivent les exercices qui sont issus d’archives person-
nelles d’enseignants en BCPST et d’annales de concours. Ensuite il est proposé des indications spécifiques à
chaque exercice pour les aider à choisir la bonne piste de recherche. Puis tous les exercices sont corrigés ; les cor-
rections sont rédigées avec un maximum de détail, dans le souci qu’elles soient accessibles à tous les étudiants.

L’aspect très progressif de cet ouvrage, et sa présentation fondée sur l’essentiel, en font un outil parfaitement
adapté au haut niveau exigé par les concours accessibles par la voie BCPST. Ses nombreux exercices corrigés et
de tous niveaux permettront aussi aux étudiants de s’approprier ou de réviser rapidement leur cours de mathé-
matiques pendant l’année.
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Logique, ensembles, signes
∑
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∏

Chapitre 1

CHAPITRE 1

Logique, théorie des ensembles
et manipulations des signes

∑
et

∏

Thèmes abordés dans les exercices

— Raisonnements mathématiques

— Opérations sur les ensembles

— Propriétés générales des applications

— Manipulation des symboles Σ et Π

Points essentiels du cours pour la résolution des exercices

— Démonstration d’une implication, d’une équivalence

— Raisonnement par contraposée

— Raisonnement par l’absurde

— Raisonnement par récurrence

— Démonstration d’une inclusion, d’une égalité entre ensembles

— Règles de calcul pour les opérations sur les ensembles

— Image directe d’une partie par une application

— Injectivité, surjectivité ou bijectivité d’une application

— Théorème d’inversibilité pour la loi de composition

— Théorème de la bijection pour les fonctions numériques

— Règles de calcul avec les symboles Σ et Π

— Règles de calcul sur les coefficients binomiaux

— Sommes usuelles : sommes arithmétiques, sommes géométriques, formule du binôme
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Chapitre 1 Logique, ensembles, signes
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Les méthodes à retenir

Pour démontrer une implication ou une équivalence

— Pour démontrer que A =⇒ B, on suppose que la propriété A est verifiée et on doit démontrer
que la propriété B l’est aussi.

�→ Exercice 1.13

— Pour démontrer l’implication A =⇒B, on peut raisonner par contraposée, c’est-à-dire démon-
trer l’implication non(B) =⇒ non(A) : on suppose que B n’est pas verifiée et on démontre
qu’alors A ne l’est pas non plus.

�→ Exercice 1.5

— Pour démontrer une équivalence A ⇐⇒B, on raisonne par double implication : on démontre
l’implication A =⇒B ainsi que sa réciproque B=⇒ A.

�→ Exercice 1.15

Pour raisonner par l’absurde

— Pour démontrer que A est vérifiée : on suppose que A n’est pas vérifiée et on en déduit une
contradiction évidente du type 1 = 0, 3≤ 2, etc.

�→ Exercices 1.10 et 1.15

Pour démontrer une proposition logique dépendant de quantificateurs

— Pour démontrer que ∀x ∈ E, P(x) : on se fixe un x ∈ E quelconque et on doit alors démontrer
que P(x) est vérifiée pour ce x fixé.

�→ Exercices 1.1 et 1.5

— Pour démontrer que ∃x ∈ E/ P(x) : on doit donner (au moins) un exemple de x ∈ E qui vérifie
la propriété P(x). Lorsque P(x) est une équation alors x est l’inconnue et on doit trouver (au
moins) une solution.

�→ Exercices 1.1 et 1.14

— Pour démontrer que ∃!x ∈ E/ P(x) : on démontre comme précédemment que ∃x ∈ E/ P(x) et,
de plus, qu’il ne peut y avoir deux valeurs distinctes de x pour lesquelles P(x) est vraie (ceci à
l’aide d’un raisonnement par l’absurde).

�→ Exercice 1.14
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Pour raisonner par récurrence

— Si la propriété à démontrer, pour tout entier naturel n, vérifie une relation donnée entre le
rang n et le rang n+1 on utilise alors le principe de récurrence.

�→ Exercices 1.6, 1.7, 1.19 et 1.21

— Si la propriété à démontrer, pour tout entier naturel n, vérifie une relation donnée entre les
rangs n, n+1 et n+2 on utilise alors le principe de récurrence à deux pas.

�→ Exercice 1.7

— Si la propriété à démontrer, pour tout entier naturel n, vérifie une relation donnée entre tous
les rangs k tel que k ≤ n, on utilise alors le principe de récurrence forte.

�→ Exercice 1.7

Pour démontrer une inclusion ou une égalité entre deux ensembles

— Pour démontrer l’inclusion E ⊂ F, on démontre l’implication x ∈E =⇒ x ∈ F.

�→ Exercices 1.10 et 1.15

— Pour démontrer l’égalité E = F, on raisonne par double inclusion : on démontre l’inclusion
E ⊂ F et l’inclusion réciproque F⊂ E.

�→ Exercices 1.10, 1.15 et 1.16

— Dans les deux cas, on peut aussi utiliser les opérations sur les ensembles.

�→ Exercices 1.15 et 1.16

Pour déterminer le domaine de définition d’une fonction

— On repère les opérations potentiellement interdites (racines, logarithmes, divisions par
zéro. . . ), on écrit les conditions sur la variable x pour que toutes ces opérations soient défi-
nies, puis on fait la résolution.

�→ Exercice 1.4

Pour démontrer qu’une application est injective ou surjective

— Pour démontrer que f : E −→ F est injective sur E, on se donne (x1, x2) ∈ E2 tel que
f (x1) = f (x2), et on doit alors montrer que x1 = x2.

�→ Exercices 1.12, 1.13 et 1.14
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— Pour démontrer que f : E −→ F est surjective de E sur F, on se donne y ∈ F fixé quelconque,
et on doit alors donner (au moins) un x ∈ E tel que y = f (x), par exemple en démontrant que
l’équation y = f (x) d’inconnue x a (au moins) une solution dans E.

�→ Exercices 1.12, 1.13 et 1.14

— Pour démontrer que f : E −→ F est surjective, on peut aussi appliquer le théorème des valeurs
intermédiaires.

�→ Exercice 1.11

Pour démontrer qu’une application est bijective

— On revient à la définition en démontrant qu’elle est à la fois injective sur E, et surjective de E
sur F.

�→ Exercices 1.11 et 1.13

— On démontre les deux en même temps : on se donne y ∈ F fixé quelconque , et on doit alors
montrer que ∃!x ∈ E/ y = f (x), par exemple en démontrant que l’équation y = f (x) d’incon-
nue x a une unique solution dans E.

�→ Exercices 1.11 et 1.14

— On utilise le théorème d’inversibilité pour la loi de composition : on détermine une applica-
tion g : F −→ E telle que f ◦ g = i dF et g ◦ f = i dE.

�→ Exercice 1.23

— Dans le cas d’une fonction numérique, on peut utiliser le théorème de la bijection.

�→ Exercices 1.11 et 1.14

Pour déterminer l’application réciproque d’une bijection

— Pour y ∈ F fixé quelconque, f −1(y) est l’unique solution de l’équation y = f (x) d’inconnue
x ∈E.

�→ Exercices 1.9 et 1.14

— Si on a trouvé g : F−→ E telle que f ◦ g = i dF et g ◦ f = i dE, alors f −1 = g .

�→ Exercice 1.23

Pour déterminer l’image directe d’un ensemble par une fonction

— On étudie les variations de la fonction sur l’ensemble donné. On applique le théorème des
valeurs intermédiaires sur chaque intervalle où la fonction est monotone.

�→ Exercice 1.8
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Pour calculer une somme formelle

— On met en facteur les termes ne dépendant pas de l’indice de sommation, on utilise ensuite
les règles de calcul sur les symboles Σ, et on conclut en faisant apparaître les sommes usuelles
à l’aide de changements d’indice.

�→ Exercices 1.17, 1.20, 1.21 et 1.22

— Si le résultat final est donné dans l’énoncé, on peut aussi démontrer la formule par récurrence.

�→ Exercices 1.19 et 1.20

Énoncés des exercices

1.1
Vrai ou faux ?

En justifiant soigneusement, dire pour chacune des assertions suivantes si elle est vraie ou fausse.

a) ∀(x, y, z) ∈R
3,

(
x < y et y < z

)
⇔

(
x < z

)

b) ∀x, y ∈R,
(
x ≤ y et x �= y

)
⇒

(
x < y

)

c) ∀a ∈R, ∃b ∈R : a = b2

d) ∀a ∈C, ∃b ∈C : a = b2

e) ∀a ∈C, ∃!b ∈C : a = b2

f) ∀x, y ∈R, ∃t ∈R : x ≤ t ≤ y

1.2
Reconnaître des ensembles

Parmi les sous-ensembles de R suivants, plusieurs sont égaux bien qu’écrits différemment. Déterminer les-
quels.

E1 = {5,8,11,14,17, . . . }, E2 =
{

x2, x ∈ �1,5�
}

, E3 =
[
− 3

2 , 3
2

]
∩Z,

E4 =
{

y2, y ∈ [−5,−1]
}

, E5 = �−1,1�, E6 = [1,+∞[∩[0,+∞[∩]−1,25],

E7 = [1,25], E8 = {3x +2, x ∈N
∗}, E9 =

{
m ∈ [1,25] : ∃k ∈N, m = k2}

,

E10 = {−1,0,1}, E11 =
{

n ∈N
∗ : ∃k ∈N

∗, n = 3k +2
}

,

E12 = {3n +2,n ∈N
∗}, E13 = {m ∈Z : m ≤ 1 et m ≥−1},

E14 =
{

t2, t ∈ [1,5]
}

, E15 =
{

sin(k π
2 ),k ∈Z

}
, E16 = {1,4,9,16,25},
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1.3
Sous-parties de R

Écrire pour chacune des assertions suivantes, le plus simplement possible, l’ensemble E des réels x la
vérifiant.

a) x > 4 et x < 7 et x �= 6

b) (x > 0 et x < 3) ou x = 0

c) (x < 3 et x ∈N) ou x = 2

d) (x ∈R+ ou x =−3) et x < 0

e) ∃u ∈ [3,+∞[: x = u2

1.4
Ensemble de définition

Déterminer l’ensemble de définition :

a) de la fonction u définie par

u(x) =
ln(x −1)+

�
4−x

x4 −16
+

cos x

sin x −1

b) de la fonction v définie par
v(x) =

√
sin(x)− ln(1−x2)

1.5
Exemple de démonstration d’une implication par contraposée

Établir que : ∀n ∈N, n2 pair =⇒ n pair.

1.6
Récurrences simples

a) Montrer l’inégalité suivante :
∀n ≥ 2, ∀x > 0, (1+x)n > 1+nx

b) Montrer que, pour tout n ≥ 1,
1+2+4+8+·· · +2n = 2n+1 −1

(la formule pour une somme géométrique vue au lycée n’est pas supposée connue).

1.7
Exemples de démonstration par récurrence

a) Établir que, pour tout n ∈N :
n∑

k=0
k2 = n(n+1)(2n+1)

6 .

b) On définit une suite réelle (un )n∈N par : u0 = u1 = 3 et ∀n ∈N, un+2 = un+1+2un . Établir que, pour tout
n ∈N : un = 2n+1 + (−1)n .

c) On définit une suite réelle (un )n∈N par : u0 = 0, u1 = 3 et

∀n ∈N
∗, un+1 = 2

n

n∑

k=0
uk .

Montrer que, pour tout n ∈N : un = 3n.

6
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1.8
Image directe

Dans les exemples suivants f est une fonction de R dans R et I est un intervalle de R. Déterminer f (I).

a) I= [π/4,5π/6], f (x) = cos x

b) I = [0,
�

13], f (x) = ⌊x⌋
c) I = [−1,2], f (x) = x2

1.9
Calculer une bijection réciproque

a) Soit l’application

f : R → ]0,+∞[

x �→ ln(1+ex )

Montrer que f est bijective et expliciter la fonction f −1.

b) Même travail avec l’application :

g : R+ → R+

x �→ x +x2

1.10
Autour de l’image directe d’une application

Soit f : E −→ F une application. Soient A et B deux parties de E.

a) Montrer que : f (A∪B) = f (A)∪ f (B).

b) Montrer que : f (A∩B) ⊂ f (A)∩ f (B).

c) Montrer que si f est injective : f (A∩B) = f (A)∩ f (B).

d) Montrer que si f est injective : f
(
A
)
⊂ f (A).

e) Montrer que si f est surjective : f (A) ⊂ f
(
A
)
.

1.11
Injectivité, surjectivité

Les applications suivantes sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives ?

u : R → R

x �→ cos(2x)

v : R → R

x �→ ex

w : R → R

x �→ x3 +2x

y : R → R

x �→ x3 −x

1.12
Injectivité, surjectivité (II)

Les applications suivantes sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives ?

f : Z → Z

x �→ 2x

g : R → R

x �→ 2x

h : Z → R

x �→ 2x
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1.3
Sous-parties de R

Écrire pour chacune des assertions suivantes, le plus simplement possible, l’ensemble E des réels x la
vérifiant.

a) x > 4 et x < 7 et x �= 6

b) (x > 0 et x < 3) ou x = 0

c) (x < 3 et x ∈N) ou x = 2

d) (x ∈R+ ou x =−3) et x < 0

e) ∃u ∈ [3,+∞[: x = u2

1.4
Ensemble de définition

Déterminer l’ensemble de définition :

a) de la fonction u définie par

u(x) =
ln(x −1)+

�
4−x

x4 −16
+

cos x

sin x −1

b) de la fonction v définie par
v(x) =

√
sin(x)− ln(1−x2)

1.5
Exemple de démonstration d’une implication par contraposée

Établir que : ∀n ∈N, n2 pair =⇒ n pair.

1.6
Récurrences simples

a) Montrer l’inégalité suivante :
∀n ≥ 2, ∀x > 0, (1+x)n > 1+nx

b) Montrer que, pour tout n ≥ 1,
1+2+4+8+·· · +2n = 2n+1 −1

(la formule pour une somme géométrique vue au lycée n’est pas supposée connue).

1.7
Exemples de démonstration par récurrence

a) Établir que, pour tout n ∈N :
n∑

k=0
k2 = n(n+1)(2n+1)

6 .

b) On définit une suite réelle (un )n∈N par : u0 = u1 = 3 et ∀n ∈N, un+2 = un+1+2un . Établir que, pour tout
n ∈N : un = 2n+1 + (−1)n .

c) On définit une suite réelle (un )n∈N par : u0 = 0, u1 = 3 et

∀n ∈N
∗, un+1 = 2

n

n∑

k=0
uk .

Montrer que, pour tout n ∈N : un = 3n.

6

Logique, ensembles, signes
∑

et
∏

Chapitre 1

1.8
Image directe
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a) Montrer que : f (A∪B) = f (A)∪ f (B).

b) Montrer que : f (A∩B) ⊂ f (A)∩ f (B).

c) Montrer que si f est injective : f (A∩B) = f (A)∩ f (B).

d) Montrer que si f est injective : f
(
A
)
⊂ f (A).

e) Montrer que si f est surjective : f (A) ⊂ f
(
A
)
.

1.11
Injectivité, surjectivité

Les applications suivantes sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives ?

u : R → R

x �→ cos(2x)

v : R → R

x �→ ex

w : R → R

x �→ x3 +2x

y : R → R

x �→ x3 −x

1.12
Injectivité, surjectivité (II)

Les applications suivantes sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives ?

f : Z → Z

x �→ 2x

g : R → R

x �→ 2x

h : Z → R

x �→ 2x
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Que penser d’une application qui serait définie de la façon suivante ?

F : R → Z

x �→ 2x

1.13
Injectivité, surjectivité, bijectivité et composition

Soient f : E −→ F et g : F−→E deux applications. Démontrer les implications suivantes :

a) g ◦ f injective sur E =⇒ f injective sur E

b) g ◦ f surjective de E sur E =⇒ g surjective de F sur E

c) g ◦ f surjective de E sur E et g injective sur F =⇒ f surjective de E sur F

d) g ◦ f bijective de E sur E et f ◦g bijective de F sur F
=⇒ f bijective de E sur F et g bijective de F sur E

1.14
Exemple de fonctions numériques bijectives

a) On considère l’application f : R −→ R définie par : ∀x ∈ R, f (x) = x2 −5. f est-elle injective, surjective,
bijective? Montrer que la restriction de f à l’intervalle [0,+∞[ induit une bijection dont on déterminera
la réciproque.

b) Montrer que l’application g : R −→ R définie par : ∀x ∈ R, g (x) = sin x +2x, est bijective. Montrer que
l’équation g (x) = 2 admet une unique solution réelle, et que cette solution est strictement positive.

1.15
Exemples de démonstration d’une équivalence ou d’une égalité entre ensembles

Soient E un ensemble et (A,B,C) ∈P (E)3.

a) Montrer que : A ⊂ B ⇐⇒ A∪B = E.

b) Établir que :
�
A\B

�
\
�
A\C

�
=

�
A\B

�
∩C = (A∩C)\B.

c) Démontrer que :





A∪B = A∪C

A∩B = A∩C
⇐⇒B = C.

d) Démontrer que :





A∪B = A∩C

A∩B = A∪C
⇐⇒ A= B = C.

1.16
Différence symétrique de deux ensembles

Soient E un ensemble et (A,B,C) ∈ P (E)3. On définit la différence symétrique de A et B, notée A∆B, par :
A∆B =

�
A∪B

�
\
�
A∩B

�
.

a) Montrer que : A∆B =
�
A\B

�
∪

�
B\A

�
.

b) On suppose que A∆B = A∆C. Établir que B = C.
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1.17
Calculs classiques de sommes

Pour tout entier naturel n non nul, calculer les sommes suivantes :

a)
n∑

k=1
1,

n∑
i=1

n∑
j=1

1 ,

(
n∑

i=1
i

)
+

(
n∑

j=1
j

)
,

n∑
i=1

n∑
j=1

(i + j ),
∑

1≤ j≤i≤n
1.

b)
n∑

k=1

(n
k

)
,

n−1∑
k=0

1
3k

(n
k

)
,

n∑
k=0

k
(n

k

)
,

n∑
k=0

1
k+1

(n
k

)
,

n∑
k=0

k2(n
k

)
.

c)
n∑

k=1
ln

(
1+ 1

k

)
,

n∑
k=1

1
k(k+1) .

1.18
Calculs classiques de produits

Pour tout entier naturel n non nul, calculer les produits suivants :

a) Le produit des entiers entre 1 et n.

b) Le produit des entiers pairs entre 1 et 2n.

c) Le produit des entiers impairs entre 1 et 2n +1.

d)
n∏

k=1

k
k+1 .

1.19
Somme des termes d’une ligne dans le triangle de Pascal

Soit n ∈N. Établir que :

∀p ∈ �0,n�,
n∑

k=p

(
k

p

)
=

(
n +1

p +1

)
.

1.20
Calcul de somme et coefficients binomiaux

Soient n et p deux entiers naturels tels que n ≥ p. Déterminer
p∑

i=0

(n
i

)(n−i
p−i

)
.

1.21
Calculs de sommes doubles

Soit n ∈N
∗. On admettra que :

n∑
k=0

k2 = n(n+1)(2n+1)
6 et

n∑
k=0

k3 =
(

n(n+1)
2

)2
. Calculer :

a)
n∑

j=1

n∑
i= j

j
i

.

b)
∑

1≤ j<i≤n
i j .

1.22
Sommes de coefficients binomiaux « de deux en deux »

Soit n ∈N. On considère les sommes

An =
n∑

k=0

(
n

k

)
, Bn =

n∑

k=0
(−1)k

(
n

k

)
, Sn =

∑

0≤2k≤n

(
n

2k

)
, Tn =

∑

0≤2k+1≤n

(
n

2k +1

)
.

a) Calculer An et Bn en fonction de n.
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Que penser d’une application qui serait définie de la façon suivante ?

F : R → Z

x �→ 2x

1.13
Injectivité, surjectivité, bijectivité et composition

Soient f : E −→ F et g : F−→E deux applications. Démontrer les implications suivantes :

a) g ◦ f injective sur E =⇒ f injective sur E

b) g ◦ f surjective de E sur E =⇒ g surjective de F sur E

c) g ◦ f surjective de E sur E et g injective sur F =⇒ f surjective de E sur F

d) g ◦ f bijective de E sur E et f ◦g bijective de F sur F
=⇒ f bijective de E sur F et g bijective de F sur E

1.14
Exemple de fonctions numériques bijectives

a) On considère l’application f : R −→ R définie par : ∀x ∈ R, f (x) = x2 −5. f est-elle injective, surjective,
bijective? Montrer que la restriction de f à l’intervalle [0,+∞[ induit une bijection dont on déterminera
la réciproque.

b) Montrer que l’application g : R −→ R définie par : ∀x ∈ R, g (x) = sin x +2x, est bijective. Montrer que
l’équation g (x) = 2 admet une unique solution réelle, et que cette solution est strictement positive.

1.15
Exemples de démonstration d’une équivalence ou d’une égalité entre ensembles

Soient E un ensemble et (A,B,C) ∈P (E)3.

a) Montrer que : A ⊂ B ⇐⇒ A∪B = E.

b) Établir que :
�
A\B

�
\
�
A\C

�
=

�
A\B

�
∩C = (A∩C)\B.

c) Démontrer que :





A∪B = A∪C

A∩B = A∩C
⇐⇒B = C.

d) Démontrer que :





A∪B = A∩C

A∩B = A∪C
⇐⇒ A= B = C.

1.16
Différence symétrique de deux ensembles

Soient E un ensemble et (A,B,C) ∈ P (E)3. On définit la différence symétrique de A et B, notée A∆B, par :
A∆B =

�
A∪B

�
\
�
A∩B

�
.

a) Montrer que : A∆B =
�
A\B

�
∪

�
B\A

�
.

b) On suppose que A∆B = A∆C. Établir que B = C.
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1.17
Calculs classiques de sommes

Pour tout entier naturel n non nul, calculer les sommes suivantes :

a)
n∑

k=1
1,

n∑
i=1

n∑
j=1

1 ,

(
n∑

i=1
i

)
+

(
n∑

j=1
j

)
,

n∑
i=1

n∑
j=1

(i + j ),
∑

1≤ j≤i≤n
1.

b)
n∑

k=1

(n
k

)
,

n−1∑
k=0

1
3k

(n
k

)
,
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k=0

k
(n

k

)
,

n∑
k=0

1
k+1

(n
k

)
,

n∑
k=0

k2(n
k

)
.

c)
n∑

k=1
ln

(
1+ 1

k

)
,

n∑
k=1

1
k(k+1) .

1.18
Calculs classiques de produits

Pour tout entier naturel n non nul, calculer les produits suivants :

a) Le produit des entiers entre 1 et n.

b) Le produit des entiers pairs entre 1 et 2n.

c) Le produit des entiers impairs entre 1 et 2n +1.

d)
n∏

k=1

k
k+1 .

1.19
Somme des termes d’une ligne dans le triangle de Pascal

Soit n ∈N. Établir que :

∀p ∈ �0,n�,
n∑

k=p

(
k

p

)
=

(
n +1

p +1

)
.

1.20
Calcul de somme et coefficients binomiaux

Soient n et p deux entiers naturels tels que n ≥ p. Déterminer
p∑

i=0

(n
i

)(n−i
p−i

)
.

1.21
Calculs de sommes doubles

Soit n ∈N
∗. On admettra que :

n∑
k=0

k2 = n(n+1)(2n+1)
6 et

n∑
k=0

k3 =
(

n(n+1)
2

)2
. Calculer :

a)
n∑

j=1

n∑
i= j

j
i

.

b)
∑

1≤ j<i≤n
i j .

1.22
Sommes de coefficients binomiaux « de deux en deux »

Soit n ∈N. On considère les sommes

An =
n∑

k=0

(
n

k

)
, Bn =

n∑

k=0
(−1)k

(
n

k

)
, Sn =

∑

0≤2k≤n

(
n

2k

)
, Tn =

∑

0≤2k+1≤n

(
n

2k +1

)
.

a) Calculer An et Bn en fonction de n.
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b) En déduire Sn et Tn en fonction de n.

c) Déterminer
n∑

k=0

(2n
2k

)
.

1.23
Exemple d’application fonctionnelle : l’application shift

On pose E =R
R (ensemble des fonctions numériques de R dans R). Pour θ ∈R on note ϕθ l’application de E

dans E qui associe à f ∈E la fonction g =ϕθ( f ) définie par g ∈E et :

∀x ∈R, g (x) = f (x +θ)

a) Établir que, pour tout (θ1,θ2) ∈R
2, on a : ϕθ1 ◦ϕθ2 =ϕθ1+θ2 .

b) En déduire que, pour tout θ ∈R, l’application ϕθ est bijective de E sur E et donner sa réciproque.

Du mal à démarrer ?

1.1 «∀a, . . .» : ce qui suit est-il vrai pour toute valeur de a ?
«∃a» : puis-je trouver un a tel que . . . ?

1.2 Mettre tous ces ensembles sous leur forme la plus simple

1.3 Traduire les opérations logiques en opérations sur des in-
tervalles

1.4 Repérer les opérations potentiellement interdites. Tra-
duire par des conditions sur x .

1.5 n est impair équivaut à : ∃p ∈N/ n = 2p +1.

1.6 Récurrences classiques

1.7 a) Par récurrence sur n.
b) Par récurrence à deux pas sur n.
c) Par récurrence forte sur n.

1.8 Examiner les variations de f sur I

1.9 Trouver f −1(y), c’est résoudre f (x) = y d’inconnue x .

1.10 a) Par double inclusion en raisonnant sur les éléments.
b) Raisonner sur les éléments.
c) Par une application injective un antécédent est unique...
d) et e) Raisonnement par l’absurde.

1.11 Prendre un y quelconque dans l’ensemble d’arrivée. A-t-il
forcément un antécédent ? Peut-il en avoir plusieurs ?

1.12 Même indication !

1.13 a) et b) Utiliser les définitions.
c) Utiliser b).
d) Utiliser les définitions.

1.14 Étudier les variations des fonctions.

1.15 a), b) et c) Raisonner sur les éléments. d) Pour =⇒ : com-
mencer par montrer que C ⊂ A.

1.16 a) Faire le calcul en utilisant les règles de calcul avec
l’union et l’intersection.
b) Raisonner sur les éléments.

1.17 a) Faire apparaître la somme arithmétique
n∑

k=1
k .

b) Faire apparaître la formule du binôme.
c) Reconnaître des sommes télescopiques.

1.18 a), b) et c) Faire apparaître des factoriels.

d) Écrire le produit sous forme développée.

1.19 Raisonner par récurrence sur n.

1.20 Simplifier le terme général de la somme.

1.21 a) Permuter les Σ et faire apparaître la somme arithmé-

tique
n∑

k=1
k .

b) Utiliser une somme double et faire apparaître une somme arith-
métique.

1.22 a) Utiliser la formule du binôme.
b) Exprimer Sn et Tn en fonction de An et Bn .
c) Utiliser b).

1.23 a) Utiliser la définition de ϕθ.
b) Utiliser le théorème d’inversibilité pour la loi de composition.
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Corrigés des exercices

1.1

a) FAUX, l’implication ⇒ est certes toujours vraie mais la
réciproque⇐ est fausse par exemple pour x = 1, z = 3 et
y = 0.

b) VRAI, par définition «x < y» signifie «x ≤ y et x �= y» .

c) FAUX, par exemple pour a = −1 il n’existe aucun réel b

tel que b2 =−1.

d) VRAI, si a = 0 on peut prendre b = 0. Si a �= 0, avec la
forme exponentielle a = ρeiθ on voit que b = �

ρeiθ/2

convient.

e) FAUX, l’unicité n’est pas vérifiée par exemple pour a = 1
car on a 12 = (−1)2 = 1.

f) FAUX, si on prend par exemple x = 3 et y = 2 il est
évident qu’il n’existe aucun réel t vérifiant 3 ≤ t ≤ 2.

1.2

On a :
E1 = E8 = E11 = E12

E2 = E9 = E16

E3 = E5 = E10 = E13 = E15

E4 = E6 = E7 = E14

1.3

a) E =]4,6[∪]6,7[. Ou encore E =]4,7[\{6}.

b) E =]0,3[∪{0} = [0,3[.

c) E = (N ∩ ]−∞,3[)∪ {2} = {0,1,2}∪ {2} = {0,1,2}.

d) E = ({−3}∪ [0,+∞[) ∩ ]−∞,0[ = {−3}.

e) E = [9;+∞[. En effet les carrés des nombres supérieurs
ou égaux à 3 sont les nombres supérieurs ou égaux à 9.

1.4

a) L’expression u(x) est définie si, et seulement si,
x vérifie :





x −1 > 0

4−x ≥ 0

x4 −16 �= 0

sin(x) �= 1

⇔





x > 1

x ≤ 4

x ∉ {2,−2}

x �=π/2 [2π]

Parmi les nombres π
2 + 2kπ avec k ∈ Z, seul π

2 appar-
tient à l’intervalle ]1,4]. L’ensemble de définition de u

est donc ]1,4] \ {π/2,2}.

b)  L’expression v(x) est définie si et seulement si x vérifie :




sin(x) � 0

1−x2 > 0
⇔





0� x �π [2π]

x ∈]−1,1[

Ainsi le domaine de définition de v est [0,1[.

1.5

Soit n ∈ N fixé quelconque. On raisonne par contra-
posée, c’est-à-dire qu’on va démontrer l’implication :
n impair =⇒ n2 impair.

On suppose donc que n est impair. Il existe donc p ∈ N tel
que n = 2p +1. En élevant au carré, on obtient :

n2 = (2p +1)2 = 4p2 +4p +1 = 2(2p2 +2p)+1 = 2q +1

où q = 2p2 +2p ∈N, ce qui montre que n2 est impair.

1.6

a) Procédons par récurrence.
Initialisation. Pour n = 2, on a (1+x)2 = 1+x2+2x donc
pour ∀x > 0, (1+x)2 > 1+2x.
Hérédité. Supposons la propriété vraie à un rang n ≥ 2
fixé. Alors pour tout x > 0 :

(1+x)n+1 = (1+x)(1+x)n > (1+x)(1+nx)

= 1+ (n +1)x +nx2 > 1+ (n +1)x.

b) Procédons par récurrence.
Initialisation. Pour n = 1, 1+21 = 22−1 = 3. La propriété
est vérifiée au rang 1.
Hérédité. Supposons la propriété vraie à un rang n ∈N

∗

fixé. Alors

1+2+4+·· · +2n +2n+1 = 2n+1 −1+2n+1

= 2×2n+1 −1 = 2n+2 −1.

1.7

a) On vérifie la formule par récurrence sur l’entier n.
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