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COURS

& METHODES

EXOS

& SUJETS

1 Limites de suites
et de fonctions

I3 LIMITE D'UNE SUITE

1. Limite finie d'une suite
Définition :
On dit qu’une suite (#,) converge vers un réel /si tout intervalle ouvert conte-

nant / contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang.
On écrit alors :

limu =1
n—>+oo
lﬁ On dit aussi que la limite de u_ quand n tend vers + oo est égale a L. L

EXEMPLES :
* La suite (u,) représentée dans le repere ci-dessous a pour limite 1 quand »
tend vers +oo :

Vo

1,1215
0,875

-lof I 2 3 4 5 6 7 &8 9 10 11 12 13 14 15

On pourrait démontrer que l'intervalle ]0,875;1,125] représenté ci-dessus
contient tous les termes de la suite a partir du rang n = 4 (et non a partir de
n=2 car u, €10,875;1,125[ ).

. 1iml=0; limi=0;siq6]—1;1[,alors lim ¢" = 0.
\/; N—>4oo

n—+e 1 n—+oo

11



2. Limite infinie d'une suite

Définitions :

On dit qu’une suite (u,) diverge vers +oo (respectivement vers —oo ) si tout
intervalle de la forme ]A4;+oo[ (respectivement ]—oo; 4] ) contient tous les
termes de la suite a partir d’un certain rang.

On note :

-

limu = +oo (respectivement limu = —oo)

n—>+eo n—>+oo

(72
Ll
(=]
o
=
=
o
>3
L]
v
x
=]
o
5]

lib On dit aussi que u, tend vers + (respectivement —e) quand n tend vers

+ oo,

EXEMPLES : lim 7° = +oo; lim /i = +oo; si ¢ >1 alors hm q +oo.

n—>+oo n4>+°°

3. Exemple de suite n'ayant pas de limite

La suite (u,) définie, pour tout n €N, par u = (-1)" n’admet pas de limite
quand n tend vers + oo,

1si n est pair
En effet, u = ) . .-
" —1s1 n est impair

Les termes de la suite ne tendent donc pas vers une valeur limite.

Définition : Lorsqu’une suite n"admet pas de limite, on dit encore qu’elle
diverge.

31 LIMITE D'UNE FONCTION
1. Limiteen + «ouen -«

D De maniere analogue aux suites, pour une fonction f, on peut définir la li-
mite de f(x) quand x tend vers too. Lorsqu’elle existe, cette limite peut étre
égale a un réel, a + oo ou a —oo.
EXEMPLES :
* Limites en +oo :

lim x = +o0; lim x* = 400 limlz 0.

X—>4oo X—>+o0 X0 X

e Limites en —oo:

lim x = —o0; lim x? = 4oo; lim<l)=0,
X

X—>—00 X—>—00 X—>—0o

D Asymptote paralléle a ’axe des abscisses

Soit f'une fonction et €, sa courbe representative dans un repere orthogonal.
Si f admet une limite ﬁnle L en +o0 0u en —eo, alors sa courbe représentative
€, admet pour asymptote horizontale la droite d’équation y = L.

EXEMPLE La courbe représentative de la fonction inverse admet pour asymp-
tote horizontale I’'axe des abscisses en + oo et en —eo.

12 Limites de suites et de fonctions
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2. Limite infinie en un réel a

Soit f* une fonction définie sur un intervalle de la forme Ja ; +o[ ou Ja;b[
(b étant un réel supérieur a a).

D Définition : Dire que f(x) tend vers +e quand x tend vers a* signifie que,
pour des valeurs de x suffisamment proches de a (en restant supérieures a
a), f(x) estaussi grand que ’on veut.

On &erit alors lim f (x) = +oo.

On définit de fagon analogue les résultats suivants :
lim f(x)=—oo, lim f(x)=—co et lim f(x)=+oo.

. 1 . 1
EXEMPLES : hm(—) = +oo et 11m<—> = —oo,
x—0" X x—0 X

D Asymptote parall¢le a ’axe (Oy)

Soit fune fonction et 6 ,sa courbe représentative dans un repére orthogonal.
Si f(x) tend vers +eo (ou vers —oo) quand x tend vers a” ou vers a, alors sa
courbe représentative ‘6 admet pour asymptote verticale la droite d’¢quation
X =a.

EXEMPLE : La courbe représentative de la fonction inverse admet pour asymp-
tote verticale I’axe des ordonnées, d’équation x = 0.

Y
4
3
2

1

-1 0] 1 2%
-1

2

Limites de suites et de fonctions 13



[8¥] OPERATIONS SUR LES LIMITES
Dans ce paragraphe, a désigne soit un réel, soit +oo, soit —co,

-

1. Limite de la somme de deux suites, de deux fonctions

Le tableau donne, lorsque c’est possible, lim(u, +v ), respectivement
n—>+oo

lim(f(x) + g(x)).

(72
Ll
(=]
o
=
=
L
>3
L]
v
x
=]
o
5]

lim u, /[ lim f(x)
n—>+oo x—a
oo IER +o0
lim v /limg(x)
n—s+oo x—a
oo —oo ?
12 eR — oo ll + [2 + oo
+ oo 9 + oo + oo

lf] Ily a une forme indéterminée : (+c) + (—oo).

2. Limite du produit de deux suites, de deux fonctions

Le tableau donne, lorsque c’est possible, lim(u, X v ), respectivement
n—>+eo

lim(f(x)x g(x)).
Jima, i ()
: —eo | [ <0 0 [ >0 | +o
oo +oo +oo 9 —oo —oo
1,<0 too | ] X, 0 I %1, —oo
0 ? 0 0 0 ?
1,>0 oo | x| 0| Ixl, | +e
+oo —oo —oo ? +oo +oo0

I{b Formes indéterminées : (o) x 0.

3. Limite du quotient de deux suites, de deux fonctions
Ici, (v,) désigne une suite ne s’annulant pas a partir d’un certain rang, et g
désigne une fonction ne s’annulant pas au voisinage de a. Le tableau donne,

u
lorsque c’est possible, lim (—”) , respectivement lim A ((x)) .
Nn—>+oo vn x—a g X

14 Limites de suites et de fonctions
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lim «, / lim f(x)
. . —oo <0 0 >0 +o0
lim v /lim g (x) ! !
—oo ? 0 0 0 ?
ll 0 l1
< too - e -
,<0 12 lz
0 + oo + oo ? — oo —o0
O+ — o0 — o0 92 —+ oo —+ oo
l 0 ll 0 ll
> — o0 — — + oo
: 12 12
+oo ? 0 0 0 ?

l{b Formes indéterminées : % et =
4. Limite de fonction composée

Théoréme :
a, b et ¢ désignent soit un réel, soit +oo, sOit —oo,

Si xli_r>na W(X)= e alors limv(u(x)) = c.

X —b

LIMITES ET COMPARAISON

D Théoremes de comparaison

Soient (u,) et (v ) deux suites telles que, pour tout entier n assez grand :

u <sv.
n n

*Si limu =/ et limv =/  alors /| <1,.
Nn—>+oo

n—>+oo 2

*Si limu, =+eo,alors limv = +oo.

Nn—>+oo Nn—>+oo
*Si limvy = —co,alors limu = —co.
Nn—>+oo Nn—>+oo

D Théoréme des gendarmes

Soit (u,),(v,) et (w ) trois suites telles que :

— pour tout entier n assez grand, vSu sSw
— limv =limw =1/ avec [ER,

n—teo n—>+oo

alors lim u = l.

n—+oo

l{b Le théoreme de comparaison et le théoréme des gendarmes sont aussi
valables pour les fonctions quand la variable tend vers a (a étant soit un
réel, soit +0), les inégalités restant vraies au voisinage de a.

Limites de suites et de fonctions
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n LIMITES DE SUITES ET DE FONCTIONS USUELLES
D Limites de suites

-

lim /i = +eo et pour tout entier p =1, hr}l n’ =+4oo
n—>

n—>+co

0si —1<g<l1
e limg"=41sig=1 et la suite (¢") n’a pas de limite si g < —1.
n—>+oo +°o Siq>1

(72
Ll
(=]
o
=
=
o
>3
L]
v
x
=]
o
5]

D Limites des fonctions usuelles
lim Vx =+ et, pour tout entier n = 1, lim x" =+

X—>+o0 X—>to0

o1 . .1 I .
Im—=0"; lim—=0"; llm—=+cet lim—=-o
X—teo X X0 X x—0" x x—0" x

lime* =+wet lime* =0"

X—>teo X—>—oo

D Théoréme des croissances comparées

X

N . . L .
lim — =+ et lim x"e* = 0 (ou n désigne un entier naturel)

X—>teo X X—>—o0

D Théoréme : limite a I'infini d’un polynéme ou d’une fraction rationnelle

* La limite d’un polynoéme a I'infini est égale a la limite a I'infini de son terme
de plus haut degré.

* La limite d’une fraction rationnelle (quotient de deux polynoémes) a I'infini
est égale a la limite a I'infini du quotient simplifié de ses termes de plus hauts
degrés.

l{b Ce théoréme s’applique aussi bien aux suites qu'aux fonctions (mais uni-
quement en % ). Voir la méthode 2.

16 Limites de suites et de fonctions
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METHODE K1

Déterminer la limite en a d'une fonction composée

=» Voir les exos 4, 7, 8, 9 et 11.

Etape 1. Décomposer la fonction f'sous la forme

x> u(x) =X —v(X)=v(u(x))= f(x), uet v étant des fonctions dont
on est capable de determiner les limites.

Etape 2. Déterminer la limite en « de u(x), notée b, puis la limite en b de

v(x).

Exo résolu

Déterminer la limite, quand x tend vers +oo, de la fonction :
fix—(1-x)e™.

CORRIGE
Etape 1. Pour tout x réel, f(x)=Xe*, avec X = 1 — x.
Etape 2. lim (1- x) = — et lim Xe* =0.

Donc, par composition, lim (1—x)e'™ = 0.
X——o0

WETHODE Bl

Déterminer la limite a l'infini d'un polynome

ou d'une fraction rationnelle f

=» Voir les exos 3,11, 16 et 18.

Etape 1. Identifier les termes de plus haut degré.

* Si fest un polyndme, sa limite en *eo est égale a celle de son terme de
plus haut degré ax” .

* Si f'est une fraction rationnelle, sa limite en <o est égale a celle du quo-
tient des termes de plus haut degré du numérateur et du dénominateur

n

. ax
soit ——.
bx"
Etape 2.
* Si f'est un polynome, determiner, alors la limite en +oo de ax”.
* Si f'est une fraction, simplifier le quotient puis determiner sa limite en +co.

Exo résolu

Déterminer les limites suivantes :
2
. . ox =5x+7
a. lim—2x>-5x+7 b. lim ———

X—r—eo o 3x —x—1

Limites de suites et de fonctions 17



CORRIGE
a. Etape 1. lim—2x? — 5x + 7 = lim (-2x?)

X——o0 X——oo

-

Etape 2. lim x* = +oo, donc lim (-2x%) = —oo.

X—>—oo X—>—oo

Conclusion : lim—2x* —-5x+7 = -

(72
Ll
(=]
o
=
=
o
>3
L]
v
x
=]
o
5]

2 2
a. Etape 1. lim W = lim x_2
xo==3x" —x—-1 x>—=3x
, 2 1 . 2 1
Etape 2. pour tout x # 0, x_z = —,donc lim x_z =—.
3x 3 x> 3 3
2
Conclusion : lim w = l
s 3x —x-1 3

METHODE 1

Lever une indétermination

=» Voir les exos 4, 8, 11 et 15.

Etape 1. Reconnaitre s’il s’agit de la limite d’une somme, d’un quotient
ou d’un produit, et observer que 1’on aboutit a une forme indéterminée.
Etape 2. S’il s’agit de la limite d’une somme, factoriser par le terme qui
tend le plus vite vers I'infini.

S’il s’agit d’un quotient, faire de méme avec le numérateur et avec le déno-
minateur, puis simplifier la fraction ainsi obtenue.

S’il s’agit d’un produit, développer pour obtenir une somme.

Exo résolu

Déterminer les limites suivantes :

a. Limiteen 0 de la fonction f définie sur 10 ; +eo[ par f(x) = +/x x (l - 1).
X
3x—1

Ix +2°

b. Limiteen +e en f : x —

CORRIGE
2 1 .
a. Etape 1. /x x <— - 1) est un produit.
x

. . 1 . .,
Iim+x =0 et lim (— - 1) = +o0, C’est une forme indéterminée.
x—0" x—=0"\ x

18 Limites de suites et de fonctions
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limL = +oo

0" . , .
TUANX , donc, par différence, lim f(x)=+oo.
. x—0"
lim+/x =
x—0"

, 3x—-1 .
b. Etape 1. est un quotient.
P k2 q

lim (3x — 1) = +oo et lim +/x +2 = +oo. I agit d’une forme indéterminée.
X—>oo

) 1
xXX(3-—— -
Etape 2. Pour tout x > 0, f(x)= ——2XL = /x x — X

X + ﬁ \/;
im3—==3 ;-1
“ * donc, par quotient, lim X_ -3

lim1+ =1 T
= Jx

De plus, lim v/x =+, donc, par produit, lim f(x)=+co.

METHODE I}

Etablir la limite infinie d'une suite a l'aide de la définition
=¥ Voir les exos 10 et 17.

Pour démontrer que }LIPM u, =+eo (ou ,}LIEO u =—o0) a l'aide de la défini-
tion, on doit montrer que tout intervalle de la forme M ;+oo[ (ou | —eo; M|)
contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang 7.

Etape 1.

* Sila limite a établir vaut +eo, résoudre I'inéquation u, > M avec M > 0.
* Sila limite a établir vaut — oo, résoudre I'inéquation u, < M avec M <0.
Etape 2.

Si la limite a établir vaut +eoo, définir un entier n, tel que I'intervalle
|M;+<o[ contienne tous les termes de la suite a partir du rang n,
c’est-a-dire tel que : pour tout n=n,, u > M.

On peut alors conclure que ,}Eﬂ, u =+oo.

* Si la limite a établir vaut —eo, définir un entier 7, tel que I'intervalle
] —eo; M[ contienne tous les termes de la suite a partir du rang n,,
c’est-a-dire tel que : pour tout n=n,, u <M .

On peut alors conclure que limu = —oo.

n—>+oo

Limites de suites et de fonctions



Exo résolu

Montrer que la suite (u,) définie pour tout n €N, par u, = Jn a pour
limite +eco.
CORRIGE
Etape 1. Soit M un réel positif.
u,>M e n>M

& n> M (car la fonction carré est strictement croissante

sur J0; +oo)

Etape 2. En choisissant pour n, le plus petit entier supérieur ou égal a
M?* , on a bien : Pour tout n = n,, u, >M.
Donc la suite (#,) a pour limite +< (quand n tend vers +).

-

(72
Ll
(=]
o
=
=
o
>3
L]
v
x
=]
o
5]

WETHODE Bl

Etablir la limite finie d’'une suite a l'aide de la définition
=» Voir les exos 10 et 12.
Pour démontrer que lim u, =/ a l'aide de la définition, il s’agit de mon-

n—>+oo

trer que tout intervalle ouvert et centré en / (c’est-a-dire de la forme

1/ —€;l+¢[ avec €>0 ) contient tous les termes de la suite a partir d’un

certain rang n,.

Etape 1. On considére un réel € >0 (on peut imposer € aussi proche de

0 que I’on veut).

Résoudre les inéquations : / —e<u </+e.

Etape 2. Définir alors un entier n, tel que I'intervalle |/ — ¢/ + €[ contienne

tous les termes de la suite a partir du rang n,, c’est-a-dire tel que :
pourtout n=n,, [—e<u <Il+e¢.

On peut alors conclure que limu =1/ .

n—>too

Exo résolu
A ’aide de la définition de la limite, montrer que la suite (u,) définie pour

3n ..
tout n =2 par u, = =] a pour limite 3 quand 7 tend vers +co.
n —

20 Limites de suites et de fonctions
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CORRIGE

Etape 1. Soit € un réel strictement positif.
3-e<u <3+eeo-e<u —-3<e

S —e< -3<e¢

n_
3n _3n—1

n—1 n—1

S —e<

<eg

S-—e< <g
n—1
, . 3
= < ¢ car 'on a toujours : —e <0<
n-— n—1
n—1_1 .. 1
> — par décroissance de x — — sur J0;+oo]
€ X
3
on>—+1.
€

. , 3
Ainsi,onamontré : 3—-e<u <3+eon>—+1.
, € 3
Etape 2. En choisissant pour #, le plus petit entier supérieur a —+1,
on a bien : €
pourtout n=n,, 3-e<u <3+e.
La suite (z,) converge donc vers 3.

Limites de suites et de fonctions 21



TESTER SES CONNAISSANCES

EXOS & SUJETS

El acm | %% | &5 min [»e. 31 |
Pour chacune des questions 1. a 4., une ou plusieurs réponses sont exactes.

| y

I 7

1 6

; 5

l 4

| 3

1 2

1

2 -I—J 1 2 3 4 5 x

,,,,,,,, ey
j 2

Soit f la courbe représentée ci-dessus :

1. a. 1iIgf(x)=+oo b. lin_lzf(x)=—o<> c. lim f(x)=-2
d. lim f(x)=-2

2.a. lin_llf(x)=+o<> b. lin_llf(x)=—°o c. lim f(x)=-1
d. lim f(x)=-1

3.6, admet une asymptote :

a. verticale en -2 c. horizontale en —1

b. verticale en +oo d. horizontale en +eo

4.6 admet pour asymptote la droite d’équation :
a y=-2 b. x =-2 c. x=-1 d y=-1

lf] Voir le paragraphe Il du cours.

[E} opERATIONS SUR LES LIMITES | % | ©20 min |»p. 31

Déterminer, en justifiant, les limites suivantes.

_ 1
a. Limite de — quand x tend vers 0~ .
x

. 1 1 1
Penser a écrire P =—X—
X° X X
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b. Limite de /n (3 - nz) quand n tend vers +oo.

c. Limite de quand x tend vers —eoo.

X
;.2
X

d. Limite de i —Jx. quand x tend vers +oo.
Jx

e. Limite de f(x) = ‘2"“ -

i’ quand x tend vers (0,5) .

f. Limite de (iz - 3)(4x3 +100000) quand x tend vers —oo.
X

[E] PoLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES | * | &10 min |»». 31

Déterminer, en justifiant, les limites suivantes.

a. Limite de —2x” +3x” —1 quand x tend vers —oo .
2

e 1
b. Limite de 3 quand n tend vers +co.

n+

lf] Voir la méthode 2.

LIMITES ET EXPONENTIELLES | x | &40 min |»p. 32

1. Déterminer, en justifiant, les limites suivantes.
a. La limite e quand x tend vers +oo .
1

b. La limite de e* quand x tend vers 0~
c. La limite de e** —e* +1 quand x tend vers +oo.

lf] Voir la méthode 3.

2x

d. La limite de — 1 quand x tend vers +eoo.
o>

ex

lﬁ) Voir la méthode 3.

X

. . et .

2. Rappeler les valeurs des limites suivantes : lim —, lim xe*.
X—oteo X X——o0

3. En déduire :

. X
a.la limite — quand x tend vers +eo,
€

b. la limite de <~ quand x tend vers 0,
X

Iﬁ) Poser X = 1 et voir la méthode 1.
X

xX\2
c. la limite en +o de Q
2x

quand x tend vers +oo.
Limites de suites et de fonctions
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