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Avant-propos

Le théoreme de Pythagore est une source inépuisable d’idées, de figures élégantes
et de raisonnements lumineux. Derriere sa formule familiere, a® + b* = ¢?, se cache
un monde de formes, de jeux de symétries, de démonstrations multiples et de liens
inattendus. Il suffit parfois d'un simple trait tiré au bon endroit pour que tout s’éclaire.
Ce moment d’émerveillement apres une recherche patiente fait partie des grandes
joies que peut offrir la géométrie.

Ce livre propose une exploration progressive de ce monde. Il s’adresse a toutes celles
et ceux, a partir de la classe de quatriéme, qui ont envie de chercher, de comprendre, de
dessiner et griffonner, d’essayer et se tromper parfois, et de recommencer. Chacun des
dix-sept chapitres commence par des rappels et des exercices d’entrainement congus
pour poser les bases et donner confiance. Les exercices sont classés par théme puis
par difficulté (de %< Y7 a %%k % %) et sont illustrés de centaines de figures. Des
indications sont proposées a la fin de I'ouvrage et des solutions détaillées permettent
de vérifier ses raisonnements.

La premiere partie s’appuie uniquement sur les outils accessibles dés la quatrieme.
On y rencontre des configurations classiques (triangles rectangles, isoceles, équilaté-
raux, cercles), mais aussi des figures plus complexes : polygones réguliers, pavages,
empilements...

La seconde partie s’adresse a des lectrices et lecteurs un peu plus expérimentés. Elle
fait appel au calcul littéral, aux identités remarquables et a la résolution d’équations, et
propose des problemes plus ambitieux, parfois inspirés de sujets de mathématiques
olympiques. Mais la encore, I'objectif reste le méme : prendre plaisir a explorer et a
comprendre, crayon a la main.

En fin d’ouvrage, aprés des indications et solutions pour chaque probléeme, on
trouvera un index et une frise chronologique faisant apparaitre les principaux mathé-
maticiens et mathématiciennes rencontrés au fil de I'ouvrage. Ce livre n’est pas un
manuel au sens classique : c’est une invitation a entrer dans un univers de curiosité et
de beauté mathématique. Nous espérons qu'’il procurera aux lecteurs autant de plaisir
et d’enthousiasme que nous en avons eu a I'écrire.

Enfin, nous remercions vivement nos éléves du Club mathématique de Nancy et
les nombreux collegues et proches qui ont contribué a améliorer ce livre, ainsi que les
éditions Ellipses pour leur chaleureux accueil.
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Pythagore
sans calcul littéral






Le théoreme de Pythagore
et quelgues exercices d'application

Prérequis : le théoréme de Pythagore et sa réciproque

Un triangle est dit rectangle lorsqu’il posséde un angle droit. Dans ce cas, son
hypoténuse est son c6té le plus long, celui qui fait face a I'angle droit. (Les deux
autres cotés, plus petits, sont parfois appelés cathetes.)

o

hypoténuse
A P B

Théoréme de Pythagore :
Soit ABC un triangle. Si ABC est rectangle en C, alors : AB> = AC* + BC?.

Réciproque du théoréme de Pythagore :
Soit ABC un triangle. Si AB? = AC? + BC?, alors le triangle est rectangle en C.

Utilisation en pratique :

— Le théoreme de Pythagore permet d’exploiter le fait qu'un triangle est rectangle
pour démontrer d’autres résultats. Il permet aussi dans certains cas de démontrer
qu'un triangle n’est pas rectangle sans avoir a calculer ses angles : si la relation
entre les longueurs n’est pas vérifiée, c’est que le triangle n’est pas rectangle.

— Laréciproque du théoreme de Pythagore, elle, sert a démontrer qu'un triangle
est rectangle en vérifiant simplement des égalités de longueurs, 1a aussi sans
avoir a calculer aucun angle.
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PARTIEI PYTHAGORE SANS CALCUL LITTERAL

Probleme 1 % % Y v< Incontournable : une démonstration « visuelle »

A partir des deux illustrations ci-dessous, reconstituer une démonstration du théoréme
de Pythagore.

Probléme 2 % Y¢ < ¥ Echauffement : trapéze rectangle

La figure ci-dessous représente un trapeze rectangle. Calculer la longueur manquante.

3

Probléme 3 % 55 ¥r7s Echauffement : les premiers carrés parfaits

Un carré parfait est un nombre entier qui est le carré d’'un autre nombre entier. Les
premiers carrés parfaits sont :

0, 1, 4, 9, 16, 25, 36,

Calculer tous les carrés parfaits inférieurs a 1024. Il n’est pas nécessaire de les apprendre
par cceur, mais ils apparaitront fréquemment dans la suite et il peut étre utile de savoir
en reconnaitre certains.

Question supplémentaire () K<) : a chaque fois, comment passe-t-on d'un carré
parfait au suivant ? En s'inspirant de la suite de carrés ci-dessous, expliquer ce phéno-
mene.




Chapitre1 Le théoréme de Pythagore et quelques exercices d'application

Avertissement sur les unités de longueur et d’aire

Dans ce livre, les unités de longueur et d’aire ne sont pas systématiquement
indiquées dans les énoncés ou les figures. Ce sont en général des centimetres et
centimetres carrés. Toutes les figures sont a I’échelle sauf mention contraire.

Probléme 4 % Ys < v¢ Echauffement : quelques triplets pythagoriciens
Les triangles ci-dessous sont rectangles. Calculer les longueurs manquantes.

/O\? ?As
o N N

Probleme 5 % Y¢ Y ¥¢ Rectangles ou pas?
Les triangles ci-dessous ont l'air d’étre rectangles. Mais le sont-ils vraiment?

7/\ /\ /\6

/84\/89 4\/10\

Triplets pythagoriciens

Lorsque trois nombres entiers strictement positifs a, b et ¢ vérifient I'équation
a® + b? = ¢%, on dit qu'ils forment un triplet pythagoricien. La figure a la page 16
en contient plusieurs autres, pour s’entrainer a les manipuler.

Le probleme 170 page 113 présente une méthode générale pour construire une

infinité de triplets pythagoriciens, c’est-a-dire une infinité de triangles rectangles
a cotés entiers.

Triplets presque pythagoriciens

Lorsque des entiers a, b et ¢ ne vérifient pas tout a fait a® + b? = ¢® mais « presque »,
c'est-a-dire lorsque a? + b? vaut ¢>+1 ou ¢? -1, on parle de triplet « presque pytha-
goricien ». Ces triplets vérifient eux aussi de nombreuses propriétés intéressantes.

Probléme 6 % 7< Y7 7< Aire d’un parallélogramme
Calculer I'aire du parallélogramme ci-dessous.
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PARTIEI PYTHAGORE SANS CALCUL LITTERAL

A
<w// \>

VN
D U

24
?4
20
<—?/_97 21\@/
40
[

Quelques triplets pythagoriciens. Les distances manquantes sont données page 114.



Chapitre1 Le théoréme de Pythagore et quelques exercices d'application

Les triplets pythagoriciens x> + y? = z° pour x < 3000 et y < 4000. Il y en a 8682. Chaque
point représente les deux premiers termes (x, y) d'un triplet. On voit apparaitre des
droites, qui représentent les multiples de certains triplets, ainsi que d’autres courbes
plus mystérieuses.

17



PARTIEI PYTHAGORE SANS CALCUL LITTERAL

Origine des triplets pythagoriciens

Les triplets pythagoriciens ont été en réalité découverts bien avant Pythagore.

La tablette babylonienne « Plimpton 322 », découverte en Irak au début du XX®
siecle et écrite en cunéiforme, contient une trés énigmatique liste de 15 triplets
pythagoriciens. Or, cette tablette en argile date de 1800 avant notre ére, donc
bien plus de mille ans avant Pythagore.

Ci-dessous, une reproduction du contenu de cette tablette, ainsi que les tri-
plets pythagoriciens représentés par ces symboles. On ignore encore exactement
de quelle maniére ces triplets ont été trouvés et quel algorithme a été utilisé pour
les calculer.

< (FF I <R IT < 119 120 169
K LIFCFECF < T CFF <F F 3367 3456 4825
& B (FLITLHF F<CRer M« <E 4601 4800 6649
&M< KFEKITLIT<CHF M«KrF<®E F B I 12709 13500 18541
CEKF ¢ r w r«F 65 72 97
<F W<r< < Er 319 360 481
&M KL RE RS KM <E I 2291 2700 3541
<r«m T < FF TR « < 799 960 1249
CELMCHFLRF r T<FE 481 600 769
K¢ TCKECKECFCKIS TLTSr M<KF r 4961 6480 8161
«IT&F <FF r<fF 45 60 75
CFLCT«F [T<KF FCE  <ESE 1679 2400 2929
«F  IM<HF < 161 240 289
(FLECT «F e LT «IT<E 1771 2700 3229
T <HFE &« 28 45 53

Déchiffrer la tablette est (tres) difficile sans indications. Les nombres sont écrits
en base 60, la premiere colonne ne correspond a aucune des colonnes de droite
et en plus, le scribe babylonien a fait quelques erreurs de calcul (les symboles qui
sont grisés sur la figure).

Probléme 7 % 3% 55 ¥¢ Aire d’un trapéze isocéle

On donne un trapéze isocele ainsi que les longueurs de ses cotés, comme sur la figure.
Quelle est son aire < ?

AN
i

/o N\



Chapitre1 Le théoréme de Pythagore et quelques exercices d'application

Probléme 8 % % Y77 Un premier triangle égyptien

Soit ABC un triangle rectangle en C avec hypoténuse de longueur AB = 15. On place
un point D sur le segment [CB] de sorte que CD =5 et AD = 13. Quelle est I'aire du
triangle ABD?

C

13

15

Triangles égyptiens

Un triangle dont les cOtés sont dans le ratio 3 : 4 : 5, c’est-a-dire un triangle
proportionnel au triangle de co6tés 3, 4 et 5 est qualifié de triangle égyptien car
ces triangles étaient utilisés dans 'Egypte antique pour arpenter les champs. Ces
triangles apparaissent souvent dans les problémes sur le théoréeme de Pythagore et
ont une riche histoire. Dans le probleme précédent, quel est le triangle égyptien?

Probléme 9 % % Y77 Extrémités d’une ligne brisée

On considere une ligne brisée avec des angles droits et des distances comme sur la
figure. Calculer la distance entre ses extrémités.

/Q\ 5 9
/3 6 \Q/ \
Probleéme 10 % % 7« ¥¢ Polygone
Que vaut le périmetre du polygone ci-dessous?



PARTIEI PYTHAGORE SANS CALCUL LITTERAL

Probleme 11 % % % 7 Hypoténuses multiples

Le probleme précédent fait intervenir un carré parfait qui est somme de deux carrés
et ce, de deux manieres différentes (une hypoténuse était commune a deux triangles
rectangles différents). Il en existe d’autres, par exemple :

502 = 142 + 48% = 307 + 40°.

Le suivant est 4225 = 652, qui s'écrit comme somme de carrés de quatre maniéres
différentes. Lesquelles ? Exceptionnellement pour ce probléme, on pourra s’aider de la
calculatrice ou d'un ordinateur avec Scratch, Python ou autre langage de programma-
tion.

40
30 ? >
? ¢
50 6

Défi supplémentaire (h kK 3<) : trouver d'autres décompositions multiples de ce genre,
toujours en saidant d’'un programme informatique.

Le Projet Euler !

Pour celles et ceux qui aiment a la fois les mathématiques et I'informatique,
le «Projet Euler » est une inépuisable source de divertissement. Il s’agit d'un
site web (https://projecteuler.net) proposant des centaines de problémes
mathématiques congus pour étre résolus a I'aide de programmes informatiques.
Le neuvieme probléme est par exemple le suivant : trouver l'unique triplet
pythagoricien (a, b, ¢) de périmetre 1000, c’est-a-dire tel que a + b + ¢ = 1000.

Probléme 12 % % % 7 Hauteurs d’un losange
Les diagonales du losange ci-dessous mesurent 6cm et 8 cm. Combien mesurent ses
hauteurs?

1. Leonhard Euler (1707 — 1783) est un-des-plas-grands le plus grand mathématicien de tous les temps.



Chapitre1 Le théoréme de Pythagore et quelques exercices d'application

Probléme 13 % % % 7 Spirale de Théodore

La spirale de Théodore est formée de 16 triangles rectangles juxtaposés comme sur la
figure ci-dessous. Sachant que le c6té extérieur de chaque triangle mesure toujours
1cm, combien mesure '’hypoténuse du dernier triangle rectangle ?

Théodore de Cyréne et Pandrosion d’Alexandrie

Théodore de Cyreéne, 465 av. J.-C. a 398 av. J.-C. Mathématicien grec de I'école
pythagoricienne, célebre pour sa contribution a la découverte des nombres irra-
tionnels. On lui attribue la démonstration de I'irrationalité de v/3, V5 etc jusqu’a
V17 , possiblement en rapport avec cette spirale qui porte son nom.

Lirrationalité de V2 elle, n'a été démontrée que plus d’un millénaire plus
tard, mais des le quatrieme siecle de notre ere, la mathématicienne Pandrosion
d’Alexandrie savait en calculer des approximations tres précises grace a une
méthode qu’elle avait développée.

Besoin d’aide sur un énoncé?

Pour chacun des problémes, une courte indication puis une correction détaillée
sont disponibles en fin d’ouvrage, dans la partie « Indications et corrections ».
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