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Préface

L'époque ou le calcul de probabilités était considéré par beaucoup de mathématiciens
comme une spécialité mineure, et oll on pouvait suivre un cursus universitaire complet en
mathématiques sans apprendre les bases des probabilités, est maintenant bien révolue.

D'une part, a peu prés tous les domaines des mathématiques les plus fondamentales, que
ce soient la théorie des nombres, I'algébre, I'analyse, la géométrie ou la logique, ont des
interactions importantes avec les probabilités, et d'autre part dans les applications des
mathématiques, la prise en compte des phénomeénes aléatoires devient incontournable.
L'algorithmique utilise de plus en plus de démarches utilisant I'aléatoire, le traitement
statistique d'énormes quantités de données, et les progrés de l'intelligence artificielle,
basée pour une large part sur I'apprentissage, sont construits sur les outils du calcul des
probabilités et des processus stochastiques.

Ces évolutions rendent I'apprentissage du calcul des probabilités de plus en plus es-
sentielle pour tous les mathématiciens, mais aussi pour de nombreux économistes, des
spécialistes tant de la finance que des sciences physiques et de la vie. Et les étudiants

sont de plus en plus nombreux a vouloir apprendre les mathématiques de ['aléatoire :
calcul des probabilités et statistique.

C’est donc une bonne nouvelle lorsque un manuel de grande qualité, comme celui d'lbra-
hima Dramé, vient enrichir la bibliotheque accessible aux étudiants.

Encore faut-il que le nouveau manuel apporte du neuf. Dans cet ouvrage, les bases du
calcul des probabilités sont présentées de facon progressive, rigoureuse et systématique.
Je voudrais saluer trois aspects de ce manuel, qui je pense contribueront a son succes.
D’une part la liste des lois de probabilités, tant discrétes que continues, est particu-
lierement fournie. D'autre part ce manuel contient un grand nombre d'exercices, de
difficultés variées, dont les corrections sont données en fin d’ouvrage. Enfin un chapitre
entier est consacré a la simulation des variables aléatoires, et a la mise en oeuvre de la
méthode de Monte Carlo. Je pense que c’est une excellente idée d’'inclure un tel cha-
pitre dans un ouvrage de base sur les probabilités. Simuler des variables aléatoires aide
a approfondir la compréhension des objets étudiés dans un cours de probabilités.

Je formule le voeu que ce manuel aide de nombreux étudiants, en France, en Afrique et
dans tous les pays francophones, a assimiler les bases de la théorie des probabilités.

Marseille, le 4 avril 2026
Etienne Pardoux






Avant-propos

Le mot Hasard est un mot d'origine arabe : az-zahr, le dé. Il est apparu en francais
pour signifier tout d’abord un jeu de dés, puis plus généralement un événement non
prévisible, et par extension le mode d'apparition de ce type d'événement. |l peut sembler
irréaliste, voire prétentieux, de chercher a quantifier le hasard, tant il semble échapper par
nature a toute mesure. C'est pourtant ce qui a conduit a la notion de Probabilité. Nous
allons dans ce livre introduire ce concept mathématique, dont la puissance permettra de
modéliser d'innombrables situations ou le hasard intervient, dépassant ainsi largement le
cadre restreint des jeux de dés et tirages de cartes.

Les probabilités influencent notre quotidien bien plus qu'on ne le soupconne. Elles aident
a répondre a des questions concrétes : combien de temps vais-je attendre chez le bou-
langer 7 Mon humeur dépend-elle plus de la météo ou de mon alimentation? Les son-
dages reflétent-ils fidélement I'opinion d'une population? Derriére ces interrogations se
cachent des phénomeénes aléatoires que les mathématiciens ont étudiés et modélisés a
I"aide de lois probabilistes, comme la loi normale ou la loi de Poisson. Ces outils, bien
au-dela de leur intérét théorique, sont également largement utilisés dans la vie profes-
sionnelle. Aujourd'hui, les probabilités constituent une branche des mathématiques a la
fois dynamique et en constante évolution. L'intuition probabiliste est devenue un outil
central dans de nombreuses disciplines, et elle forme le socle conceptuel des statistiques
modernes.

La théorie des probabilités occupe une place centrale dans les mathématiques contem-
poraines, tant pour ses fondements conceptuels que pour ses nombreuses applications.
Elle fournit un cadre rigoureux pour modéliser et analyser des phénoménes aléatoires,
et intervient de maniére transversale dans un large éventail de disciplines : physique
(mécanique quantique, physique statistique), biologie (génétique, épidémiologie), cli-
matologie, écologie, intelligence artificielle, traitement du signal, finance quantitative,
économie, ou encore sociologie. Cette transversalité témoigne de la pertinence et de la
puissance des outils probabilistes, aussi bien pour décrire I'incertitude que pour guider la
prise de décision dans des contextes complexes.

Dans ce contexte, ce livre propose une introduction rigoureuse et progressive a la théorie
des probabilités, en mettant I'accent sur les fondements théoriques nécessaires a une
utilisation pertinente et éclairée des outils probabilistes. Il s'adresse a un public de niveau
troisiéme année de licence ou premiére année de master en mathématiques, ainsi qu'aux
éleves d'écoles d'ingénieurs. La lecture de cet ouvrage suppose une bonne maitrise des
notions fondamentales d’analyse réelle, d'algebre linéaire et de calcul différentiel, telles
qu'elles sont enseignées en premiére et deuxiéme années de licence dans les universités.



Avant-propos

Le présent ouvrage propose une introduction structurée aux principaux outils de la théorie
des probabilités. Il est concu pour approfondir la compréhension des outils probabilistes
usuels, tant du point de vue théorique qu’en vue d'applications concretes. Le chapitre 1
est consacré aux fondements axiomatiques de la probabilité. On y introduit les espaces
probabilisés au sens de Kolmogorov, les variables aléatoires, ainsi que les principales lois
discrétes et continues. Cette premiére étape vise a établir le cadre mathématique ri-
goureux dans lequel s'inscrit I'ensemble de I'analyse probabiliste. Le chapitre 2 traite des
fonctions caractéristiques, outils puissants permettant de caractériser entiérement la loi
d'une variable aléatoire ou d'un vecteur aléatoire, et de faciliter I'étude des opérations
sur les lois (sommes, convolutions, limites). Ce chapitre introduit également la notion
de vecteur gaussien, centrale dans I'étude des lois multivariées, en particulier dans le
contexte de la statistique et des processus stochastiques. Le chapitre 3 est consacré
aux différentes notions de convergence des variables aléatoires : convergence en loi,
en probabilité, presque siire, en moyenne quadratique. Ces modes de convergence sont
comparés, illustrés, et mis en ceuvre dans le cadre des principaux théorémes limites (loi
des grands nombres, théoréeme central limite). Le chapitre 4 développe la théorie des
probabilités conditionnelles et de I'espérance conditionnelle, notions fondamentales pour
I'’étude des dépendances partielles et de I'information partielle. Ce chapitre prépare a
la compréhension des structures conditionnelles plus complexes comme les martingales
ou les chaines de Markov, et sert de pont vers la statistique bayésienne et les modéles
hiérarchiques. Le chapitre 5 est consacré a la simulation des variables aléatoires, abordée
du point de vue algorithmique et numérique. On y présente les techniques classiques
de simulation (méthode de I'inversion, méthode de rejet, méthode de composition),
ainsi que les fondements de la simulation de Monte Carlo, largement utilisée dans les
méthodes numériques et I'estimation probabiliste. Enfin, le chapitre 6 rassemble des cor-
rections détaillées des exercices, permettant au lecteur de consolider sa compréhension
des concepts étudiés tout au long de I'ouvrage.

Ce parcours progressif vise a doter le lecteur d’un socle solide en probabilités, en insistant
sur I"articulation entre les résultats théoriques, les outils calculatoires et les perspectives
d’application. L'accent est mis sur la rigueur mathématique, sans négliger l'intuition et
les motivations sous-jacentes a chaque notion introduite.

Chaque chapitre du livre se conclut par des exercices permettant de controler I'acquisi-
tion des notions essentielles qui y ont été introduites. Chaque exercice est rédigé sous
forme d'un énoncé détaillé, destiné a guider le lecteur et a favoriser son autonomie.
Les corrigés proposés sont toujours complets et commentés lorsque cela est nécessaire,
en privilégiant les solutions méthodiques et raisonnables aux approches « astucieuses »
ou « miraculeuses ». L'expérience montre en effet qu'un corrigé trop « brillant » peut
décourager I'étudiant, qui se sent alors incapable de reproduire une telle performance,
sans pour autant acquérir les étapes raisonnées qui ménent a la solution lorsqu’on dis-
pose d'une bonne compréhension des concepts. L'expérience montre également la vertu
du contre-exemple : il en est donc fait ici un large usage. Par ailleurs, lorsqu'un exer-
cice mobilise un résultat d'algebre ou de topologie, la démonstration est incluse si elle
est courte, ou bien une référence bibliographique précise est indiquée. Certains exercices
sont volontairement élémentaires, afin de faciliter I'adaptation de I'étudiant au niveau de
la troisieme année de licence. Les solutions détaillées donnent des exemples de rédaction
possibles. Faire de nombreux exercices est sans doute le meilleur moyen de parvenir a la
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Avant-propos

compréhension de certaines notions parfois délicates. Rappelons cette maxime chinoise :
« J'entends et j'oublie. Je vois et je retiens. Je fais et je comprends ».

Cet ouvrage est le fruit d'un long travail pédagogique, développé tout d'abord a I'uni-
versité Gaston Berger de Saint Louis du Sénégal pour des étudiants en master mathé-
matiques et informatiques pendant I'année académique 2013-2014 et poursuivi a Aix
Marseille université, a I'université de Cheikh Anta Diop de Dakar, a I'école nationale de
la statistique et de I'analyse économique Pierre Ndiaye (ENSAE de DAKAR).

Ce livre a commencé a exister comme polycopié de divers cours. Ceci dit je remercie
les lecteurs qui ont déja fait part de leurs commentaires et par avance ceux voudront
bien nous communiquer leurs remarques et suggestions sur les éventuelles fautes d'or-
thographe, coquilles ou sur le contenu et |'organisation de I'ouvrage.

Je remercie également mes étudiants qui, année aprés année, m'ont (plus ou moins)
écoutée raconter ce cours, ont peiné sur tous ces exercices et problémes et m’ont pous-
sée a I'améliorer. Mes remerciements vont enfin a feu Galaye DIA, Professeur titulaire
des universités de classe exceptionnelle, Ahmadou Bamba SOW, Professeur titulaire en
mathématiques Appliquées et Etienne PARDOUX, Professeur émérite a Aix Marseille
Université de m'avoir donner le go(t et I'amour inconditionnel de la théorie des probabi-
lités. Je vous remercie pour vos conseils et votre soutien; vous étes vraiment appréciés.
Merci d'étre une source d'inspiration et de sagesse. Votre gentillesse et votre patience
ont fait toute la différence. Merci, professeurs.

Je souhaite adresser un remerciement tout particulier au professeur Etienne PARDOUX,
au professeur Ahmadou Bamba SOW et au professeur Papa NGOM, Professeur titu-
laire en mathématiques appliquées, pour avoir pris le temps de lire attentivement cet
ouvrage et m'avoir suggéré des remarques essentielles ainsi que des corrections d'une
grande rigueur. Leur lecture minutieuse et la pertinence de leurs conseils ont contribué
de maniéere déterminante a renforcer la qualité scientifique et la clarté de ce livre.

Je tiens & exprimer ma profonde gratitude a Etienne PARDOUX, qui m'a fait I'honneur
de rédiger la préface de cet ouvrage. Son soutien, sa bienveillance et la confiance qu'’il
m'a accordée tout au long de ce projet ont compté énormément dans son aboutissement.

Je souhaite remercier trés sincérement mon ami Abdou Salam SOUMARE, dont les
encouragements constants ont été déterminants dans I'aboutissement de cet ouvrage.
Sa confiance et sa présence bienveillante m’ont souvent redonné I'élan nécessaire pour
ne pas me décourager et poursuivre ce projet jusqu'au bout.



A la mémoire de ma mere Adja Amy Thiam
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Chapitre 1

Bases de la théorie des probabilités

Cauchy Fubini

&

Laplace Lebesgue Markov Poisson

G

\

Fatou Pascal Kolmogorov Lévy

Galerie de mathématiciens '

L histoire des probabilités est intimement liée a celle des jeux de hasard. Bien que
quelques calculs probabilistes apparaissent des le Moyen /A\ge dans des contextes pré-
cis, ce n'est qu'au XVII€ siécle que la théorie des probabilités commence véritablement
a se constituer. Pendant prés de deux siécles, elle se développe sans véritable formalisme,

1. Sources : portraits issus de Wikimedia Commons pour Beppo-Levi, Borel, Cauchy, Fubini, Laplace, Lebesgue,
Markov, Poisson, Fatou et Pascal. Kolmogorov : SurovIA (Wikimedia Commons), CC BY-SA 4.0. Lévy : Konrad
Jacobs (Wikimedia Commons), CC BY-SA 2.0 DE.



14 Théorie des probabilités

principalement autour du célébre probléeme des partis, de problemes d’urnes ou encore
d’autres questions issues des jeux. Ce n’est qu’au XX°€ siécle qu’apparait la théorie mo-
derne des probabilités, fondée sur la théorie de la mesure et celle de I'intégration. Depuis
lors, cette théorie s'est largement diversifiée et a trouvé de nombreuses applications. En-
fin, les difficultés liées aux échanges scientifiques, a la publication des ouvrages et a leur
transmission a certaines époques rendent parfois délicate I'attribution de certains résul-
tats : ainsi, la question de la paternité de la théorie des probabilités demeure en partie
ouverte.

1.1 Préliminaires

1.1.1 Notations et rappels sur les ensembles

Dans cette partie, nous rappelons quelques notions fondamentales sur les ensembles, qui
seront utiles tout au long de ce livre.

Considérons un ensemble E, c'est-a-dire une collection d'objets appelés éléments (ou
points) de E. L'appartenance d'un point x a I'ensemble E est notée x € E, tandis que
x ¢ E signifie que x n'appartient pas a E. Un sous-ensemble de E est un ensemble dont
tous les éléments appartiennent a E. On note F C E lorsque F est un sous-ensemble de
E (on dit aussi que F est inclus dans E).

Rappelons les opérations élémentaires sur les parties d’'un ensemble. Soient A et B deux
sous-ensembles de E.

e ~~ Intersection : ANB est |'ensemble des points appartenant a la fois a A et B.

e ~~ Réunion : AUB est I'ensemble des points appartenant a au moins I'un des
deux ensembles A ou B.

e ~~» Complémentaire : le complémentaire de A dans E est I'ensemble des points
de E qui n'appartiennent pas a A. On le note A€ ou A. Si A C B, la différence ensembliste
B\A désigne les éléments de B qui n'appartiennent pas a A; on a alors B\A = BNA°.

e ~~ Différence symétrique : AAB est |'ensemble des points appartenant a A ou
3 B, mais pas aux deux. On a :

AAB = (A\B) U (B\A) = (AUB)\(ANB).

e ~~ Egalité de deux ensembles : pour montrer que A = B, on raisonne souvent
par double inclusion : d'une part, montrer que x € A = x € B; et d'autre part que
xeEB = x€eA.

e ~» Ensemble des parties : on note &?(E) I'ensemble de tous les sous-ensembles
de E (aussi appelé ensemble des parties de E).

e ~~ Ensemble vide : c'est I'ensemble ne contenant aucun élément; on le note 0.
e ~~ Ensembles disjoints : deux ensembles A et B sont dits disjoints si ANB = 0.

e ~ Propriétés usuelles : étant donnés trois sous-ensembles A,B,C C E (ou
encore trois événements d'un espace probabilisé), les propriétés suivantes sont vérifiées :

AUB=BUA (commutativité de la réunion),
ANB=BNA (commutativité de I'intersection),
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U(BUC)=(AUB)U
N(BNC)=(ANB)N
N(BUC)=(ANB)U (AmC)
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
(AUB) =A°NB°,

e ~~ Lois de De Morgan :?
un ensemble quelconque I. Alors :

(UA,) NB=|J(AiNB),

icl iel

|
0
icl iel

o ~~ Ensembles usuels :

N={0,1,2,...}
N*={1,2,3,...}
Z=1{..,-2,-1,0,1,2,...}
Qz{% :pEZ,qGNﬂq#O}
R =] — o0, 400
R4 =[0,4oo[={xeR:x >0},
R_=]—c,0]={xcR:x <0},
R = [—oo, fod],

(associativité de la réunion),
(associativité de I'intersection),
(distributivité N sur V),
(distributivité U sur N),
(ANB)*=A“UB°.

soit (A;)ies une famille de sous-ensembles indexée par

<ﬂA,-> UB=[)(A;UB),

i€l i€l
.
<ﬂA,-> =Ja;.
i€l i€l

(entiers naturels),
(entiers naturels non nuls),
(entiers relatifs),

(rationnels),

(réels),
R*Jr :]Oa +°°[7
R* =] —e0,0],

(droite réelle achevée),

R? = espace euclidien réel de dimension d (R! =R),

C={x+iy:x,y e R},

e ~ Cardinal d’un ensemble :

(nombres complexes).

un sous-ensemble A C E est dit fini si A est vide

ou bien s'il existe un entier n > 1 et une bijection entre A et I'ensemble {1,2,... n}.
L’entier n est alors appelé le nombre d’éléments de A et est noté

Card(A) = |A| =

#(A) =n.

Un ensemble est infini lorsqu’il n'est pas fini.

e ~~ Ensemble dénombrable : on dit qu'un ensemble E est dénombrable s'il
existe une bijection entre E et N, c'est-a-dire s'il est possible d'énumérer ses éléments
sous la forme d'une suite (x,)qeN, avec x, # x,;, dés que n # m. Exemples d'ensembles
dénombrables :

N, N*, Z, Q, {entiers pairs}, {n2 :n € N}, toute suite strictement croissante d’entiers.

2. Les lois de De Morgan sont des identités logiques formulées par le mathématicien britannique Augustus De
Morgan (1806-1871).
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En revanche, I'ensemble des réels R, ainsi que tout intervalle [a,b] avec a < b, ne sont
pas dénombrables (résultat de Cantor).

Voici quelques propriétés fondamentales des ensembles dénombrables :
- Toute partie d'un ensemble dénombrable est finie ou dénombrable.

- La réunion d'une famille finie ou dénombrable d’ensembles finis ou dénombrables
est elle-méme finie ou dénombrable.

- Si A n'est pas fini ni dénombrable (c'est-a-dire s'il est non dénombrable), alors pour
tout B C A qui est fini ou dénombrable, I'ensemble A\B reste non dénombrable.

Définition 1.1.1 Un ensemble E est dit au plus dénombrable s’il est fini ou dénombrable.

Remarque 1.1.2 Un ensemble non dénombrable est nécessairement infini, mais tous
les ensembles infinis ne sont pas dénombrables. L'infinité des entiers naturels est plus
“petite” que celle des réels :

IN] < [R],

au sens des cardinaux, ce qui illustre qu'il existe différents “niveaux” d’infini.

e ~~ Produit cartésien d’ensembles : si E|,...,E, sont des ensembles, on note
E| x ---x E, I'ensemble des n-uplets (xj,---,x,) tels que x; € Ey, xp € E,....x, € E,.

e ~~ Bijection, image directe et image réciproque : soient E et F deux en-
sembles, et f: E — F une application.

Définition 1.1.3 (Injection, surjection, bijection)

- Injection : f est injective si deux éléments distincts de E ont des images distinctes
dans F :

Vo X €E, (x#x)= (f(x) # f(x)).
Equivalemment : (f(x) = f(¥)) = (x=x/).

- Surjection : f est surjective si tout élément de F posséde au moins un antécédent
dans E :

VyeF, IxeE, f(x)=y.

- Bijection : f est bijective si elle est a la fois injective et surjective, c'est-a-dire si
chaque élément de F posséde un unique antécédent dans E :

VyeF, ' xe€E, f(x)=y.
Remarque 1.1.4 Sj f: E — F est injective, en restreignant son ensemble d’arrivée a
fE):={yeF:3Ix€E, f(x) =y},

la nouvelle application f: E — f(E) devient une bijection. Cette opération préserve
I'injectivité et rend f surjective.
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Définition 1.1.5 - Soit A un sous-ensemble de E. On appelle image directe de A par
f I'ensemble :

fA)={yeF : Ixe€A, f(x)=y}

f(A) est donc I'ensemble des éléments de F qui sont I'image d’un élément de A. Autre-
ment dit, f(A) est I'ensemble des éléments de F possédant un antécédent dans A. On
peut écrire tout aussi bien : f(A) = {f(x) : x€A}.

- Soit B un sous-ensemble de F. On appelle image réciproque de B par f I'ensemble :

f*I(B) ={x€E : f(x) €B}.

f! (B) est I'ensemble des éléments x de E dont I'image par f appartient a B. Autrement
dit : f~1(B) est I'ensemble des antécédents par f des éléments de B. On a donc pour
tout élément x de E :

xe fY(B) <= f(x) €B.

- Sil'on consideére de plus une application g : F — G, alors I'image réciproque d'une partie
C de G par la composée go f est :

(8o /) (O)=f"(s71(C)).

Remarque 1.1.6 - SIACE, alors f(A) CF, et siBCF, alors f~'(B) CE.
- Il faut noter que

Y (CrB) =Cg (£7(B)),

ot CpB désigne le complémentaire de B dans F et Cg (f~'(B)) désigne le complémentaire
de (f~'(B)) dansE.

- L’image directe d'un singleton f({x}) = {f(x)} est un singleton. Par contre I'image
réciproque d'un singleton f~'({y}) dépend de f. Cela peut étre un singleton, un ensemble
a plusieurs éléments; mais cela peut-étre E tout entier (si f est une fonction constante)
ou méme ['ensemble vide (si aucune image par f ne vauty).

Propriétés 1.1.7 (Lois de Hausdorff) Soit I un ensemble quelconque. Soient (A;)icr
une famille non vide de parties de E et (B;)ie; une famille non vide de parties de F. Alors
nous avons les propriétés suivantes :

ot (UAl) _Usa) e s (mAi) N

icl icl icl icl
> f! <UBi> =Ur'®) * f! (ﬂ&') = ')
icl icl icl icl
De plus, pour toutes parties By et B, de F, nous avons : f~1(B{\B>) = f~'(B)\f ' (By).

Proposition 1.1.8 (Dénombrabilité par image surjective) Soient A et B deux en-
sembles, et f: A — B une surjection.

- Si A est dénombrable, alors B est au plus dénombrable.
- Si A est fini, alors B est fini et Card(B) < Card(A).
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Remarque 1.1.9 /I est possible que A soit infini et B fini. Par exemple, I'application
constante f : N — {0} définie par f(x) =0 est une surjection.

Preuve : Supposons que A soit dénombrable. Définissons sur A la relation d’'équivalence
x~x = fx)=f().

Les classes d'équivalence forment une partition de A. Dans chaque classe, choisissons un
représentant particulier . Soit Ag I'ensemble de tous ces représentants. Par construction,
si x,x' € Ap sont distincts, alors x et x' appartiennent & des classes disjointes, donc
f(x) # f(x'). Ainsi, la restriction de f a Ag est injective. De plus, puisque f est surjective,
tout y € B posséde au moins un antécédent x € A. Si ¢ est la classe de x, alors le
représentant de ¢ dans Ag a aussi y pour image par f. Ainsi, la restriction de f a Ag
est également surjective, et constitue donc une bijection de Ay sur B. Puisque Ag C A
et que A est dénombrable, Ag est au plus dénombrable. Il en découle que B est au plus
dénombrable. Le cas ol A est fini se traite de maniére analogue, en remarquant que
toute partie d'un ensemble fini est finie, ce qui donne Card(B) < Card(A). ]

e ~~ Fonction indicatrice : l|a fonction indicatrice joue un réle fondamental dans
la théorie des ensembles. Soit A une partie d'un ensemble E. On définit la fonction

14: E — {0,1} par
1) 1, six€eA,
X)) =
A 0, six¢A.

La fonction 1,4 est appelée fonction indicatrice ou fonction caractéristique de A. Elle est
parfois notée y4.

Exercice 1.1.10 Soit E un ensemble. Soient A et B deux parties de E et (Ay)pen Une
suite de parties de E.

1) Montrer que 1pyc =1—14. 2) Montrer que 1anp = 14 X 15 = inf(14,1p).

3) Montrer que 153 =14 —141p. 4) Montrer que 1405 =14+ 15 —14np =sup(14,1p).
5) Montrer que si A et B sont disjoints, alors 14up = 14+ 1p. En déduire que si les (Ap)nen
sont deux a deux disjoints, alors on a ¥ ,en1a, = 1y, A,

6) Montrer que AC B <= 14 < 13.

On va maintenant introduire la notion de “limite” pour une suite (4,),>1 de parties de
E.

Définition 1.1.11 On dit qu'une suite (A,),>1 de parties de E converge (ou tend) vers
la partie A, et on écrit lim,_, wA, = A, si pour tout x €A (resp. x¢ A), on a x € A,
(resp. x ¢ A,) pour tout n assez grand. En termes de quantificateurs, cela s'écrit :

Vx €A, Ing, Vn>ngy, x €A,

Vx ¢ A, I ng, Vn>ng, x & A,

Il est facile de vérifier que cette définition revient a dire que la suite des fonctions
indicatrices (14, ),>1 converge simplement vers la fonction indicatrice 14. Autrement dit

lim A, =A<= lim 14,(x) =14(x), pour tout x € E.
n—s+oo n—r+o0

3. Par exemple, en fixant une numérotation de A par les entiers (k — x), on peut choisir dans chaque classe
I’élément d’indice minimal. Cela permet d’éviter ’invocation de 1’axiome du choix.
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Définition 1.1.12 On dit qu'une suite (Ap)n>1 de parties de E est croissante (resp.
décroissante) si A, C Aps1 (resp. Any1 C Ay) pour tout n. La limite d’une suite croissante
ou décroissante de parties est toujours définie. Autrement dit :

- Si (Ap)n>1 est croissante alors limy,_, 4 wAp = Up>1 An-

- Si(Ap)n>1 est décroissante alors lim,_, 1 wAy = (\y>1 An-
On dit qu'une suite (A,)n>1 est monotone si elle est croissante ou décroissante.

Exemple 1.1.13 Considérons le cas ot E =R. On définit
1 1 1
Ay,=(-,1| et B,=(1—-24- pour tout n > 2.
n n n

On vérifie facilement que la suite (A,)n>2 est croissante (au sens de I'inclusion). Ainsi,
lim, 10 Ay = U024, = (0,1]. De méme, la suite (B,),>2 est décroissante. On a donc

im,, 1o B, = (>2 By = [1,2]. Enfin, définissons C1 = [0,1], C2 =[0,2], C3 = [O 3} et,

pour tout n>2, Ca, = [0,2n], Cops1 = {O, #ﬂ} . Dans ce cas, on voit que (Cy),>1 n’est
pas monotone.

Exercice 1.1.14 On définit A, = (—1,1], B, = |
Vérifier que lim,_, 4 Ay = [0,1], lim,— 10 B, = (0,

11] et €, = [-n,n] pour tout n > 1.
1] et lim,_,4C, = R.

Comme pour les suites de nombres, la limite d'une suite de parties n'est pas toujours dé-
finie. Autrement dit, il existe évidemment des suites (A,),>1 de parties qui ne convergent
pas. Cependant, on peut toujours définir deux ensembles associés, appelés limite supé-
rieure et limite inférieure.

Définition 1.1.15 Soit (A,),>1 une suite de parties d’'un ensemble E. On définit :

limsupA, = TimA, = lim | <UA,,> NUa,= {weE ZlAn }

p>n n>1p>n

={w € E : A,(®) se produit infiniment souvent},

lirr;iann:mnA,lzr}iigoT<ﬂAp> UNa,={wckE: ZlAL )< ool

p=n n>1p>n
ou lim | désigne la limite d'une suite décroissante et lim 1 celle d'une suite croissante.

Remarquons que la limsupA, est I'ensemble des @ qui appartiennent a une infinité de
A,. La liminfA,, est I'ensemble des @ qui appartiennent a tous les A, sauf un nombre
fini. De plus, il est clair que
lirr}liann C limsupA,,
n
et que la suite (4,),>1 admet une limite si et seulement si liminf, A, = limsup, A,, auquel
cas
lim A, —hmmfAn —hmsupA

n—roo
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Apres avoir introduit les notions de limsup et liminf pour une suite de parties, il est
naturel de se demander comment ces limites se comportent lorsque I'on distingue les
termes pairs et impairs de la suite. De maniére plus générale, on peut relier les limsup
et liminf d'une suite arbitraire (A,) a ceux de ses sous-suites paires et impaires.

Proposition 1.1.16 Soit (A,),en une suite de parties de E. Alors :

(a) limsupA, = (limsupAy,)U (limsupAz,+1),
n

n n

(b) liminfA, = (liminfA,,) N (liminfAy, ).

Preuve : On sait que x € limsup,A, ssi x appartient a une infinité de A,. Autrement
dit :

x € limsupA, <= x € A, pour une infinité de n
n

<= x € Ay, pour une infinité de n ou x € Ay,4+1 pour une infinité de n
<= x € (limsupAj,) U (limsupAy,+1).

n n

La preuve pour liminf repose sur une double inclusion, en s'appuyant sur le fait que
x € liminf, A,, équivaut a dire que x est dans tous les A; a partir d'un certain rang. W

Exemple 1.1.17 Considérons la suite A, = [0,2+ (—1)"] de parties de R, avec n € N.
On a liminf, A, = [0,1] et limsup, A, = [0,3]. Par conséquent, (Ap)nen ne converge pas.

Remarque 1.1.18 - Si (A,)n>1 est croissante (A, C Ayt1), alors

limsupA, =liminfA, = ] A,.
n—oo

n—oo n>1
- Si (Ay)n>1 est décroissante (A1 C A,), alors limsup,, . A, = liminf, A, =, An.

Exemple 1.1.19 Déterminons les limites supérieure et inférieure des suites de parties
deR :

Ay = [o, 1+$}, B, = {[O’"] Sin est pair,
[n,4+oo[ sin est impair.
Solution. - Pour (A,) : on observe que (Ay,) est décroissante et (Az,41) croissante avec
A1 CAgy. Ainsi, limsup, A, = [0,1], et liminf, A, = [0, 1], d’ol la suite (4,) ne converge
pas. - Pour (By) : on a (By,) croissante, (Ba,+1) décroissante. Ainsi, limsup, B, = R,
et liminf, B, = 0. Donc (B,) ne converge pas.

Exercice 1.1.20 1. Déterminer les limites supérieure et inférieure de la suite (A,)y>1
définie par :
A1 =1-2—3,1],  Ay=[-1,24+%]

n’

2. Existe-t-il une suite (B,)n>1 telle que limsup, B, = [—1,2] et liminf, B, = [-2,1] ?
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1.1.2 Tribu sur un ensemble
Dans cette section Q désignera un ensemble non vide.
Définition 1.1.21 Une classe .¥ de parties de Q est appelée une tribu (ou c-algébre
de Boole) si :
(i) Qe 7,
(ii) A e F = A° € F (‘stabilité par passage au complémentaire”)
(iii) A1,A2,- € F = U,en+An € F (stabilité par réunion dénombrable”).

De cette définition, on déduit immédiatement les propriétés élémentaires suivantes :
-0eZ.
- A, A €F = AU---UA, €.F  (stabilité par réunion finie).
- Ay, A €T = AN---NA,€.F  (stabilité par intersection finie).
-ABe ¥ — B\A=BNA‘c ¥ et AAB=(AUB)\(ANB) € Z.

Exemple 1.1.22 x La plus petite tribu sur Q est F = {0,Q} (appelée tribu grossiére
ou tribu triviale).
* La plus grande tribu est I'ensemble 22(Q2), appelé tribu discréte ou tribu compléte.
* Soit @ ={a,b,c}. La classe F = {0,{a},{b,c},Q} est une tribu sur Q.
* Soit Q ={1,2,3,4,5,6}. On peut définir plusieurs tribus sur Q : F = P(Q), la
tribu compléte (maximale pour I'inclusion); %y ={0,Q}, la tribu triviale;
F1 ={0,{1},{2,3,4,5,6},Q} ; % ={0,{1,3,5},{2,4,6},Q} ; etc.

Remarque 1.1.23 S/ C .F et A€ ¥, alors bien siir A € .%. En revanche, I'implication
réciproque A€ F et BCA = B e ¥ est en général fausse dés que % n’'est pas
I'ensemble de toutes les parties de A.

Exercice 1.1.24 (Tribu trace) Soit .% une tribu sur Q et F C Q.
Montrer que 7|, = {ANF : A€ F} est une tribu sur F.

Proposition 1.1.25 Soit I un ensemble quelconque d’indices et soit (:%;)ic; une famille
de tribu sur Q. Alors (\;c;-%i est une tribu sur Q.

Preuve : On sait que Vi€ I, Q € .F; = Q € (;¢;-Fi. Soit A € Ny -Fi. Alors A € %
pour tout i € I. Et puisque .%; est une tribu, alors A¢ € .%; pour tout i € I. Ce qui veut
dire que A € ;¢ -%:. Par raisonnement analogue, on obtient la réunion dénombrable.ll

Exercice 1.1.26 Donner un exemple de deux tribus %, et %, telles que %1 U.%, n'est
pas une tribu.

Des classes particuliéres de parties de Q jouent un rdle fondamental car elles portent
«en germe » toute la tribu.

Proposition 1.1.27 Soit o/ une famille de parties de Q. Il existe une plus petite tribu (au
sens de l'inclusion) sur Q contenant <7, c'est I'intersection de toutes les tribus contenant
/. On I'appelle tribu engendrée par o7 et on la note oq(%/) (ou simplement o (<)
quand il n'y a pas de risque de confusion). On dit aussi que </ est un sous-ensemble
générateur de la tribu o(<).
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Preuve : Soit & I'ensemble de toutes les tribus .# sur E contenant «. L'ensemble &
n'est pas vide puisqu'il contient la tribu Z2(Q).

Posons . F =\ yecse # ={ACQNM € &, Ac #}. |l est clair que & C.F. De plus,
Z est une tribu comme intersection (quelconque) de tribus et, par définition, elle est
contenue dans toute tribu contenant 7. |

Exemple 1.1.28 - Si &7 = {0} ou bien si of ={Q}, alors o(</) = {0,Q}.
- Sie/ ={A} ou biensi o7 ={A} ouUA#0 et A#£Q, alors o() = {0,A,A°,Q}.
- Reprenons I'exemple 1.1.22. Si oy = {{1}}, alors (ot ) = F1. Si oh ={{1,3,5}},
alors o(wh) = F,. Et si of = {{1,3,5},{1,2,3}}, alors o(«/) =? (cf. exercice).
Remarque 1.1.29 Soient o) et o € P(Q). Alors nous avons :
- o Co().
- Si o) C b alors () C o(h).
- Si F est une tribu contenant <, alors o(<)) C F.
- Si .F est une tribu sur Q, alors 6(F) = 7.
Proposition 1.1.30 Soient E et F deux ensembles, f:E — F une application et F

une tribu sur F. Alors f~'(F) :={f1(A) : A€ .F} est une tribu sur E, appelée tribu
image réciproque de .% par f.

Preuve : (x) Comme F € & etf Y(FY=E,onabienEc€ f~1(F). (x) SoitA € f~1(F).
Il existe B € % tel que A= f~ ( ). D'apreés la propriété de compatibilité des images
réciproques avec le complémentaire (cf. remarque 1.1.6), on a A= (f~! (B))C = f~1(B°).
Or B¢ € F, donc A€ € f~1(F). (%) Soit (An)uen une suite d'éléments de f~!(.#). Pour
tout n, il existe B, € .Z tel que A, = f~!(B,). Comme UnenBn € Z et que I'image
réciproque commute a I'union dénombrable (cf. propriétés 1.1.7), on obtient :

Uan=Ur'B)=r" (U Bn> € H(P).
neN neN neN
Ainsi, f~1(F) est une tribu sur E. [

Exercice 1.1.31 Soient E et F deux ensembles, f une application de E dans F et ¥
une tribu sur E. Montrer sur un exemple que f(F)={f(A) : A€ F} n'est pas une
tribu sur F'.

Proposition 1.1.32 Soient E et F deux ensembles, f:E — F une application et F
une tribu sur E. Alors % :={BCF : f~Y(B) € #} est une tribu sur F, appelée tribu
induite de .% par f.

Preuve : (%) Commef‘l(F):Eeﬁ,onaFeﬂ‘f.( )SoitBle Alors f~1(B) € #.

Comme .7 est une tribu, (f~1(B))° € .Z. Or (f~1(B))* = f~1(B), donc B® € F;. (%)
Soit (By)nen une suite d'éléments de .# . Alors pour tout n, f '(B)) e Z. Comme F est
stable par unions dénombrables, U,cn £~ (Bn) € F. Mais Upen /' (Bn) = £~ (Unen Bn) »

donc U,enBn € Zy. Ainsi F¢ est bien une tribu sur F. [
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Proposition 1.1.33 Soient E et F deux ensembles, f une application de E dans F et
& un sous-ensemble de P(F). Alors, nous avons o(f~1(&)) = f~(c(&)). Ce résultat
est parfois appelé le lemme du transport.

Preuve : Nous devons montrer les deux inclusions. (i) Inclusion o(f~1(&)) C f~!(c(&)).
Comme & C o(&), on a aussitét f~1(&) C f~1(o(&)). De plus, d'aprés la proposi-
tion 1.1.30, f~!(o(&)) est une tribu sur E. Elle contient donc la tribu engendrée par
&), cest-a-dire o(f~1(&)) C f(c(&)).

(i) Inclusion réciproque f~!(c(&)) C o(f!(&)). Considérons la tribu induite de
o(f N (&) par f: Fr:={BCF:f'(B)eo(f1(&))}. Par définition, & C .#;. Comme
F est une tribu, elle contient la tribu engendrée par &, donc o(&) C Fy. En appli-
quant f~!, on obtient f~!(o(&)) C f~1(Ff). Or, par définition méme de F;, on a
FUFy) Cco(f1(&)). On en déduit bien f~1(o(&)) C o(f~1(&£)). En combinant (i)
et (ii), on conclut que o(f~1(&)) = f~'(c(&)). n
Rappelons une classe de tribus trés importante dans la théorie des probabilités : /a tribu
borélienne (également appelée tribu de Borel ou tribu des boréliens).

Définition 1.1.34 Soit Q un espace métrique* et € la famille des ouverts de Q. On
appelle tribu de Borel ou tribu borélienne, et on la note (Q), la tribu engendrée par
la famille ©. Autrement dit : (Q) = o(&). En d’autres termes, la tribu borélienne est
la plus petite tribu sur Q contenant tous les ouverts de Q. On appelle borélien de Q
tout élément de B(Q).

Proposition 1.1.35 Soit .% la famille des fermés de Q. Alors la tribu borélienne Z(Q)
est également engendrée par .7, c'est-a-dire : B(Q) = o(F).

Preuve : (i) o(%) C B(Q) : Soit A € .F. Alors A° est un ouvert, donc A € 0 C A(Q).
Comme #(Q) est une tribu, on a aussi A € Z(Q). Ainsi .F C ZB(Q), ce qui entraine
o(F) C B(Q). (ii) B(Q) Co(F) : Soit O € & un ouvert. Alors 0° € .F C o(.F).
Comme o () est une tribu, on a aussi O € 6(.%). D'ou I'inclusion & C 6(F), et par
conséquent Z(Q) =06(0) C o(F). |
On peut maintenant décrire la tribu borélienne dans le cas particulier de Q =R. Dans la
topologie usuelle de R, un ensemble O est ouvert si

Vx€ 0, da<beR tels que x€la,b[C O.

De plus, tout ouvert O C R peut s'écrire comme une union dénombrable d'intervalles
ouverts deux a deux disjoints, c'est-a-dire :

o= U lp—rp+rl, 1={(p,r)€QxQ} :Jp—rp+rlcO}.
(p,r)el

Proposition 1.1.36 (i) La tribu de Borel B(R) est la tribu sur R engendrée par chacune
des familles suivantes :

(a) la famille des intervalles ouverts bornés : {]a,bl:a < b, a,b € R},

(b) la famille des intervalles compacts : {[a,b] :a < b, a,b €R};

4. Plus généralement, on peut travailler avec un espace topologique.
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(c) la famille des intervalles semi-ouverts de la forme : {|a,b[:a <b, a,b € R};
(d) la famille des intervalles semi-ouverts de la forme : {]a,b]:a < b, a,p eR};
(e) la famille des intervalles de la forme : {]a,+oo[:a€R};
(f) la famille des intervalles de la forme : {[a,+o[:a € R},
(g) la famille des intervalles de la forme : {] —e,a[:a € R},
(h) la famille des intervalles de la forme : {] —e,a] :a € R}.

(ii) La tribu de Borel (R) est la tribu sur R engendrée par I'une des quatre familles
suivantes : (a) {[a,+e] :a € R}, (b) {]a,+] :a e R}, (c) {[—e,aa € R}, (d)
{[—0,a] :a € R}.

Preuve : Preuve du point (i) : #(R) (a) Intervalles ouverts bornés ]a,b] : Tout
ouvert de R peut s'écrire comme une réunion dénombrable d'intervalles ouverts bornés.
Ainsi, la tribu engendrée par les intervalles ouverts bornés contient tous les ouverts de
R, et donc est égale a la tribu borélienne Z(R). (b) Intervalles compacts [a,b] : On
a [a,b] C R fermé, donc inclus dans Z(R). Inversement, tout intervalle ouvert borné
s'écrit comme

Ja,b= | J [a+’11,b—” co({la,b]}). Ainsi o({[a,b]}) = B(R).

n>1

(c) Intervalles semi-ouverts [a,b[ : On peut écrire Ja,b[=U,>[a+ 1,b], donc tout
ouvert est engendré par les intervalles de type [a,b]. (d) Intervalles semi-ouverts |a,b] :
De méme, Ja,b] =(,>1]a,b+ L[, donc la tribu engendrée par ces intervalles contient tous
les ouverts. (e) Intervalles de type ]a,+oo[ : Tout intervalle semi-ouvert ]a,b] s'écrit
comme Ja,b] =]a,+eo[ N (R\]b,+oo[), donc la tribu engendrée par ]a,+eo] contient tous
les intervalles semi-ouverts et donc tous les ouverts.

(f) Les autres familles ([a,+oo[,] —o0,a[,[—o0,a]) : On procéde de la méme maniére
par complément et intersection avec R, montrant que chaque famille engendre la tribu
borélienne.

Preuve du point (ii) : %(R). La démonstration est analogue. On considére les inter-
valles englobant 4eo, et on utilise le méme raisonnement par unions, intersections et
compléments pour montrer que chaque famille génére la tribu borélienne de R. |

Remarque 1.1.37 Pour un ensemble fini Q, on choisit souvent F = 2(Q) et pour
Q CR ouQCR?, on choisit souvent # = B(Q).

Définition 1.1.38 Soit .% une tribu sur Q. Les éléments de .7 sont dits .% -mesurables
(ou simplement mesurables lorsqu'il n'y a pas de risque de confusion). Le couple (Q, %)
est appelé un espace mesurable. S/ ¢ C .% est également une tribu, on dit que 4 est
une sous-tribu de .% .

1.1.3 Classes monotones

Soit Q un ensemble non vide et Z(Q) I'ensemble de ses parties. Pour montrer qu'une
certaine propriété est vérifiée pour une tribu %, il est souvent plus commode de I'établir
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d'abord pour une famille .Z de parties de Q, plus grande que %, puis de restreindre le
résultat a .%#. Un outil fondamental dans cette perspective est le lemme de la classe
monotone.

Définition 1.1.39 Une famille £ C £(Q) est appelée classe monotone (ou encore
A-systéme) si les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) Qe ¥,
(ii) £ est stable par différence propre : pour tous A,B € £ tels que ACB, on a
B\Ae Z,
(iii) £ est stable par union dénombrable croissante : si (Ap)nen €St Une suite croissante
d’'éléments de £, alors |,enAn € Z.

Remarque 1.1.40 Une classe monotone n'est pas nécessairement une tribu. L’intersec-
tion de classes monotones est encore une classe monotone. Si I'on ajoute la stabilité par
intersections finies (ou par unions finies), on obtient une tribu.

Définition 1.1.41 Une famille € C & (Q) est un n-systéme si Q € € et si elle est stable
par intersection finie, c'est-a-dire :A,B€ ¢ = ANBE€%.

Exemple 1.1.42 [es familles suivantes sont des m-systémes :
- la classe des intervalles : €1 = {] — o, x] : x €R};

- la classe des singletons : ¢> = {{x} :x € Q} U{0};
- la classe des pavés : 63 ={AxB : A,Be Z(Q)}.

Ces notions, introduites par Dynkin?, sont également appelées systémes de Dynkin.
Nous allons d'abord établir un résultat intermédiaire, qui nous servira dans le résul-
tat fondamental de cette section : le lemme de la classe monotone. Ce lemme, dii
aSierpinski © et popularisé par Dynkin, permet de démontrer I'égalité entre deux mesures
de probabilité de maniére élégante et économique : de méme que deux applications li-
néaires qui coincident sur une base coincident sur tout I'espace, deux probabilités qui
coincident sur un m-systéme coincident sur la tribu engendrée par ce m-systéme.

Proposition 1.1.43 Une classe monotone stable par intersection est une tribu. En par-
ticulier, tout A-systéme qui est aussi un T-systéme est une tribu.

Preuve : Soit .Z une classe monotone. Comme Q € .Z et que ¥ est stable par différence
propre, elle est stable par complémentaire. Si, de plus, .Z est stable par intersection,
alors par les lois de De Morgan elle est aussi stable par union :

ABe?Z = AB°€Z = ANB°e? = (A°NB°)°=AUBe Z.

Une récurrence immédiate montre que .Z est stable par unions finies.

Soit alors (Ap)n>1 C -Z. En posant B, = J;_, Ak, on obtient une suite croissante (By)n>1
d’éléements de ., donc U,>1 B, € Z. Mais U~ B, = U, >1 An, Ce qui prouve la stabilité
par unions dénombrables. Ainsi, .Z est une tribu. |

5. Eugene B. Dynkin (1924-2014), mathématicien russe, spécialiste de théorie des probabilités et de processus
stochastiques.

6. Waclaw Franciszek Sierpinski (1882-1969), mathématicien polonais, connu pour ses contributions a la théorie
des ensembles, la théorie des nombres et la topologie.
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Lemma 1.1.44 (Lemme de la classe monotone) La plus petite classe monotone
contenant un m-systéme € est exactement la tribu engendrée par € .

Remarque 1.1.45 Dans certains ouvrages, ce résultat est appelé le théoréme 7-4 de
Dynkin.

Preuve : On note LL I'ensemble des classes monotones .Z telles que € C .Z. L n'est pas
vide car Z2(Q) € L. L'intersection de toutes les classes monotones de I, notée %, est
bien définie, contient % et reste une classe monotone. C'est donc le plus petit élément
de L. D'autre part, la tribu engendrée (%) est une classe monotone contenant ¢, donc
Ly C 6(%). Pour montrer I'égalité, il suffit de prouver que % est une tribu. D’aprés
la proposition 1.1.43, il reste a montrer que % est stable par intersection. Soit A C Q
et posons 94 = {B € %Ly : BNA € %, }. On vérifie que %4 est une classe monotone dés
que A € %y, - Si A €%, alors par stabilité de € par intersection, on a € C %y, donc
L C Dy. - Ainsi, pour tout B € %, on obtient BNA € %,. Finalement, pour tous
B,B' € %4, on a BNB' € Y. Donc %y est une tribu. Par minimalité de o (%), on en
déduit o(€) = L. |

1.1.4 Applications mesurables et mesures

Définition 1.1.46 (Mesurabilité) Soient (Q,.%#)) et (Qy,.%,) deux espaces mesurables
et soit f:Q; — Q. On dit que f est (F1,.%,)-mesurable si, pour tout B € %, on a
f~UB) € .F, autrement dit si f~1(.%,) C 7.

Remarque 1.1.47 S'il n'y a pas d’ambiguité sur les tribus considérées, on dira simple-
ment « mesurable » au lieu de « (F#,.%,)-mesurable ».

Exemple 1.1.48 Un exemple fondamental : pour A € 2(Q), la fonction caractéristique
(ou indicatrice) de A, définie sur Q par 14(x) est (F,ZB(R))-mesurable si et seulement
siA€ F, car : 1, (B(R)) = {0,Q,A,A°} = 6({A}). En effet, pour tout BC R, on a

si0¢Betl1¢B,
A si0O¢BetleB,
A° si0eBetl¢B,
Q si0eBetleB.
Ainsi, 14 est (%, %(R))-mesurable pour toute tribu .F contenant A.

En dehors de tels exemples élémentaires, il est généralement difficile (voire impossible)
de tester directement |'appartenance de f‘l(B) a &) pour tout B € .%#,, notamment
en raison de I'absence de description explicite des éléments de .%, lorsque cette tribu
est riche (par exemple #(R)). La proposition suivante montre qu'il suffit en réalité de
restreindre le test aux éléments B d'une famille génératrice de .%;.

Proposition 1.1.49 Soient (Q,.%1) et (Q,.%,) deux espaces mesurables, et soit .7
une famille de parties de Q, engendrant F, (c'est-a-dire 6() = .%,). L application
Q1 — Qy est (F1,.F,)-mesurable si, pour tout B€ ., on a f~'(B) € %, autrement
dit si f~1(.F) C F.
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Preuve : Comme % est une tribu sur Q;, I'hypothése f~1(#) C % entraine, par
minimalité, o(f~1(.#)) C #. Or, d’aprés la proposition 1.1.33, on a

o(f ()= (ca(2).
Comme o() = .%,, on obtient f~!(.%,) C .#, ce qui prouve la mesurabilité de f. W
Exemple 1.1.50 Soit Q ={0,1,2}, # ={0,Q}, % = Z(Q), et f: (Q,F1) — (Q,.F2)

défini par f(x) =x. Alors f n'est pas mesurable, car I'image réciproque de {1} (élément
de F,) n'appartient pas a .%#.

Critere de mesurabilité des fonctions numériques

Nous examinons maintenant I'effet des opérations usuelles sur la mesurabilité des fonc-
tions. Soit f: Q) — Q. Dans tout ce qui suit, si Q, =R (resp. R), on notera, pour

a,b € RU{+oo} :

{(f<ay=f"(—eal) (resp. f~!([~o,al),
et de méme pour {f <a},{f >a},{f Zat{a<f<bl{a<f<bh{a<f<b}et
{a < f<b}.

Ainsi, si © =R ou R muni de sa tribu de Borel, on déduit des propositions 1.1.36 et
1.1.49 un critére simple de mesurabilité.

Théoréme 1.1.1 (i) Une fonction f: Q — R est (%, %B(R))-mesurable si et seulement
si I'une des huit conditions équivalentes suivantes est Vérifiée :

(a) pourtouta €R, {f <a}e F;

(b) pour tout a € R, {f <a} € .F;

(c) pour touta€R, {f >a}t € F;

(d) pour touta e R, {f >a} e % ;

(e) pour tout (a,b) €ER?, a<b, {a< f<b}c.F;

(f) pour tout (a,b) €R?, a<b, {a< f<b} e T,

(g9) pour tout (a,b) €R?, a<b, {a< f<b}c T,

(h) pour tout (a,b) €R?, a<b, {a< f <b} e .F.
(if) Une fonction f: Q) — R est (F1,%(R))-mesurable si et seulement si 'une des quatre
conditions équivalentes suivantes est vérifiée : (a) pour tout a € R, {f <a} € %, (b)
pour tout a € R, {f <a} € %, (c) pour touta € R, {f >a} € F#, (d) pour tout a € R,
{f >a} 7.
Définition 1.1.51 (Mesure) Soit (Q,.%) un espace mesurable. On appelle mesure sur
(Q,.7) une application i : F — [0, +oo] Vérifiant :
1. u(@) =0,
2. Pour toute suite (A,)y>0 d'éléments de .F deux a deux disjoints,

u(UM>=Zu%J

n>0 n>0

Cette propriété est appelée c-additivité de u et u est dite o-additive. De plus, on dit
que le triplet (Q,.% 1) est un espace mesuré.
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Proposition 1.1.52 (Continuité monotone des mesures) Soit (Q,.%, ) un espace me-
sure.

(i) (Continuité croissante) Si (A,),>1 est une suite croissante d'éléments de .7,
c'est-a-dire A, C A, 11, alors I'ensemble limite A :=J;_, A, appartient a .F et

H(An) — u(A).

n—seo

(ii) (Continuité décroissante) Si (A,),>1 est une suite décroissante d'éléments de
F, c'est-a-dire Ay D Ay11, et si W(Ap) < +oo, alors I'ensemble limite A :=7_, A,
appartient a F et

ﬂ(An) — .u(A)-

n—yoo

Preuve : (i) Continuité croissante. Puisque la suite (A,) est croissante, on peut écrire
A =B, B,:=A,\A,—; (n>2). Les ensembles (B,),>1 sont deux a deux disjoints et
satisfont A =, _An = ;—; Bx- La o-additivité de u donne alors

o k
M@=§M&Lu@@=§ﬂ&)&zm

Ainsi (1(Ax))i>1 est une suite croissante bornée par p(A), et ses sommes partielles
convergent vers la série ci-dessus. On obtient donc p(Ax) — w(A). (ii) Continuité
—S00

décroissante. Supposons maintenant A, D Ap+1 et (A1) < 4oo, et posons A :=(r_| Ap.
Considérons les ensembles C,, := A; \ A,, n > 1. La suite (C,) est croissante, et I'on a

AN\A= ]G,
n=1
En appliquant la continuité croissante a (C,), on obtient u(C,) —— u(A;\A). Or, pour
n—soo
tout n, u(C,) = u(A1) — u(A,), expression bien définie puisque t(A;) < +oo. En passant
a la limite, on déduit
H(A1) = 1(An) —— p(A1) — (A),
ce qui équivaut a u(A,) — u(A). [
n—soo
Quelques propriétés supplémentaires donnent lieu a la définition suivante.

Définition 1.1.53 % On appelle poids de u la quantité p(Q).
* Une mesure p est dite finie ou bornée si p(Q) < 0.

* Une mesure u est dite o-finie s'il existe une suite (Ap)n>0 d'éléments de F telle
que Q =U,>0An et, pour tout n € N, p(A,) < oo,

* Une mesure u sur (R", B(R")) est dite borélienne si, pour tout borélien borné
BCR", ona lu(B) < +eo.

* Une mesure u est dite diffuse si, pour tout a € Q, {a} € F et u({a}) =0.

Remarque 1.1.54 S/ u(Q) =1, alors u est appelée probabilité ou mesure de proba-
bilité, et le couple (Q,.F) est appelé espace probabilisable.
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Exemple 1.1.55 ¢ ~~ Mesure de Dirac (ou masse de Dirac) : Soit a € Q. La masse
de Dirac en a est la mesure o, sur (Q, 2 (Q)) définie par

1 siaeA,
sw={y Soe

Par restriction, 8, est aussi une mesure sur tout espace mesurable (Q,.%). Vérifions que

0, est o-additive. Soit (Ap)n>0 une suite d'éléments de P (Q) deux a deux disjoints :

Cas1: a ¢ U,cnAn. Alors 8,(UA,) =0. De plus, a ¢ A, pour tout n, donc 8,(A,) =0
et Y en0a(An) =0.

Cas2: a€U,enAn. Alors 8,(UA,) = 1. Comme les A, sont disjoints, a appartient a un
seul Ay, donc 8,(An,) =1 et 8,(An) =0 pour n#ng, d'oll Y ey 64(An) = 1.

Ainsi, dans les deux cas : 8;(U,enAn) = Ynen 0a(An), donc 8, est bien une mesure.

Remarque 1.1.56 6, indique si un ensemble contient le point a. Par exemple, nous
avons : &([—1,1]) =1, 6(0,1]) = &(R*) =0, 6(N) =1, 06,(Q) =0. Plus générale-
ment, pour tout A € F, 8,(A) =14(a).

e ~~ Séries de mesures finies : Si (W )ren est une famille de mesures finies sur (Q,.7)
et (o4 )ken Une suite de réels positifs, alors W(A) = Y ey Oalik(A), A € F, définit une
mesure sur (Q,.%). La vérification se fait directement en utilisant la c-additivité de
chaque Ly, et la sommation par paquets dans R .

Exercice 1.1.57 1. Mesure de dénombrement (ou de comptage) : Soit D un en-
semble dénombrable (par exemple N, Z, ou Q). On définit (A) = Card(A), A C D.
Montrer que . est une mesure sur (D, 2(D)).

2. Mesure image : Soit (Q,.%,1) un espace mesuré, (E,&) un espace mesurable et
f:Q — E une application (F,&)-mesurable. On définit p/(B) = u(f~'(B)), B € &.
Montrer que uf est une mesure sur (E,&). (On appelle uf la mesure image de u par
f. parfois notée o f~1).

On admet qu'il existe une unique mesure sur (R%, Z(R%)), notée A(4) et appelée mesure
de Lebesgue, telle que pour tout pavé |ay,by| X -+ x]ag,bg], a; < b;, on ait

d
Md)(}al,bl] X e X}adabd]) =[5 —a).
=1

La mesure de Lebesgue généralise la longueur (d = 1), l'aire (d =2) et le volume (d = 3).
On note A :=A(D) dans le cas d = 1. On a A(@(R?) = 400, ce qui en fait une mesure
non finie, contrairement aux probabilités qui sont des cas particuliers de mesures finies.

Exercice 1.1.58 Vérifier que
R=Jlkk+1]
keZ

et en déduire que A(R) = +o0 en appliquant la c-additivité de la mesure de Lebesgue.
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1.1.5 Compléments : les théoremes de convergence

L'objectif de ce livre n"est pas d'exposer en détail la théorie générale de I'intégration, mais
d’en présenter les éléments nécessaires au calcul des probabilités. Nous nous appuierons
pour cela sur les ouvrages de Marc Briance et Gilles Pageés [8], d'El Haj Lamri [31] ainsi
que de Thierry Gallouét et Raphaéle Herbin [21], auxquels nous renvoyons le lecteur
pour les preuves et des développements plus complets.

Dans ce paragraphe, nous introduisons les grands théorémes d'interversion entre limite et
intégrale, qui font toute la puissance de la théorie de I'intégration au sens de Lebesgue.
Pour cela, nous rappelons d'abord la construction de I'intégrale de Lebesgue sur un
espace mesuré quelconque (Q,.%, ).

Dans toute la suite, nous adopterons la convention que O multiplié par une quantité
infinie vaut 0, c’est-a-dire 0 x t(A) =0 si H(A) = +oo, 0 x f(x) =0 si f(x) = oo, et plus
généralement 0 x a =0 pour a = oo,

Nous commencons par définir I'intégrale pour des fonctions trés simples, de type indi-
catrices.

Définition 1.1.59 Soit A € & . La fonction indicatrice de A, définie par f(®) = 14(o),
est mesurable. Son intégrale par rapport a U est donnée par

/ 1adu = u(A).
Q

En particulier : - si % = B(R), en prenant u la mesure de Lebesgue et A =|a,b], on
obtient

/ Ladu —b—a,
Q

c'est-a-dire la longueur de I'intervalle. Cette définition coincide alors avec I'intégrale de
Riemann, puisque

b
/IA(x)dx:/ ldx=b—a;
R a

-si Z = #(N), en prenant u la mesure de comptage sur N, et A C N, alors

/ 14dp = Card(A).
Q

Ainsi, la définition de l'intégrale de Lebesgue permet de traiter de maniére unifiée des
exemples aussi différents que la mesure de Lebesgue et la mesure de comptage. Nous
savons maintenant intégrer les fonctions indicatrices d'ensembles mesurables, ce qui est
encore trés limité ! Pour obtenir une théorie plus riche, nous souhaitons que I'intégrale
soit linéaire, ce qui conduit naturellement a I'étendre aux fonctions étagées.
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Définition 1.1.60 Soit f une fonction étagée positive’, de décomposition canonique
f=Yialy,, avec les A; mesurables disjoints. On appelle intégrale de f par rapport a
la mesure u la quantité

n 3 n
/fdu = Zai/ 1y,du =Y aip(A)
Q =1 JQ i=1

Grace a cette définition, on peut montrer que I'intégrale est un opérateur additif, crois-
sant et positivement homogéne sur |I'ensemble des fonctions mesurables, étagées et
positives ou nulles (voir [8], propriétés 7.1). Le résultat suivant permet d'étendre la
définition aux fonctions mesurables a valeurs dans R .

Proposition 1.1.61 Soit f une fonction mesurable de (Q,.7) dans (K,%(K)) avec
K=R,R ou C. Il existe une suite de fonctions étagées (f,)n>1 telle que

f(ow)= lim f,(®), pour tout € Q.

n—-+oo

Sif >0, lasuite (fu)n>1 peut étre choisie croissante et positive, c'est a dire 0 < f, < fut1
pour tout n € N*.

Preuve : Voir [8], théoréme 5.1. |
Nous pouvons maintenant étendre la définition de I'intégrale aux fonctions positives. On
note M* I'ensemble des fonctions : f: Q — Ry, (F,2(R.))-mesurables.

Définition 1.1.62 Soit f € M*. On définit son intégrale par rapport a @ comme la
quantité

/fdu = sup{/ gdu : g étagée, positive, et g(w) < f(®), Vo € Q}
Q Jo

L’intégrale / fdu prend ses valeurs dans R, et nous dirons que f est p-intégrable sur
Q (ou simplement intégrable par rapport a u quand il n'y a pas de risque de confusion)
si /fdu < oo,

Q

Exemple 1.1.63 [a fonction f = 1y est 8y-intégrable sur R mais n'est pas A-intégrable
sur R. En effet,

/fd/l:/l(R):+oo et /fd&):&)(R):
R R

7. Une fonction mesurable f : (Q,.7) — (K, Z(K)) avec K = R ou C est dite étagée si son ensemble de valeurs
£(Q) est fini. En notant f(Q) = {a1,az,...,a,} (valeurs toutes distinctes) et A; = f ' ({a;}) = {f =a;},onala
décomposition canonique

n
=Y aily,
i=1

ol (Aj)1<i<n forme une partition finie de Q. Autrement dit, f est étagée si f est une combinaison linéaire finie de
fonctions caractéristiques mesurables.
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Le développement de la théorie de I'intégration sur M repose sur un théoréme fon-
damental de convergence des intégrales, propre aux suites croissantes d'éléments de
M. Ce théoréme, connu sous le nom de théoréme de convergence monotone, permet,
sous des hypothéses minimales, de commuter « intégration » et « passage a la limite ».
Ses nombreuses applications justifient pleinement I'intérét de la théorie de I'intégrale de
Lebesgue.

Théoréme 1.1.2 Théoréme de convergence monotone ou de Beppo Levi
Soit (fu)nen une suite croissante d'éléments de Mt (au sens od 0 < f,, < fuy1). Alors

fi=supfy = lim fyeM' et /fdu: fim /fnd[,t—sup m
Q

neN n—r+oo neN
Preuve : Voir [8], théoréme 7.1 ou bien [4], théoréme 11.2.1. [

Corollaire 1.1.64 Soit (f,)nen une suite croissante de M et soit f =Y e fn. Alors

| rau= )y Y [ fodn

Preuve : La suite g, = Y., fm €st croissante et converge simplement vers f. Le théo-
réme 1.1.2 implique lim, 4o [ 8ndlt = [olim, e gndt = [o fdu, ce qui donne le
résultat. |

En I'absence d'hypothése de croissance, on dispose tout de méme du lemme de Fatou,
outil fondamental permettant entre autres de vérifier si la limite simple d'une suite de
fonctions p-intégrables reste p-intégrable.

Théoréme 1.1.3 (Lemme de Fatou) Soit (f,).en une suite quelconque d'éléments de
M™. Alors
0< hmmffndu < liminf/ fondu < oo,
n—+oo JO

Q n——4-o0
Preuve : Voir [8], théoréme 8.2. |

Exemple 1.1.65 (lllustration du lemme de Fatou) Prenons Q =R, F = B(R) et
U= A (mesure de Lebesgue). Considérons la suite de fonctions étagées

Loy sin est pair,
fn = ’ . . .
112 sin est impair.

On a clairement liminf f, = 0 sur R, par conséquent [ liminf,_, . f, dA = 0. Par contre,
Jr fudA =1 pour tout n, donc liminf,_, o [ fudA = 1. Ainsi, dans cet exemple,

0= hmlnff,, dA < hmmf fndl =1.

Rn—>oo

Nous étendons maintenant I'intégrale des fonctlons positives aux fonctions de signe
quelconque. Pour cela, si f est une fonction mesurable, on définit

f+:f\/07 f_zf(f/\o)a

de sorte que f=f*—f~ et |f|=f*+f . Les fonctions f* et f~ sont boréliennes si f
I'est. On note M I'ensemble des fonctions mesurables f: Q — R, (&, %(R))-mesurables.
Notons que si f € M, alors f+, f~ e M*.
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Définition 1.1.66 Soit f € M. On dit que f est u-intégrable si [, |f|du < +oo. Dans
ce cas, on appelle intégrale de f par rapport a u, et on note [, fdu, le réel défini par

[rauw = [ rrap - [ ran.
Q Q Q
Remarque 1.1.67 S/ f est u-intégrable et B € .7, alors

| rau= [ taran.

De plus, grace au théoreme de convergence monotone, les propriétés essentielles de
I'intégrale sur les fonctions positives (linéarité, monotonie) s'étendent a I'intégrale des
fonctions de signe quelconque.

Nous présentons a présent un théoréme fondamental qui permet de transférer une in-
tégration définie sur  vers un autre espace mesuré plus simple. C'est le théoréme de
transfert, dont I'usage est omniprésent dans la suite. Autrement dit, il s'appuie sur la
notion de mesure image. Rappelons que si f est une application mesurable de (Q,.%, 1)
vers (E,&), la mesure image u/ est définie par : u/(B) = u(f~'(B)), B€ &.

Theorem 1.1.68 (Théoréme de transfert) Soit f: (Q,%#,u) — (E,&) mesurable et
soit ¢ : E — R borélienne.

- Si¢ >0, alors

Joan’ = [ oofdu.

- Dans le cas général, ¢ est uf-intégrable si et seulement si ¢ o f est u-intégrable,

et dans ce cas,
[odu = [ goran.
E Q

Preuve : Si ¢ =15 avec B€ &, alors

[ Andn! =/ (B) = (7~ (B)) = [ 150 fan.
E Q

donc la formule est vraie. Par linéarité, elle reste valable pour les fonctions étagées. Pour
une fonction mesurable positive @, on I'approche par une suite croissante de fonctions
étagées ¢,. Alors (@, 0 f) est croissante vers ¢ o f, et le théoréme de Beppo-Levi (cf.
théoréme 1.1.2 ) donne

/q)duf: lim/q)nduf: lim / q)nofdu:/ ¢ofdu.
JE n—e Jp n—e [0 Q

Dans le cas général, on remarque que

[ lolan’ = [ 160 fldu.

Ainsi, ¢ est u/-intégrable si et seulement si ¢ o f est u-intégrable, et la formule résulte
de la décomposition ¢ = ¢ —¢~. [ |
Nous en venons maintenant a I'énoncé central de la théorie de I'intégration : le théoréme
de convergence dominée de Lebesgue, qui garantit le passage a la limite sous le signe
intégral.
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Theorem 1.1.69 Théoréme de convergence dominée de Lebesgue
Soit (fu)n>0 une suite de fonctions mesurables de (Q,.#, ) dans R. Supposons que :

1. Il existe une fonction f mesurable telle que f, — f u-presque partout$.

2. Il existe une fonction g € L' (), g >0, telle que |f,| < g pu-presque partout pour
tout n.

Alors f € L' () et/ fdu= lim/ fondu, lim/ |fu— fldu=0.

Q n—e [0 n—eo [0
Preuve : Voir [8], théoréme 8.3. [
Un corollaire classique de ce théoréme est I'interversion entre « somme» et « intégrale ».

Theorem 1.1.70 Soit (f,)n>0 une suite de fonctions mesurables de (Q,.7, 1) dans R.
1. Si f, >0 pour tout n, a/ors/ (an) du=1Y / fadp.
Q Q

n>0 n>0

2. Si Z / |fuldu < oo, alors Z [n est définie u-presque partout, elle est L-intégrable,
Q

n>0 n>0
et ) .
d = / m
/Q (;f) u g,o | ik
Preuve : Voir [8], théoréme 8.4. [

Remarque 1.1.71 Les énoncés ci-dessus sont formulés pour des fonctions a valeurs
réelles. lls restent néanmoins valables pour des fonctions a valeurs complexes. En effet,
si (f,) est une suite de fonctions complexes et si |f,| < g avec g € L' (1), on écrit

fo=u,+ivyet f=u+iv

avec uy,vn,u,v réelles. Alors |uy| < |fa] < g et |va| <|ful < g, donc on applique les théo-
rémes précédents aux suites réelles (u,) et (v,). Alternativement, on remarque que

‘f(fn —f)‘ < [|fu—f| et I'on conclut en appliquant la version réelle au réel non né-
gatif | fn— f.

1.2 Structures de base

By 0¥ %

Comme tout domaine scientifique, la théorie des probabilités repose sur un vocabulaire
précis. Des mots du langage courant y prennent un sens rigoureux et parfois différent.

8. Soit (f,g) € MT x M. On dit qu’elles sont égales p1-presque partout lorsque {f # g} est négligeable. C’est
a dire f = g presque partout <= pu({x € E: f(x) #g(x)}) =0.Onnote f =g U p.p.
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Le calcul des probabilités est la branche des mathématiques qui modélise les phéno-
ménes aléatoires. Modéliser, c'est simplifier la réalité pour rendre possible le calcul et la
prédiction.
La formulation moderne remonte a 1933, lorsque Kolmogorov en établit les fondements
axiomatiques : un événement est un sous-ensemble d'un wunivers et une probabilité est
une fonction qui associe a chaque événement un nombre entre 0 et 1, selon des régles
précises. ?
En résumé, les probabilités offrent un langage abstrait pour quantifier et analyser I'in-
certain. Leur origine est intimement liée aux jeux de hasard, qui restent aujourd’hui un
outil pédagogique central :
- point de départ historique de la discipline;
- modéles simples et reproductibles, mais assez riches pour éclairer des situations
générales.
Deux approches classiques motivent la notion de probabilité :
- I'approche a priori, fondée sur la symétrie et I'équité des situations (ex. lancer d'une
piéce équilibrée) ;
- I'approche fréquentiste, qui évalue la probabilité comme la fréquence limite d'un
événement lors de répétitions nombreuses.
Passons maintenant aux notions de base nécessaires pour formaliser rigoureusement ces
idées.
Expérience aléatoire : c'est une expérience dont I'issue dépend du hasard. L'ensemble
de toutes les issues possibles est |I'univers Q.

Exemple 1.2.1 Lancer d'un dé : Q ={1,2,3,4,5,6}. Si I'on ne regarde que la parité :
Q = {pair,impair}. Tirage d’une carte parmi 32 : selon 'observation,

Q=1{7,8,9,10,V,D,R,As}, Q= {tréfle, carreau,cceur,pique}, Q = {rouge,noir}.
L'univers peut étre fini ou infini :

Exemple 1.2.2 - On répéte le lancer d’une piéce jusqu’'a obtenir pile : Q = N*, un
ensemble infini dénombrable.

- On mesure la durée de vie d'un atome : Q =R, infini non dénombrable.
Evénement : un événement est un sous-ensemble de I'univers Q. Parmi eux, on dis-
tingue :

- I'événement impossible, noté 0;

- I'événement certain, qui coincide avec tout I'univers Q.

Comme ce sont des ensembles, les événements se combinent par les opérations usuelles :

AUB (réunion), ANB (intersection), A°=Q\A (complémentaire).

On dit que deux événements sont incompatibles lorsqu'ils ne peuvent pas se produire
simultanément, c'est-a-dire lorsque ANB = 0.

9. Historiquement, I’incertitude était attribuée au hasard ou au destin; la théorie en propose une formalisation
mathématique.



36 Théorie des probabilités

Exemple 1.2.3 Au lancer d'un dé : A ={2,4,6} (pair) et B={1,3,5} (impair) sont
incompatibles.

Ces notions constituent le socle du langage probabiliste. Nous pouvons maintenant in-
troduire la notion centrale de probabilité, qui permet d'attribuer un poids numérique a
chaque événement.

1.3 La notion de probabilité

Le terme probabilité, issu du latin probabilitas, désigne initialement |'opposé de la cer-
titude. Il représente également le degré de plausibilité d'un événement par un nombre
compris entre 0 et 1. La modélisation mathématique du calcul des probabilités repose
sur un triplet (Q,.%,P) que nous allons décrire.

1.3.1 Espace de probabilité
Un espace de probabilité est un triplet (Q,.%,P) ol :
- Q est un ensemble appelé univers,

- F est une tribu (ou o-algébre) sur Q, appelée la famille des événements obser-
vables,

- P est une mesure de probabilité sur (Q,.%).

Définition 1.3.1 Une probabilité sur (Q,.7) est une mesure P: % — [0,1] telle que :
HPQ)=1;
2) Pour toute famille (A,)y>1 C .F d’événements deux a deux disjoints,

IP’( OA,J - ilIP(An).
n=1 n=

Cette propriété est appelée o-additivité.

Ainsi, une probabilité est une mesure positive de masse finie égale a 1. Plusieurs propriétés
fondamentales en découlent.

Proposition 1.3.2 Soit (Q,.#,P) un espace de probabilité. Les propriétés suivantes sont
vérifiées :

i) La probabilité de I'ensemble vide est égale a zéro, c'est-a-dire P(0) =0,

ii) Si (Ak)keq1,..ny €st une suite finie d'événements deux a deux disjoints de 7, alors

P (CJAk> = i P(Ak);
k=1 k=1

iii) La probabilité de I'événement complémentaire d'un événement quelconque A € F
s’obtient par :
P(A9) = 1-P(A);
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iv) Si un événement en implique un autre, sa probabilité est plus petite, c'est-a-dire :
ACB = P(A) <P(B);
v) La probabilité de I'union de deux événements s'obtient par la formule de Poincaré :
P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB);

vi) Pour toute suite d'événements quelconque (A,),>1 de %, non nécessairement dis-
joints, on a I'inégalité de Boole :

Pl JAn | <Y P@A,)
n=1 n=1
Cette propriété est appelée o-sous-additivité.

vii) Si (Ap)n>1 C-F, Ap CAyqr et U,— 1 An=A, alors li_r)n P(4,) =P(A);
n—o0

viii) Si (Ap)n>1 CF, Ap D Apg1 et (o1 Ay =A, alors 1i_r>n P(A,) =P(A).
Nn—yoo

Preuve : i) Utilisons la o-additivité avec Aj =Q et A; =0 pour i >2 :
P(Q) =P(Q)+ ) P(0)
i>2
Comme P(Q) =1 et que P(0) > 0, on en déduit que ¥;~,P(0) =0, d'ou le résultat.

ii) Soient Ay,...,A, des événements deux a deux disjoints. Pour k > n, posons Ay =0. On
obtient une suite infinie (Ax)x>1 d'événements deux a deux disjoints. Par o-additivité :

n

n
P(UJa) =P(Ua) = ZIP’Ak + L2 = L P4
k=1 k>1 k>n k=1

puisque P(A;) =0 pour k > n.
iii) On a Q =AUA® (union disjointe). En appliquant ii), il vient immédiatement que
P(A%) =1-P(A).
iv) Si A C B, alors B=AU(BNA®) (union disjointe). Par ii) et le fait que P(BNA®) >0,
on obtient P(A) < P(B).

v) Décomposons A et B en ensembles mutuellement disjoints :

A=(ANB)U(ANB), B=(ANB)U(A°NB), AUB=(ANB)U(ANB)U(A°NB).
En utilisant ii), la formule de Poincaré s'en déduit.

vi) Considérons la suite d'événements disjoints :

n—1
Bi=Ay, By=ANA], ..., By,=A,N[)A}.
k=1

Alors (B,)n>1 est une suite deux a deux disjoints, B, C Ay, et U,>1 By = U,>1 An. Ainsi,

P(UA) =P(UB:) = L P(B) < ¥ P(4)

n>1 n>1 n>1 n>1



38 Théorie des probabilités

ol I'inégalité résulte de B, C A,. Les points vii) et viii) résultent directement de la
continuité croissante et décroissante des mesures (cf. proposition 1.1.52). Comme P
est une mesure finie, ces propriétés s'appliquent immédiatement et donnent les limites
annoncées. |

Définition 1.3.3 (Evénements négligeables et presque siirs) Soit (Q,.%,P) un espace
de probabilité.

- Un événement A € F est négligeable si P(A) =0.

- Un événement A € .7 est presque sir (p.s.) si P(A) =1, c'est-a-dire si A® est
négligeable.

Proposition 1.3.4 Si (A,),>1 C % est une famille d’événements négligeables, alors
Un>14n est négligeable.

Preuve : On applique I'inégalité de Boole : IP’(U;;IAH) <yr P, =0. [

1.3.2 Probabilité conditionnelle

Définition 1.3.5 Soit (Q,.7,P) un espace de probabilité. Soient A et B deux événements
quelconques de .F tels que P(B) # 0. La probabilité conditionnelle de A sachant B, notée
P(A/B) ou Pg(A), est définie par :

P(A/B) = W

On en déduit la relation suivante, appelée formule de Bayes :
P(A/B) x P(B) =P(B/A) x P(A).

Cette formule, établie par Thomas Bayes (1702 — 1761), constitue la base de ce que
I'on appelle la théorie subjective des probabilités. Par son caractére de réciprocité, elle
permet de réévaluer, a posteriori, la validité d'une hypothése posée a priori.

Proposition 1.3.6 (Formule des probabilités composées) Soient Ay,...,A, des évé-
nements issus d’une expérience aléatoire d'univers Q, tels que P(A;N---NA,_1) >0. On
.

P(AiN---NA,) =P(A])P(A2 /A1) X - x P(Ay /A N NA,_y).

Preuve : La preuve s'obtient aisément par récurrence. |

Exemple 1.3.7 Considérons une urne contenant 4 boules blanches et 6 boules rouges.
On tire successivement 3 boules sans remise. Quelle est la probabilité d’obtenir 3 boules
blanches 7 On note A; I'événement : « la i-éme boule tirée est blanche ». Alors :

4 2

P(A) = 1 = 2,

3 1 2 1
P(AZ/AI):gzg, ]P(A?,/AlmAz):g:Z
2

Par la formule des probabilités composées : P(A1NA;NA3) = 5 X % X

1
30°

=



Chapitre 1. Bases de la théorie des probabilités 39

Remarque 1.3.8 On obtient le méme résultat par un raisonnement combinatoire. En

4 3 . .
effet : P(B) = g:rrggg% = :T“ = 35, ou B désigne I'événement « tirer 3 boules blanches ».
10

Définition 1.3.9 On appelle systéme complet d’événements toute partition Ey,... ,E,
de Q, c'est-a-dire : Vi# j, ENE;=0, et UL E =Q.

Proposition 1.3.10 (Formule des probabilités totales) SoitE,...,E, un systéme com-
plet d’événements sur & tel que P(E;) > 0 pour tout i € {1,...,n}. Alors, pour tout
AceZ :PA) =Y. PE)PAJE)=Y] P(ANE;).

Preuve : On a, d'aprés la définition 1.3.9 : A=ANQ=ANULEi= UL (ANE;).
Comme les E; sont deux a deux disjoints : P(A) :IP( (A ﬂEi)) =Y! ,P(ANE;). A

On déduit alors une deuxiéme formulation de la formule de Bayes :

Proposition 1.3.11 (Formule de Bayes) Soit A € F tel que P(A) #£0. Alors, pour tout
i=1,...,n,0na:

P(E;) P(A/E;)
i1 P(Ej)P(A/E))

P(Ei/A) =
Preuve : Il suffit de combiner la premiére formule de Bayes avec la proposition 1.3.10.1

1.3.3 Indépendance
¢ Indépendance d’événements
Définition 1.3.12 Deux événements A et B sont dits indépendants si et seulement si
P(ANB) =P(A) x P(B).

Attention a ne pas confondre indépendance et incompatibilité. Dans le cas de I'incom-
patibilité, on a ANB =0 et donc P(ANB) = 0. En particulier, si deux événements A et
B sont incompatibles (ou disjoints), alors : P(AUB) = P(A) +P(B).

Définition 1.3.13 Une famille finie d'événements {Ai,...,A,} C % est dite indépen-

dante (ou mutuellement indépendante) si, pour tout sous-ensemble non videlI C {1,...,n},
on a
P(ﬂA,») — [P
icl i€l

Remarque 1.3.14 L[e fait que les événements A; soient deux a deux indépendants n'im-
plique pas que la famille {A1,...,A,} soit mutuellement indépendante, comme le montre
I'exemple suivant.

Exemple 1.3.15 On considére Q = {1,2,3,4} muni de la loi uniforme p(®) = 1/4, pour
tout @ € Q. On définit les événements : A = {1,2}, B={2,3}, et C={1,3}. On a
immédiatement P(A) = P(B) =P(C) = 1, et P(ANB) =P(ANC) =P(BNC) = ;. Ainsi,
A, B et C sont deux a deux indépendants. En revanche, ANBNC =0, d’ou

P(ANBNC) =0+# & =P(A) x P(B) x P(C).



